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Nonlinear Vibrations of Graphene Reinforced Pipes Conveying Fluid 
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ABSTRACT:  In this study, nonlinear vibrations of simply-supported pipes conveying fluid made of 
multilayer graphene reinforced composite materials have been investigated analytically and based on the 
Euler-Bernoulli beam theory. The constituent layers of the pipe wall thickness are considered to be made 
of polymer and graphene platelets and the reinforcing graphene platelets are varied by layers in the pipe 
wall thickness direction. Four different patterns for distribution of reinforcing graphene platelets, large 
deformations, and Von-Karman nonlinear strain field are considered. The nonlinear governing equations 
are derived by the Hamilton principle, they are converted to the ordinary differential equations by the 
Galerkin method and then are solved analytically using the homotopy analysis method. The variations 
of the first nonlinear natural frequency of the system with respect to the variation of initial amplitude, 
fluid velocity, fluid density, pipe length, and also time response of the nonlinear vibrations of the system 
are presented for different distribution patterns V, X, O and U of the graphene platelets. The results 
show that the first nonlinear natural frequency of the system for all distribution patterns of graphene 
platelets is decreased by an increase of pipe length, fluid velocity, and density but increasing the initial 
amplitude increases the first nonlinear natural frequency and also the distribution pattern V has the 
highest nonlinear frequency comparing with the other distribution patterns. 
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1. INTRODUCTION
Fluid-structure interaction represents the interaction of 

the structures and fluid flow forces. Pipes conveying fluid are 
one of the most important structures which are studied in the 
field of fluid-structure interactions, they are used in different 
engineering applications such as gas and oil transportation 
lines, heat exchangers, nuclear reactors, and pipes transferring 
fluid in boilers [1]. 

 Linear and nonlinear vibrations of pipes conveying fluid 
have been widely investigated in recent years. Paidoussis 
and Semler [2], studied the nonlinear dynamics of a fluid-
conveying cantilevered pipe with intermediate spring support. 
Post-buckling behavior and nonlinear vibration analysis of a 
fluid-conveying Functionally Graded Material (FGM) pipe 
were investigated by Tang and Yang [3]. Nonlinear vibration 
and post-buckling of Functionally Graded (FG) pipes 
conveying fluid by considering the rotary inertia and shear 
deformation effects was analytically studied by Khodabakhsh 
et al. [4].

Based on reviewed studies, nonlinear vibrations of pipes 
conveying fluid made of multilayer graphene reinforced 
composite materials have not been analytically investigated 
before and the effects of this new composite material on the 
nonlinear frequency and time response diagrams have not 

been specified. Therefore, in this study nonlinear vibrations of 
pipes conveying fluid made of multilayer composite material 
reinforced by graphene platelets based on the Euler-Bernoulli 
beam theory are investigated.

2. METHODOLOGY
2.1. Graphene reinforced pipe conveying fluid model

The fluid conveying pipe in this study consists of several 
polymer layers which are reinforced by graphene platelets as 
shown in Fig. 1. 

2.2. Governing equations 
A simply-supported uniform polymer pipe conveying 

fluid reinforced by graphene platelets is considered as shown 
in Fig. 2. 

Considering large deformation, Euler-Bernoulli beam 
theory, and applying Von-Karman nonlinear strain field, the 
longitudinal strain component is introduced as Ref. [3]:
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Fig. 2. Simply-supported polymer pipe conveying fluid reinforced by graphene platelets  

 

  

  

Fig. 2. Simply-supported polymer pipe conveying fluid reinforced 
by graphene platelets

 

Fig. 3. Comparison of the time response of vibration of pipe conveying fluid with the results of reference [3]. 

  

Fig. 3. Comparison of the time response of vibration of pipe conveying fluid with the results of reference [3].

 

Fig. 1. Four different distribution patterns of the graphene platelets along with the thickness of the pipe 

  Fig. 1. Four different distribution patterns of the graphene platelets 
along with the thickness of the pipe

By assuming transverse vibration, limited stretching, and 
using Hamilton’s principle, the nonlinear governing equation 
of motion is obtained as:  
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2.3. Nonlinear vibration
Galerkin procedure is used to discretize the nonlinear 

equation of motion and then the closed-form expressions for 
the nonlinear frequency and time response of the vibration are 
obtained by using the homotopy analysis method as below:
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Table 1. Geometrical and physical properties of the pipe and 
conveying fluid

 

 

Fig. 4. The first nonlinear natural frequency of the graphene reinforced pipe conveying fluid in terms of the fluid velocity for 
the different graphene distribution patterns 

  

Fig. 4. The first nonlinear natural frequency of the graphene reinforced pipe conveying 
fluid in terms of the fluid velocity for the different graphene distribution patterns

3. RESULTS AND DISCUSSION
In order to validate the results of this study, a simply-

supported pipe conveying fluid without reinforcing graphene 
platelets is considered and the time response of vibration is 
compared with those obtained by Tang and Yang [3] in Fig. 3 
and the results show a good agreement.

The geometrical and physical properties of the graphene 
reinforced pipe conveying fluid are considered based on 
Table 1.

 The effects of increases in the fluid velocity on the first 
nonlinear natural frequency are demonstrated in Fig. 4. As 
can be seen from Fig. 4, the first nonlinear natural frequency 
is decreased by the increase of the fluid velocity, and pattern 
V predicts higher nonlinear frequencies in comparison with 
the other patterns.

Fig. 5 illustrates that increasing the weight fraction of the 
graphene increases the frequency of the vibration.

4. CONCLUSIONS
In this study, the analytical solution of nonlinear vibration 

of the pipes conveying fluid made of multilayer graphene 
reinforced composite materials has been investigated. Four 
different graphene distribution patterns are considered in the 
pipe wall thickness direction.

The results show that increasing the length of the 
pipe, velocity, and density of the fluid decreases the first 
nonlinear natural frequency of the vibration for all graphene 
distribution patterns, and also all distribution patterns predict 
approximately the same nonlinear frequencies when the 
length of the pipe is increasing.
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Fig. 5. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of multilayer composite 
materials reinforced by graphene platelets for the different graphene weight fractions (pattern V). 

 

Fig. 5. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of 
multilayer composite materials reinforced by graphene platelets for the different graphene weight 

fractions (pattern V).
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ارتعاشات غیرخطی لوله‌های حامل سیال تقویت شده با گرافن 

رسول خدابخش* ، علیرضا سعیدی، رضا بهاالدینی

دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان، ایران

خلاصه: در این مطالعه ارتعاشات غیرخطی لوله‌های حامل سیال از جنس مواد مرکب چند لایه تقویت شده با صفحات 
گرافن با تکیه‌گاه ساده در دو انتها و بر اساس مدل تیر اویلر-برنولی به صورت تحلیلی مورد تحقیق قرار گرفته است. 
پلیمری و صفحات گرافن در نظر گرفته شده‌ و میزان  از مواد  ترکیبی  به صورت  لوله  لایه‌های تشکیل‌دهنده دیواره 
تقویت‌کنندگی صفحات گرافن به صورت لایه‌ای در جهت ضخامت دیواره لوله تغییر می‌کند. چهار الگوی مختلف توزیع 
صفحات تقویت‌کننده گرافن در راستای ضخامت لوله، تغییر شکل‌های بزرگ و میدان کرنش غیرخطی ون-کارمن در 
نظر گرفته ‌شده است. معادلات غیرخطی حاکم به کمک اصل هامیلتون استخراج، با روش گالرکین به معادله دیفرانسیل 
معمولی تبدیل شده و با روش تحلیلی آنالیز هوموتوپی حل می‌گردد. تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی سیستم 
بر حسب تغییرات دامنه اولیه، سرعت سیال عبوری، چگالی سیال عبوری و طول لوله و همچنین پاسخ زمانی ارتعاشات 
غیرخطی سیستم برای الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن شامل V، X، O و U ارائه و مورد تحلیل قرار می‌گیرد. 
نتایج نشان می‌دهد اولین فرکانس طبیعی غیرخطی سیستم برای تمامی الگوهای توزیع صفحات گرافن با افزایش سرعت 
سیال، چگالی سیال و همچنین طول لوله، کاهش یافته اما با افزایش دامنه اولیه سیستم افزایش می‌یابد و همچنین الگوی 
توزیع V طی تغییر پارامترهای مورد بررسی بیشترین فرکانس‌ غیرخطی را نسبت به سه الگوی توزیع دیگر دارا می‌باشد.
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1- مقدمه
و  سازه‌ای  نیروهای  متقابل  اثر  بیانگر  سیال-سازه1  اندرکنش 
مهم  ساختارهای  از  یکی  می‌باشد.  سیال  جریان  از  ناشی  نیروهای 
سیال  حامل  لوله‌های  سیال-سازه،  اندرکنش  حوزه  در  بررسی  مورد 
می‌باشند که کاربردهای وسیعی در علوم مختلف مهندسی دارند؛ از 
جمله این کاربردها می‌توان به خطوط انتقال نفت و گاز، مبدل‌های 
حرارتی، لوله‌های سوخت‌گیری هوایی، راکتورهای هسته‌ای، لوله‌های 
لوله‌های  ارتعاشات  مطالعه  کرد.  اشاره   ... و  بویلرها  در  سیال  انتقال 
حامل سیال از اهمیت ویژه‌ای برخوردار است چرا که تجربه نشان داده 
ماشین آلات،  لوله‌ها موجب خرابی  این  از حد  بیش  ارتعاشات  است 

1 Fluid structure interaction

سوراخ شدن لوله‌ها، شکست خستگی، سر و صدای زیاد، آتش‌سوزی 
روی  بر  متعددی  مطالعات  اخیر  سالیان  در   .]1[ می‌شود  انفجار  و 
ارتعاشات خطی ]8-2[ و غیرخطی لوله‌های حامل سیال انجام شده 
است. پایدوسیس و سملر ]9[ ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال با 
تکیه‌گاه فنر میانی را مورد مطالعه قرار دادند. مانپراپوسورن و همکاران 
انعطاف‌پذیر  لوله‌های  شعاعی-محوری  بزرگ  شکل‌های  تغییر   ]10[
لوله‌های منحنی  دینامیک غیرخطی  تحلیل کردند.  را  حامل جریان 
و تحریک هارمونیک  قیود محدود کننده حرکت  حامل سیال تحت 
مدرس-صادقی  گرفت.  قرار  بررسی  مورد   ]11[ کیائو  و  لین  توسط 
دیورژانس  از  پس  رفتار  و  غیرخطی  دینامیک   ]12[ پایدوسیس  و 
تحقیق  مورد  را  انتها  دو  در  ثابت  تکیه‌گاه  با  جریان  حامل  لوله‌های 
قرار دادند. پاسخ ارتعاشات اجباری لوله حامل سیال با تکیه‌گاه ساده 
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در دو انتها تحت تشدید داخلی 3 به 1 برای اولین بار توسط مائو و 
همکاران ]13[ مورد تحلیل قرار گرفت. پنگ و همکاران ]14[ با در 
نظر گرفتن لوله حامل سیال با شرایط مرزی تکیه‌گاه ساده در دو انتها، 
دینامیک غیرخطی این لوله‌ها را تحت قیود محدود کننده حرکت به 
فرکانس‌های   ]15[ همکاران  و  تان  کردند.  مطالعه  بعدی  دو  صورت 
غیرخطی و پاسخ ارتعاشات اجباری لوله‌های حامل سیال را بر اساس 
مدل تیر تیموشنکو به دست آوردند. عبدالبکی و همکاران ]16[ مدلی 
را مورد مطالعه  و خارجی  لوله تحت سیال داخلی  از یک  غیرخطی 
قرار داده و دریافتند که این مدل، فرکانس‌های ارتعاشات را دقیق‌تر از 
تئوری خطی ارائه می‌دهد. دینامیک غیرخطی لوله‌های حامل سیال 
توسط  تکیه‌گاه متحرک،  انتها  و یک  آزاد  انتها  با شرایط مرزی یک 
خیری ]17[ مورد تحقیق و پژوهش قرار گرفتند. دینامیک غیرخطی 
لوله‌های ویسکوالاستیک حامل سیال واقع در جریان عرضی خارجی 

یکنواخت را شاهعلی و همکاران ]18[ مورد تحلیل قرار دادند. 
در مطالعات مرور شده فوق لوله حامل سیال از یک ماده یکنواخت 
تشکیل شده است. مواد مدرج تابعی دارای ویژگی تغییر پیوسته و آرام 
این  یا چند جهت می‌باشند.  در ترکیب و خصوصیات مادی در یک 
مواد با توجه به خصوصیاتی که دارند برای کاربرد در نواحی مختلف 
زیادی  تعداد  رو  این  از  می‌باشند،  مناسب  متفاوت  کاری  شرایط  و 
غیرخطی  ارتعاشات  مطالعه  در  مواد  این  خصوصیات  از  محققان  از 
لوله‌های حامل سیال بهره برده و لوله را از جنس مواد مدرج تابعی 
رفتار  و  غیرخطی  ارتعاشات   ]19[ یانگ  و  تانگ  گرفتند.  نظر  در 
تابعی  مدرج  مواد  از  لوله حامل جریان ساخته شده  از کمانش  پس 
لوله‌های  رفتار غیرخطی تشدید-گرمایی  دادند.  قرار  مورد مطالعه  را 
 ]20[ همکاران  و  دهرویه-سمنانی  توسط  سیال  حامل  تابعی  مدرج 
مورد بررسی قرار گرفت. ردی و همکاران ]21[ دینامیک غیرخطی 
تابعی شیب‌دار حامل سیال ضربانی داغ را تحلیل و  لوله مدرج  یک 
بررسی کردند. حل تحلیلی ارتعاشات غیرخطی و رفتار پس از کمانش 
لوله‌های مدرج تابعی حامل جریان با در نظر گرفتن تاثیرات اینرسی 
چرخشی و تغییر شکل برشی توسط خدابخش و همکاران ]22[ مورد 

مطالعه قرار گرفت.
گرافن و مشتقات آن بطور گسترده‌ای به عنوان تقویت‌کننده برای 
بالا بردن عملکرد مواد مرکب پلیمری مورد استفاده قرار می‌گیرند. این 
امر موجب شده است این مواد مرکب جدید با استفاده از خصوصیات 

ماده  مزیت‌های  حفظ  ضمن  و  گرافن  تقویت‌کننده‌های  فوق‌العاده 
و  زیستی  سازگاری  و  کشش  قابلیت  زیاد،  شکل  تغییر  مثل  پلیمر 
به  نسبت  بهتری  بسیار  مکانیکی  و  فیزیکی  شیمیایی خوب، خواص 
مواد پلیمری داشته باشند ]23 و 24[. یک نمونه از این مواد مرکب 
جدید، مواد مرکب تقویت شده با صفحات گرافن1 بوده که در سالیان 
اخیر توجه محققان زیادی را به خود جلب کرده‌ است، به طوری که 
تحلیل ارتعاشات تیرها ]27-25[، تیغه‌ها ]28[، ورق‌ها ]31-29[ و 
با  شده  تقویت  مرکب  مواد  از  شده  ساخته   ]33 و   32[ پوسته‌های 
صفحات گرافن از جمله موضوعات مورد علاقه محققان در تحقیقات 

اخیر بوده است. 
بوده  دستیابی  قابل  گرافن  با  شده  تقویت  پلیمری  مواد  ساخت 
)جزئیات آن در مرجع ]34[ تشریح گردیده است( و یکی از کاربردهای 
مهم این مواد در لوله‌های پلیمری تقویت شده )با نانو لوله‌های کربن 
و یا نانو صفحات گرافن( می‌باشد که در سیستم‌های آبیاری، خطوط 
انتقال آب، نفت، گاز و یا هر کاربرد مهندسی پیشرفته‌ای که به لوله‌ای 
با وزن کم، مقاومت مکانیکی بالا و مقاوم در برابر زنگ‌خوردگی نیاز 

باشد، مورد استفاده قرار می‌گیرند ]35[. 
غیرخطی  ارتعاشات  کنون  تا  شده،  مرور  مطالعات  به  توجه  با 
با  تقویت شده  مرکب چندلایه  مواد  از جنس  سیال  حامل  لوله‌های 
صفحات گرافن مورد مطالعه قرار نگرفته‌ است و تأثیر این مواد مرکب 
غیرخطی  ارتعاشات  زمانی  پاسخ  و  غیرخطی  فرکانس‌های  بر  جدید 
لوله‌های حامل سیال مشخص نشده است. در این تحقیق ارتعاشات 
غیرخطی لوله حامل سیال ساخته شده از جنس مواد مرکب چندلایه 
تقویت شده با صفحات گرافن با تکیه‌گاه ساده در دو انتها، بر اساس 
مدل تیر اویلر-برنولی و به صورت تحلیلی مورد مطالعه قرار می‌گیرد.

2- مدل لوله حامل سیال از جنس مواد مدرج تابعی تقویت شده با 
صفحات گرافن

لایه‌  چندین  از  مطالعه  این  در  بررسی  مورد  سیال  حامل  لوله 
پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن )به صورت لایه‌ای متغیر( که 
دارای ضخامت یکسانی هستند تشکیل شده است. فرض می‌شود که 
لایه‌ها محکم به یکدیگر متصل بوده و صفحات گرافن بطور یکنواخت 
و با جهت تصادفی در هر لایه پخش شده‌اند اما کسر وزنی از هر لایه 

1 Graphene platelets reinforced composite (GPLRC) 
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به لایه دیگر تغییر می‌کند. بنابراین، هر لایه کامپوزیتی تقویت شده با 
صفحات گرافن همگن و همسانگرد می‌باشد. 

توزیع صفحات گرافن در راستای ضخامت  الگوی  شکل 1 چهار 
در   N با  برابر  لایه‌ها  کل  تعداد  می‌دهد.  نشان  را  سیال  حامل  لوله 
نظر گرفته شده و رنگ تیره‌تر در هر لایه نشان‌دهنده‌ی تعداد بیشتر 
صفحات گرافن در آن لایه می‌باشد. در الگوی U تعداد صفحات گرافن 
در هر لایه یکسان است و در الگوی O لایه‌های میانی تعداد صفحات 
و  داخلی  سطوح  به  نزدیک  لایه‌های  و  بیشتر  گرافن  تقویت‌کننده 
در  موضوع  این  که  حالی  در  دارند  کمتری  گرافن  صفحات  خارجی 
با  گرافن  است. کسر حجمی صفحات   O الگوی  بر عکس   X الگوی 
الگوی  برای چهار   thk داده شده و کسر حجمی لایه  نشان   GPLV

نشان داده شده در شکل 1 بر اساس روابط زیر بیان می‌گردد ]25[:

*( )GPL GPLV k V= �)1( :U  الگوی

* | 2 1|( ) 2 (1 )GPL GPL
k NV k V

N
− −

= − �)2( :O  الگوی

* | 2 1|( ) 2 ( )GPL GPL
k NV k V

N
− −

= �)3( :X  الگوی

* (2 1)( )GPL GPL
kV k V
N
−

= �)4( :V  الگوی

لایه‌های  کل  تعداد  N و    , , ,...,k N=1 2 3 فوق روابط  در 

تشکیل‌دهنده لوله را نشان می‌دهد. کسر حجمی کل صفحات گرافن، 
* با رابطه زیر به دست می‌آید ]25[:

GPLV

( )
*

1

GPL
GPL

GPL
GPL GPL

m

WV
W Wρ

ρ

=
 

+ − 
 

�)5(

mρ به ترتیب کسر وزنی صفحات  GPLρ و   ، GPLW در رابطه فوق 
گرافن، چگالی صفحات گرافن و چگالی ماده زمینه می‌باشند. مدول 
الاستیسیته مواد کامپوزیتی با تقویت‌کننده‌هایی که با جهات تصادفی 

توزیع شده‌اند بر اساس رابطه زیر تقریب زده می‌شود ]36 و 37[:

3 5( )
8 8L TE k E E= +  �)6(

TE مدول طولی و عرضی برای یک لایه  LE و  که در این رابطه 
یک جهتی بوده که با مدل هالپین-تسای ]38[ طبق روابط زیر قابل 

محاسبه می‌باشند:

1
1

L L GPL
L m

L GPL

VE E
V

ξ η
η

+
=

−
�)7(

1
1

T T GPL
T m

T GPL

VE E
V

ξ η
η

+
=

−
�)8(

Tη با روابط زیر بیان می‌گردند ]38[: Lη و  در روابط فوق 

 
 

 : چهار الگوی مختلف توزیع صفحات گرافن در راستای ضخامت لوله. 1شکل 

Fig. 1. Four different distribution patterns of the graphene platelets along the thickness of the pipe. 

  

شکل 1. چهار الگوی مختلف توزیع صفحات گرافن در راستای ضخامت لوله.
Fig. 1. Four different distribution patterns of the graphene platelets along the thickness of the pipe.
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1GPL

m
L

GPL
L

m

E
E

E
E

η
ξ

 
− 

 =
 

+ 
 

�)9(

1GPL

m
T

GPL
T

m

E
E

E
E

η
ξ

 
− 

 =
 

+ 
 

�)10(

mE به ترتیب نشان‌دهنده مدول یانگ  GPLE و  بالا  در روابط 
صفحات گرافن و زمینه می‌باشند. پارامترهای هندسی صفحات گرافن 
Tξ نشان داده شده‌اند، طبق روابط زیر  Lξ و  که در روابط فوق با 

ارائه می‌شوند ]38[:

2 GPL
L

GPL

a
t

ξ
 

=  
 

�)11(

2 GPL
T

GPL

b
t

ξ
 

=  
 

�)12(

GPLt به ترتیب، طول، عرض و  GPLb و   ، GPLa که در این روابط 
ضخامت صفحات گرافن می‌باشند. بر اساس قانون مخلوط‌ها1، چگالی 

1 Rule of mixtures

 
 گاه ساده در دو انتها.تکیه: مدل فیزیکی لوله حامل سیال پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن با 2شکل 

Fig. 2. Physical model of simply-supported polymer pipe conveying fluid reinforced by graphene platelets. 

  

شکل 2. مدل فیزیکی لوله حامل سیال پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن با تکیه‌گاه ساده در دو انتها.
Fig. 2. Physical model of simply-supported polymer pipe conveying fluid reinforced by graphene platelets.

لوله در راستای شعاعی نیز با رابطه زیر به دست می‌آید ]37[:

( ) ( ) ( )GPL GPL m mk V k V kρ ρ ρ= + �)13(

) نشان‌دهنده کسر حجمی زمینه در لایه  )mV k که در این رابطه 
ام بوده و با رابطه زیر تعیین می‌گردد ]37[: k

( ) 1 ( )m GPLV k V k= − �)14(

3- معادلات حاکم 
یک لوله یکنواخت پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن حامل 
L و با تکیه‌گاه ساده در دو انتها مطابق با شکل 2 در  سیال با طول

نظر بگیرید.
ir شعاع داخلی  Γ سرعت سیال داخل لوله،  با توجه به شکل 2،
or شعاع خارجی لوله می‌باشند. با در نظر گرفتن مدل تیر اویلر- و 

کرنش  میدان  اعمال  و  لوله  برای  بزرگ  شکل‌های  تغییر  و  برنولی 
غیرخطی ون-کارمن، مولفه‌ی طولی کرنش )تنها مؤلفه غیر صفر( به 

صورت زیر به دست می‌آید ]19[:

22

2

1
2xx

u w wz
x x x

ε ∂ ∂ ∂ = − +  ∂ ∂ ∂ 
�)15(

با فرض رفتار الاستیک برای لوله، رابطه تنش-کرنش به صورت 
زیر ارائه می‌گردد ]22[:
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( ) xxE kσ ε= �)16(

با  مطابق  همیلتون  اصل  از  حاکم  معادلات  استخراج  منظور  به 
رابطه زیر استفاده می‌شود ]22[:

( )
2

1

0
t

t

T U dtδ δ− =∫ �)17(

Uبه ترتیب نشان‌دهنده‌ انرژی جنبشی کل  T و   در رابطه‌ی فوق
و انرژی کرنشی کل لوله حامل سیال می‌باشند که بر اساس روابط زیر 

بیان می‌گردند ]19[:

2 2

2 2
0 0

1 1
2 2

L L

p f

u u u
t t x

T m dx m dx
w w w
t t x

Γ Γ

Γ

   ∂ ∂ ∂   + +      ∂ ∂ ∂      = +   ∂ ∂ ∂      + + +   ∂ ∂ ∂         

∫ ∫ �)18(

( ) ( )

2

0
0

22 22
* *

2
0 0

1 12
2 2

1 1
2 2

L

L L

u wU P dx
x x

w u wEI dx EA dx
x x x

 ∂ ∂   = + +    ∂ ∂     

  ∂ ∂ ∂ + +    ∂ ∂ ∂     

∫

∫ ∫
)19(

fm به ترتیب جرم در واحد طول لوله و  pm و  در معادله )18(، 
سیال می‌باشند که با روابط زیر بیان می‌گردند ]19[:

( )p
A

m k dAρ= ∫ �)20(

f f fm Aρ= �)21(

مقطع سیال  نیز سطح   fA و  fρ چگالی سیال  بالا  رابطه  در 
P0 کشش محوری اولیه  عبوری از داخل لوله است. در معادله )19(، 
سفتی  بیانگر  ترتیب  به  که   ( )*EI و   ( )*EA متغیرهای  و  بوده 

کششی و خمشی می‌باشند، به صورت زیر محاسبه می‌شوند ]22[:

( )
2

*

0

( )
o

i

r

r

EA E k rdrd
π

θ= ∫ ∫ �)22(

( )
2

* 3 2

0

( ) sin
o

i

r

r

EI E k r drd
π

θ θ= ∫ ∫ �)23(

به جز  انتگرال‌گیری جز  و   )19( تا   )17( معادلات  از  استفاده  با 
معادلات حاکم به صورت زیر به دست می‌آیند:

( )

2 2 2 2
2

2 2 2

2
* 0

2

1 0
2

f p
u u u um m

t x t x t

Pu wEA
x x x x

Γ Γ
   ∂ ∂ ∂ ∂

+ + +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
  ∂∂ ∂ ∂ − + − =  ∂ ∂ ∂ ∂   

�)24(

( )

( )

2 2

2 42 *
2 42

2
2

2
*

0

2

1 0
2

f p

w w
w wt x tm m EI

t xw
x

w u wEA P
x x x x

Γ

Γ

 ∂ ∂
+   ∂ ∂∂ ∂ ∂  + + ∂ ∂ ∂  + ∂ 

   ∂ ∂ ∂ ∂  − + + =    ∂ ∂ ∂ ∂       

�)25(

و شرایط مرزی مربوطه نیز عبارتند از:

( )
2

1

2
*

2

0

0
Lt

t

w wEI dt
x x

δ
 ∂ ∂  =  ∂ ∂   
∫ �)26(

( )
2

1

*2 2

2

0

| 0
01

2

t

f
t

u um EA
t x L

dt u
u w P
x x

Γ Γ Γ

δ

  ∂ ∂ + + −   ∂ ∂   
=  

 ∂ ∂   + −    ∂ ∂     

∫

�)27(
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( )

( )

2

1

3
*2

3

2
*

0

| 0
01

2

ft

t

w w wm EI
t x x L

dt w
u w w wEA P
x x x x

Γ Γ

δ

  ∂ ∂ ∂ + +   ∂ ∂ ∂    =   ∂ ∂ ∂ ∂   − + −   ∂ ∂ ∂ ∂      

∫ �)28(

با در نظر گرفتن حرکت عرضی و کشش محدود1 معادلات حاکم 
)24( و )25( به معادله‌ی زیر خلاصه می‌شوند:

( )

( )

( )

2 2

2

2 4
*2

2 4

* 22 2

0 2 2
0

2

0
2

f p f

f

L

w wm m m
t x t

w wm EI
x x

EAw w wP dx
x L x x

Γ

Γ

 ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ ∂
+ +

∂ ∂

   ∂ ∂ ∂ − − =     ∂ ∂ ∂    
∫

�)29(

معادله فوق معادله غیرخطی حاکم بر ارتعاشات عرضی لوله حامل 
سیال مورد نظر در این مطالعه می‌باشد.

4- ارتعاشات غیرخطی لوله پلیمری حامل سیال مدرج تابعی 
تقویت شده با صفحات گرافن

در این قسمت از تحقیق، در ابتدا معادله حاکم با استفاده از روش 
با  و سپس  تبدیل شده  معمولی  دیفرانسیل  معادله  به یک  گالرکین 

روش آنالیز هوموتوپی حل می‌گردد. 

4-1- روش گالرکین
آمده  دست  به  حاکم  معادله  در  متغیرها  جداسازی  منظور  به    
در قسمت قبل، از روش گالرکین استفاده می‌شود. با در نظر گرفتن 
روش گالرکین مرتبه اول، جابجایی عرضی لوله به صورت زیر فرض 

می‌گردد ]19[:

( ), ( ) ( )w x t x tφ ξ= �)30(

مرتبه  مود  شکل    ( )xφ و بی‌بعد  دامنه   ( )tξ بالا،  رابطه  در 
1 Limited stretching

( ) sin xx
L
πφ  =  
 

گرفتن   نظر  در  با  می‌باشند.  پلیمری  لوله  اول 
ارضا می‌کند( و جایگزین کردن معادله  را  )که شرایط مرزی مسئله 
)30( در معادله )29( و دنبال کردن روش گالرکین، معادله دیفرانسیل 

معمولی حاکم بر لوله به صورت زیر به دست می‌آید:

( ) ( )

( )

( )

4 2
* 2

2 0

2

4
*

3

( )

( ) ( ) 0
4

f

f p

f p

EI P m
d t L L

dt m m

EA
Lt t

m m

π πΓ
ξ

π

ξ ξ

    + −    
    +

 +
 
 

  
  

  + =
 +
 
 

�)31(

شرایط اولیه به صورت زیر در نظر گرفته می‌شوند:

(0)

(0) 0

a
d
dt

ξ

ξ

=

=
�)32(

نظر  مورد  لوله  اولیه  دامنه  نشان‌دهنده   a پارامتر بالا  رابطه  در 
می‌باشد.

4-2- روش آنالیز هوموتوپی
معادلات  حل  برای  تحلیلی  روش  یک  هوموتوپی  آنالیز  روش 
غیرخطی اعم از معادلات با شدت غیرخطی ضعیف و قوی می‌باشد 
این  ارائه گردید. در  لیائو ]39[ در سال 1992  توسط  بار  اولین  که 
روش، معادله دیفرانسیل غیرخطی به کمک یک پارامتر کمکی q )با 
دیفرانسیل  معادله  بینهایت  تعداد  به  تا یک(  تغییرات صفر  محدوده 
خطی تبدیل می‌شود. با افزایش q از صفر به یک، حل از حدس اولیه 
به حل دقیق تغییر می‌کند. در این تحقیق از روش آنالیز هوموتوپی 
)معادله  قبل  قسمت  در  آمده  دست  به  غیرخطی  معادله  حل  برای 
تغییر  ابتدا  در  روش  این  اعمال  منظور  به  می‌شود.  استفاده   ))31(

متغیرهای زیر را اعمال می‌کنیم ]40[:
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( ) ( )
t

t
τ ω
ξ η τ
=
=

�)33(

نتیجه   )32( و   )31( معادلات  در   )33( معادله  کردن  جایگزین 
می‌دهد:

( ) ( ) ( )
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تابع هموتوپی به صورت زیر در نظر گرفته می‌شود ]40[:

( ) ( ) ( )
( )
( )

( ) ( )

*

*

0

, , , , 1

,
,

H q q h q L

q
qh N q

φ τ τ

φ τ
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η τ

= −  
 

−     −  

ħ

ħ
�)36(

کمکی  تابع  و  پارامتر  ترتیب  به   ( )τħ و   h رابطه  این  در 
 ( )η τ0 N* به ترتیب عملگرهای خطی و غیرخطی،  L* و  غیرصفر، 
تابع مجهول بوده که بسط تیلور آن برای  ( ),qφ τ حدس اولیه حل و 

q به صورت زیر می‌باشد ]40[: 

( ) ( ) ( )0
1

, m
m

m

q qφ τ η τ η τ
∞

=

= +∑ �)37(

که در این رابطه

( ) ( ),1
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q
qm q

φ τ
η τ

∂
=

=∂
│ �)38(

با توجه به معادله )34( عملگرهای خطی و غیرخطی به صورت 
زیر در نظر گرفته می‌شوند:
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�)40(

دادن  قرار  صفر  برابر  از  صفر  مرتبه  هموتوپی  تابع 
) در معادله )36( به صورت زیر حاصل  ) ( ), , , ,H q q hφ τ τ  ħ

می‌شود:
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شرایط اولیه مربوطه عبارتند از:
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به  می‌کند،  ارضاء  را   )42( معادله  اولیه  شرایط  که  اولیه  حدس 
صورت زیر در نظر گرفته می‌شود:

( ) ( )0 acosη τ τ= �)43(

به  نسبت  معادله )41(  از مشتق‌گیری  اول  مرتبه  تابع هموتوپی 
q برابر با صفر در آن رابطه به صورت  q و سپس جایگذاری  پارامتر 

زیر حاصل می‌شود:

( ) ( ) ( )* *
1 ,

0
L h N q

q
η τ τ φ τ=       =

ħ │ �)44(

 و شرایط اولیه مربوطه عبارتند از:
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جایگذاری معادلات )39(، )40( و )43( در معادله )44( و نهایتاً 
حل آن به کمک شرایط اولیه )45(، رابطه زیر را نتیجه می‌دهد:
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 sinτ τ  عبارت فوق شامل مؤلفه‌ افزایش یابنده نسبت به زمان 1 
مؤلفه‌  دادن ضریب  قرار  برابر صفر  از  گردد،  بایستی حذف  که  بوده 
و  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  اولین  زمان،  به  نسبت  یابنده  افزایش 

) به صورت زیر به دست می‌آیند: )η τ1
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از معادلات )43( و )48(،  استفاده  با  و  به معادله )37(  با توجه 
تقریب مرتبه اول پاسخ به صورت زیر به دست می‌آید:
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با جایگزنی معادله )33( در )49(، نتیجه می‌شود:

1 Secular term
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ارتعاشات  پاسخ زمانی  اول  تقریب مرتبه  رابطه فوق نشان‌دهنده 

لوله حامل سیال مورد نظر می‌باشد. 

5- نتایج
به منظور اعتبارسنجی نتایج به دست آمده، در ابتدا لوله حامل 
سیال به صورت یکنواخت و از یک جنس واحد ) کسر حجمی صفحات 
تقویت‌کننده گرافن برابر با صفر در نظر گرفته می‌شود( و با مشخصات 
فیزیکی یکسان با مرجع ]19[ در نظر گرفته شده و فرکانس غیرخطی 

 
 .  [19]: مقایسه تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی بر حسب دامنه اولیه لوله حامل سیال با نتایج مرجع 3شکل 

Fig. 3. Comparison of the variation of the first nonlinear natural frequency in terms of the initial amplitude 
of the pipe conveying fluid with the results of reference ]19[.  

  

شکل 3. مقایسه تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی بر حسب دامنه اولیه لوله حامل سیال با نتایج مرجع ]19[. 
Fig. 3. Comparison of the variation of the first nonlinear natural frequency in terms of the initial amplitude of the pipe 

conveying fluid with the results of reference [19]. 
 

 
 .  [ 19]: مقایسه پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال با نتایج مرجع 4شکل 

Fig. 4. Comparison of the time response of vibration of pipe conveying fluid with the results of reference ]19[. 

  

شکل 4. مقایسه پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال با نتایج مرجع ]19[. 
Fig. 4. Comparison of the time response of vibration of pipe conveying fluid with the results of reference [19].
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و پاسخ زمانی به دست آمده با نتایج مربوط به این مرجع مورد مقایسه 
قرار می‌گیرند. برای این منظور لوله حامل جریان از جنس آلومینیوم 
و پارامترهای هندسی و فیزیکی آن این‌گونه در نظر گرفته شده‌اند: 
 10 خارجی  شعاع  سانتی‌متر،   8 داخلی  شعاع   ، متر   10 لوله  طول 
مدول  مکعب،  متر  بر  کیلوگرم   2700 آلومینیوم  چگالی  سانتی‌متر، 
یانگ آلومینیوم 70 گیگاپاسکال، چگالی سیال عبوری از داخل لوله 

1000 کیلوگرم بر متر مکعب و سرعت سیال 100 متر بر ثانیه. 
در شکل‌های 3 و 4 با در نظر گرفتن لوله حامل سیال از جنس 
آلومینیوم بدون صفحات تقویت‌کننده گرافن، اولین فرکانس طبیعی 
غیرخطی و پاسخ زمانی ارتعاشات با نتایج مشابه در مرجع ]19[ مورد 

مقایسه قرار گرفته‌اند. با توجه به شکل‌های 3 و 4 ملاحظه می‌گردد 
دست  به  ارتعاشات  زمانی  پاسخ  و  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  اولین 

آمده در مطالعه حاضر تطابق خوبی با نتایج مرجع ]19[ دارند.
 در ادامه این مطالعه هدف بررسی تأثیر الگوهای مختلف توزیع 
زمانی  پاسخ  و  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  اولین  بر  گرافن  صفحات 
تقویت  مرکب  مواد  جنس  از  سیال  حامل  لوله  غیرخطی  ارتعاشات 
شده با صفحات گرافن می‌باشد. برای این منظور مشخصات هندسی 
و فیزیکی لوله و سیال عبوری از آن بر اساس مرجع ]19[ و مطابق با 

جدول 1 در نظر گرفته می‌شود.
تعداد 10 لایه‌  از  این تحقیق  لوله حامل سیال مورد مطالعه در 

 : مشخصات فیزیکی ماده زمینه و صفحات گرافن.2جدول 
Table 2: Physical properties of the matrix and graphene platelets. 

 
 مقدار علامت  پارامتر
N هاتعداد لایه  01 

mE مدول یانگ ماده زمینه )اپوکسی(  3 GPa  

m چگالی ماده زمینه )اپوکسی(  kg
m30011 

GPLE مدول یانگ صفحات گرافن  TPa  10/0   

GPL چگالی صفحات گرافن  kg
m35/0100 

GPLW کسر وزنی صفحات گرافن  3/1 % 

GPLa طول صفحات گرافن  μm 5/0 
GPLb عرض صفحات گرافن   0/5μm  

GPLt ضخامت صفحات گرافن  nm 5/0 
 

جدول 1. مشخصات هندسی و فیزیکی لوله و سیال عبوری از آن.
Table 1. Geometrical and physical properties of the pipe and conveying fluid.

 : مشخصات هندسی و فیزیکی لوله و سیال عبوری از آن.1جدول 
Table 1. Geometrical and physical properties of the pipe and conveying fluid. 

 
 مقدار علامت  پارامتر

L طول لوله   01 m  

ir شعاع داخلی  1/10 m  

or شعاع خارجی  m 0/1 
0P کشش محوری اولیه  N 01 - 

f چگالی سیال  kg
m30111 

  سرعت سیال  m
s

 011 
 
جدول 2. مشخصات فیزیکی ماده زمینه و صفحات گرافن.  

Table 2. Physical properties of the matrix and graphene platelets.
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پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن با ضخامت یکسان تشکیل شده 
و هر لایه به صورت ترکیبی از ماده زمینه اپوکسی و صفحات تقویت 
کننده گرافن می‌باشد؛ مشخصات مواد تشکیل‌دهنده لایه‌ها بر اساس 

مرجع ]25[، در جدول 2 ارائه گردیده است.
به منظور بررسی تأثیر الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن در 
جهت ضخامت لوله حامل سیال بر اولین فرکانس طبیعی غیرخطی 

ارتعاشات لوله، شکل 5 بر اساس رابطه )47( ارائه گردیده است.
طبیعی  فرکانس  اولین  می‌گردد  ملاحظه   5 شکل  به  توجه  با 
غیرخطی در تمامی الگوها با افزایش دامنه اولیه، افزایش یافته و این 
افزایش در مقادیر بزرگتر دامنه اولیه با شیب بیشتری رخ می‌دهد. از 
مقایسه فرکانس‌های غیرخطی الگوهای مختلف در این شکل نتیجه 
می‌شود تفاوت چندانی بین اولین فرکانس طبیعی غیرخطی الگوهای 

 
سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن بر   : اولین فرکانس طبیعی غیرخطی ارتعاشات لوله حامل5شکل 

 حسب دامنه اولیه برای الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن. 
Fig. 5. First nonlinear natural frequency of the vibration of pipe conveying fluid made of multilayer 

composite materials reinforced by graphene platelets in terms of initial amplitude for different graphene 
distribution patterns.   

  

شکل 5. اولین فرکانس طبیعی غیرخطی ارتعاشات لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن بر حسب دامنه اولیه 
برای الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن.

Fig. 5. First nonlinear natural frequency of the vibration of pipe conveying fluid made of multilayer composite 
materials reinforced by graphene platelets in terms of initial amplitude for different graphene distribution patterns.  

 
ارتعاشات لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات   : تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی 6شکل 

/الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن)گرافن بر حسب سرعت سیال برای  m=a 0 02 .) 
Fig. 6. The variation of the first nonlinear natural frequency of the vibration of pipe conveying fluid made 

of multilayer composite materials reinforced by graphene platelets in terms of fluid velocity for different 
).  . m= 0 02agraphene distribution patterns ( 

  

شکل 6. تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی ارتعاشات لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن بر حسب 
.) / m=a 0 02 سرعت سیال برای الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن)

Fig. 6. The variation of the first nonlinear natural frequency of the vibration of pipe conveying fluid made of multilayer 
composite materials reinforced by graphene platelets in terms of fluid velocity for different graphene distribution 

patterns ( . m= 0 02a ).  
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O  ،Uو  Xوجود نداشته، اما الگوی V نسبت به سه الگوی دیگر دارای 
مقادیر فرکانس غیرخطی بیشتری به ازای تمامی مقادیر دامنه اولیه 
بوده و علت آن این است که در الگوی V لایه‌های بیرونی لوله حامل 
سیال به میزان بیشتری توسط صفحات گرافن تقویت شده‌اند و این 
امر موجب افزایش بیشتر سختی لوله نسبت به سه الگوی دیگر شده 
الگوها  دیگر  به  نسبت  نیز  لوله  ارتعاشات  فرکانس  نتیجه  در  و  است 

بیشتر خواهد بود.
از جنس  سیال  حامل  لوله  غیرخطی  فرکانس  تغییرات   6 شکل 
مواد پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن را به ازای افزایش سرعت 
با   6 شکل  اساس  بر  می‌دهد.  گزارش  لوله،  داخل  از  عبوری  سیال 
تمامی  در  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  اولین  سیال،  سرعت  افزایش 
الگوهای توزیع صفحات گرافن کاهش یافته و این امر موجب میراتر 
 V شدن ارتعاشات لوله می‌گردد. نتایج این شکل نشان می‌دهد الگوی
نسبت به X ، الگوی X نسبت به O و الگوی O نسبت به U به ازای 
تمامی سرعت‌های سیال مورد بررسی، فرکانس غیرخطی بیشتری را 
پیش‌بینی می‌کنند. همچنین این شکل نشان می‌دهد نحوه تغییرات 
اولین فرکانس طبیعی غیرخطی با افزایش سرعت سیال عبوری برای 

تمامی الگوها مشابه بوده و هر چهار الگوی مورد بررسی در سرعت‌های 
بالاتر سیال شیب تندتری را برای کاهش فرکانس غیرخطی پیش‌بینی 

می‌کنند.
چگالی سیال عبوری از داخل لوله پارامتر مهم دیگری است که 
بر ارتعاشات سیستم و فرکانس غیرخطی آن تاثیرگذار است. شکل 7، 
تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی لوله حامل سیال از جنس 
مواد پلیمری تقویت شده با صفحات گرافن را با افزایش چگالی سیال 
مورد  گرافن  صفحات  توزیع  مختلف  الگوهای  برای  لوله  از  عبوری 

مطالعه قرار می‌دهد. 
همان‌گونه که در شکل 7 مشخص است با افزایش چگالی سیال، 
اولین فرکانس طبیعی غیرخطی پیش‌بینی شده توسط هر چهار الگو 
کاهش می‌یابد و این کاهش برای مقادیر بزرگتر چگالی سیال، با شیب 
الگوی  سه  می‌دهد  نشان  همچنین  شکل  این  می‌دهد.  رخ  کمتری 
توزیع O ،U و X مقدار فرکانس غیرخطی تقریباً یکسانی را به ازای 
مقادیر مختلف چگالی سیال پیش‌بینی می‌کنند و تفاوت چندانی بین 
این سه الگو مشاهده نمی‌شود، در حالی که برای تمام مقادیر چگالی 
سیال مورد بررسی، الگوی V اولین فرکانس طبیعی غیرخطی بالاتری 
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شکل 7. تغییرات اولین فرکانس طبیعی غیرخطی ارتعاشات لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن بر حسب 
.) / m=a 0 02 چگالی سیال برای الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن)

Fig. 7. The variation of the first nonlinear natural frequency of the vibration of pipe conveying fluid made of multilayer 
composite materials reinforced by graphene platelets in terms of fluid density for different graphene distribution 

patterns ( . m= 0 02a ).
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را نسبت به سه الگوی دیگر پیش‌بینی می‌کند.
فرکانس  اولین  بر  ملاحظه‌ای  قابل  تأثیر  سیال  حامل  لوله  طول 
طبیعی غیرخطی ارتعاشات آن دارد از این رو تأثیر تغییر طول لوله 
الگوی  چهار  برای  آن  ارتعاشات  غیرخطی  فرکانس  بر  جریان  حامل 
گرفته  قرار  بررسی  مورد   8 در شکل  گرافن  توزیع صفحات  مختلف 

است.

کوتاه‌تری  طول  لوله  هرچه  می‌شود  نتیجه   8 شکل  به  توجه  با 
با  و  بوده  بیشتر  آن  غیرخطی  طبیعی  فرکانس  اولین  باشد  داشته 
افزایش طول لوله، فرکانس غیرخطی در ابتدا با شیب تندتر و در ادامه 
طول‌های  در  است  ذکر  به  لازم  می‌یابد.  کاهش  ملایم‌تری  شیب  با 
را  بیشتری  غیرخطی  فرکانس   V الگوی  لوله،  متر   12 از  کوچکتر 
از 12  بالاتر  برای طول‌های  و  نشان داده  الگوی دیگر  به سه  نسبت 
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شکل 8. بررسی تأثیر تغییر طول لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن بر اولین فرکانس طبیعی غیرخطی 
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Fig. 8. The effects of the length of the pipe conveying fluid made of multilayer composite materials reinforced by 
graphene platelets on the first nonlinear natural frequency of the vibration for different graphene distribution patterns 

( . m= 0 02a ).
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Fig. 9. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of 

multilayer composite materials reinforced by graphene platelets predicted by different graphene distribution 
patterns. 

  

شکل 9. مقایسه پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن پیش‌بینی شده توسط 
الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن.

Fig. 9. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of multilayer composite 
materials reinforced by graphene platelets predicted by different graphene distribution patterns.
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بر هم منطبق شده و  متر، چهار الگوی توزیع صفحات گرافن تقریباً 
اولین فرکانس طبیعی غیرخطی یکسانی را به ازای تغییرات طول لوله 

گزارش می‌کنند.
شکل 9 پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال از جنس 
مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن را نشان می‌دهد. بر 
اساس این شکل پاسخ زمانی پیش‌بینی شده توسط سه الگوی توزیع 
O ،U و X اختلاف اندکی با هم دارند در صورتی که نتایج مربوط به 
الگوی V نشان‌دهنده فرکانس ارتعاشات بیشتر نسبت به سه الگوی 
زمان  هر چه  و  می‌باشد  نیز  قبلی  نتایج  کننده  تأیید  که  بوده  دیگر 
بیشتر می‌شود اختلاف بین نمودار ارائه شده توسط الگوی V با دیگر 

الگوها افزایش می‌یابد. 
در شکل 10 مقایسه‌ای بین پاسخ‌های زمانی ارتعاشات غیرخطی 
لوله حامل سیال با کسر وزنی‌های مختلف صفحات گرافن برای الگوی 
کاهش  پیداست  شکل  از  که  همانگونه  است.  شده  انجام   V توزیع 
کسر وزنی گرافن )کاهش میزان تقویت لوله( موجب کاهش فرکانس 

ارتعاشات می‌شود که این امر از نظر فیزیکی هم قابل پیش‌بینی بود.
 

6- نتیجه‌گیری
در این تحقیق حل تحلیلی ارتعاشات غیرخطی لوله‌ای حامل سیال 
با تکیه‌گاه ساده در دو انتها مورد بررسی قرار گرفته است که از چندین 

با صفحات گرافن تشکیل  پلیمری تقویت شده  از مواد  لایه متشکل 
راستای  در  گرافن  صفحات  توزیع  مختلف  الگوی  چهار  است.  شده 
ضخامت لوله مطالعه شده و تأثیر تغییر دامنه اولیه، طول لوله، سرعت 
و چگالی سیال بر اولین فرکانس طبیعی غیرخطی سیستم در چهار 
الگوی توزیع صفحات تقویت کننده گرافن مورد مقایسه قرار گرفته 

است. برخی از نتایج قابل توجه این تحقیق عبارتند از:
الف: افزایش دامنه اولیه، اولین فرکانس طبیعی غیرخطی ارتعاشات 
را افزایش داده و الگوی توزیع صفحات گرافن V نسبت به سه الگوی 
توزیع O ،U و X مقدار اولین فرکانس طبیعی غیرخطی بیشتری را 

پیش‌بینی می‌کند.
اولین فرکانس  لوله، سرعت و چگالی سیال،  افزایش طول  با  ب: 
طبیعی غیرخطی ارتعاشات برای تمامی الگوهای توزیع مورد بررسی 

کاهش می‌یابد.
پ: الگوهای مختلف توزیع صفحات گرافن اولین فرکانس طبیعی 
سیال  حامل  لوله  طول  افزایش  ازای  به  را  یکسانی  تقریباً  غیرخطی 

نشان می‌دهند.
 

7-پیوست
با در نظر گرفتن حرکت عرضی و کشش محدود، رابطه‌ی )24( به 

رابطه زیر خلاصه می‌شود:

 
: مقایسه پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن 10شکل 

 (. 𝑽𝑽های مختلف صفحات گرافن )الگوی  برای کسر وزنی 
Fig. 10. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of 

multilayer composite materials reinforced by graphene platelets for the different graphene weight fractions 
(pattern V). 

 

شکل 10. مقایسه پاسخ زمانی ارتعاشات غیرخطی لوله حامل سیال ساخته شده از مواد مرکب چندلایه تقویت شده با صفحات گرافن برای کسر وزنی‌های 
.)V مختلف صفحات گرافن )الگوی 

Fig. 10. Comparison of the time response of the nonlinear vibration of pipe conveying fluid made of multilayer 
composite materials reinforced by graphene platelets for the different graphene weight fractions (pattern V).
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