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ABSTRACT: The theory of continuum damage mechanics with a phenomenological approach is able 
to simulate phenomena such as soft strain, local necking of materials, and their failure. Stress triaxiality 
is defined as the stress state in a material that strongly affects the ductile failure phenomena. In this study, 
two damage models, Ganjiani and Bonora, are chosen to simulate and compare the elastoplastic behavior 
as well as damage evolution of some metals. These damage models are sensitive to the stress triaxiality. 
In order to validate the capability of the models in structural response, the proposed model has been 
implemented into user-defined subroutines VUMAT in the finite element program ABAQUS/Explicit. 
For this purpose, the explicit stress integration algorithms of the model have been explained. The 
model has been validated by comparing the predicted results with experimental data. The simulations 
are performed for steel 1045, aluminum 2024-T351, and steel HY130. The details of the integration 
algorithm in the framework of the explicit scheme are presented. Also, the model is developed in the large 
strain deformation. For the determination of the constants in the models, the stress-strain, the damage-
strain, and the fracture strain-triaxiality curves are used. The predicted curves of load-displacement from 
simulation have good agreement with corresponding experimental data. 
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1. INTRODUCTION
Continuum Damage Mechanics (CDM) as a 

phenomenological approach is widely used in a coupled 
or uncoupled scheme to join the (visco) plasticity theory 
to simulate well the strain softening, damage localization, 
and fracture phenomena in materials, [for example [1, 2-4]. 
Experimental evidence has shown the key factor of stress 
triaxiality, which replies the mean stress, on fracture strain. 
Besides that, the stress triaxiality has been found to be not the 
single factor to affect the ductile damage evolution, especially 
under shear loading conditions. In order to consider the effect 
of shear loading on the ductile fracture, another key factor 
as the Lode angle parameter was proposed. This parameter 
is actually related to the third deviatoric stress invariant 3J
. Many ductile fracture models have been proposed in the 
literature, which used the definition of damage to predict 
fracture strain [4-10]. The original Gurson–Tvergaard–
Needleman (GTN) model [11, 12] predicts no damage change 
with strain under zero stress triaxiality except when voids 
are nucleated. On the other hand, this model has limitations 
which ignore the fracture mechanism due to shear. Therefore, 
many authors attempt to modify the limitations of this model. 

In this study, two damage models, Ganjiani and Bonora, 
are chosen to simulate and compare the elastoplastic behavior 
as well as damage evolution of some metals. The simulations 

are performed for steel 1045, aluminum 2024-T351, and 
steel HY130. The details of the integration algorithm in the 
framework of the explicit scheme are presented.

2. METHODOLOGY
The stress triaxiality 
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+
= + −

+          
    

(

1) 
where  is the equivalent plastic and the parameters 

, ,  and  are material constants and the 

superscript “ ” refers to the reference test which is 
used to identify the parameters involved in the model. 

 is the plastic hardening which is selected as 

+   . 

2.2. Bonora model 

The model of Bonora can be presented as follows: 

−= − −
   

  
    

 (2) 

In which The ( ) ( )= + + −  is the 

function that accounts for stress triaxiality effects. , 

, ,  are constants.  is thresholds strain and 

 is the fracture strain at the uniaxial tension test. 

3. Results and Discussion  

The simulations are performed for steel 1045, aluminum 
2024-T351, and steel HY130. The material properties 
are calibrated. The tension test is simulated for steel 
1045 and aluminum 2024-T351, and the three-point 
bending test is simulated for steel HY130. The force-
displacement of these simulations is presented in Figs. 1 
to 3.  

 
Fig. 1. The comparison of force-displacement 
between simulation and the result of Ref. [34] for 
steel 1045. 

 
Fig. 2. The comparison of force-displacement 
between simulation and the result of Ref. [44] for 
aluminum 2024-T351 
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used to identify the parameters involved in the model. 

 is the plastic hardening which is selected as 

+   . 

2.2. Bonora model 

The model of Bonora can be presented as follows: 

−= − −
   

  
    

 (2) 

In which The ( ) ( )= + + −  is the 

function that accounts for stress triaxiality effects. , 

, ,  are constants.  is thresholds strain and 

 is the fracture strain at the uniaxial tension test. 

3. Results and Discussion  

The simulations are performed for steel 1045, aluminum 
2024-T351, and steel HY130. The material properties 
are calibrated. The tension test is simulated for steel 
1045 and aluminum 2024-T351, and the three-point 
bending test is simulated for steel HY130. The force-
displacement of these simulations is presented in Figs. 1 
to 3.  

 
Fig. 1. The comparison of force-displacement 
between simulation and the result of Ref. [34] for 
steel 1045. 

 
Fig. 2. The comparison of force-displacement 
between simulation and the result of Ref. [44] for 
aluminum 2024-T351 

 is the fracture 
strain at the uniaxial tension test.

3. RESULTS AND DISCUSSION 
The simulations are performed for steel 1045, aluminum 

2024-T351, and steel HY130. The material properties are 
calibrated. The tension test is simulated for steel 1045 and 
aluminum 2024-T351, and the three-point bending test is 
simulated for steel HY130. The force-displacement of these 
simulations is presented in Figs. 1 to 3. 

The finite element analysis is carried out to show the 
capability of the model at a structural scale. As indicated in 
these figures, the predicted results have good agreement

4. CONCLUSIONS
In this paper, a fracture model has been presented in the 

framework of Continuum Damage Mechanics. Two damage 
models, Ganjiani and Bonora, are chosen to simulate. The 
simulations are performed for steel 1045, aluminum 2024-
T351, and steel HY130. The details of the integration 
algorithm in the framework of the explicit scheme are 
presented. The cures of load-displacement from simulation 
have good agreement with corresponding experiment ones
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شبیه‌سازی عددی رفتار الاستوپلاستیک و رشد آسیب فلزات در تنش‌های سه‌محوری مختلف

مهدی انصاری، سیدمهدی گنجیانی*، امین لـله‌گانی دزکی
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خلاصه: نظریه مکانیک آسیب محیط‌های پیوسته با رویکردی پدیدار شناختی در پیش‌بینی پدیده‌ی شکست مواد به 
کارگرفته می‌‌شود. از آ‌ن‌جایی که هر ماده رفتار مخصوص به خود را دارد، یافتن نحوه رفتار آسیب فلزات پرکاربرد اهمیت 
از  فلز  برای تحلیل رفتار الاستوپلاستیک ‌آسیب چند  بونورا،  این تحقیق دو مدل آسیب گنجیانی و  ویژه‌ای دارد. در 
کدنویسی در نرم‌افزار آباکوس، انجام شبیه‌سازی و مقایسه با داده‌های تجربی موجود در منابع، استفاده شده است. جزئيات 
انتگرال‌گيري صريح و الگوريتم حل ارائه شده است. همچنین، به دلیل اینکه کرنش‌ها در محدوده تغییرشکل‌های بزرگ 
بوده‌اند، روابط مربوط به تغییرشکل‌های بزرگ استفاده شده ‌است. در یافتن ثوابت مدل‌ها از نمودارهای تنش-کرنش، 
آسیب-کرنش و کرنش شکست-تنش سه‌محوری استفاده شده است. پس از انجام شبیه‌سازی به کمک نمودار نیرو-

جابه‌جایی که تطابق خوبی با نمودار تجربی برای هر فلز داشته‌اند، صحت عملکرد تأیید شده است. در حالت کلی ثوابت 
طی یک فرایند آزمون و خطا طوری مشخص گردیدند که برازش منحنی بهینه انجام گرفته باشد. فلزات مورد بررسی فولاد 
1045، آلومینیوم 2024-تي‌351 و فولاد اچ‌واي 130 بودند. برای دو فلز اول آزمون کشش ساده و برای فولاد اچ‌واي 130 
آزمون خمش سه نقطه‌ای شبیه‌سازی شده است و نمودار نیرو-جابه‌جایی حاصل با نمودار تجربی نظیر مقایسه شده است. 
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1. مقدمه
نمود:  تقسیم  دسته  سه  به  می‌توان  را  مواد  شکست  معیارهاي 
1- شکست ناگهانی 2- پلاستیسیته‌ی متخلخل 3- مکانیک آسیب 
تحلیل  برای  از روش سوم  پژوهش  این  در   .]1[ پیوسته  محیط‌های 
آسیب فلزات فولاد 1045، آلومینیوم 2024-تي‌ 3511و فولاد اچ‌واي 
پیوسته،  محیط‌های  آسیب  مکانیک  در  است.  شده  استفاده   1302

ریزترک‌ها  تأثیر  تا  یا چند متغیر داخلی آسیب معرفی می‌شود  یک 
الاستیک  خواص  مانند  مواد  تخریب خصوصیات  در  را  ریزحفره‌ها  و 
از  یکی   .]2[ دهد  نشان  مؤثر  تنش  تعریف  طریق  از  تسلیم  تنش  و 
در  پیوسته  محیط‌های  آسیب  مکانیک  ویژگی‌های  توجه‌ترین  جالب 
است  شکست  کرنش  روی  بر   3 سه‌محوری  تنش  تأثیر  گرفتن  نظر 

1  Al 2024-T351
2  HY130
3  Stress triaxiality

آسیب4،  کرنشی  انرژی  چگالی  رهایش  نرخ  تعریف  از  مستقیماً  که 
از همین رو، رابطه  نیاز به فرضیات بیشتر پیش‌بینی می‌شود.  بدون 
کرنش شکست به عنوان تابعی از تنش سه‌محوری برای فرآیندهای 
اگرچه  آید.  به‌دست  مستقیم  طور  به  می‌تواند  تناسبی،  بارگذاری  با 
بیان ریاضی آن ممکن است بستگی به نوع تابع پتانسیل مدل آسیب 
داشته باشد ]3[. چاندراکانت و پندی ]4[ یک مدل مکانیک آسیب 
آن  در  که  داده‌اند  ارائه  کم‌کربن  فولادهای  برای  پیوسته  محیط‌های 
رابطه تکامل آسیب با کرنش پلاستیک نمایی است. بونورا ]5[ بیان 
اصلی تابع پتانسیل آسیب پیشنهاد شده توسط لمتر را تغییر داد، به 
طوری که اجازه می‌دهد عبارات مختلفی برای معادله نرخ آسیب به 
طور مداوم با تکامل میزان حفره‌ها در یک ماتریس شکل‌پذیر به‌دست 
آید. به این ترتیب، بونورا اثر تنش سه‌محوری را بر تکامل آسیب در 

مواد مختلف بررسی کرد. 

4  Strain energy release rate
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رفتار  مدل‌سازی  برای  نرم  معیار شکست  یک   ]6-10[ هو  و  لو 
شکست ورق‌های فلزی برای هسته‌سازی، رشد و انعقاد برشی حفره‌ها 
در هنگام تغییرشکل پلاستیک ارائه دادند. در مدل آن‌ها، هسته‌سازی 
حفره‌ها  رشد  معادل،  پلاستیک  کرنش  از  تابعی  عنوان  به  حفره‌ها 
تابعی از تنش سه‌محوری و انعقاد حفره‌ها توسط تنش برشی حداکثر 
کنترل می‌شود که معیار آنها برای مدل‌سازی شکست در فرایندهای 
و  ژانگ  است.  موهر-کلمب  مدل  از  مناسب‌تر  فلزات  شکل‌دهی 
همکاران ]11[ آزمایشاتی را بر روی برخی از نمونه‌ها با جهت گیری 
در  متفاوت  سه‌محوری  تنش‌های  دارای  که  داد  انجام  مواد  مختلف 
نقاط شکست هستند. آن‌ها از تابع تسلیم ناهمسانگرد دراکر با قانون 
-6016 آلومينيوم  عملکرد  توصیف  برای  همسانگرد  سخت‌شوندگی 

تي4 استفاده کردند. آن‌ها از مدل آسیب لو و همکاران برای مشخص 
کردن ناحیه شکست ورق‌های آلومينيوم 6016-تي4 استفاده کردند. 
در  تجربی  داده‌های  که  دادند  نشان  نیز   ]12[ ویرزبیکی  و  بائو 
شکست آلومینیوم 2024-تي351، برای حالت‌های مختلف تنش، در 
دو شاخه مجزا از منحنی تنش سه‌محوری برحسب شکل‌پذیری قرار 
در  قابلیت شکستگی  فالسکوگ ]13[ همچنین  و  بارسوم  می‌گیرند. 
با  فولادهای  در  را  است  غالب  برش  که  پایین  تنش‌های سه‌محوری 
مقاومت متوسط و مقاومت بالا در شرایط بارگذاری ترکیبی کششی 
پیچشی گزارش کردند. این نتایج نشان می‌دهد که تنش سه‌محوری 
به تنهایی برای توصیف تأثیر وضعیت تنش چندمحوره بر شکل‌پذیری 
تانسور  تغییرناپذیر  سومین  که  می‌کند  تاکید  و  نیست،  کافی  مواد 
تنش نیز تأثیر دارد. برونیگ و همکاران ]14[ با ترکیب نتایج روش 
و  تنش  اساس  بر  آسیبی  معیار  تجربی،  داده‌های  و  محدود1  اجزاء 
و  ژو  کردند.  ارائه  لود  پارامتر  و  تنش سه‌محوری  از  تابعی  عنوان  به 
اینگلهارت ]15[ یک معیار شکستگی اصلاح‌شده بر اساس دو معیار 
شکستگی موجود، مدل رایس و تریسی ]16[ و حداکثر تنش برشی 
اصلاح‌شده، پیشنهاد داده است. یو و همکاران ]17[ یک مدل آسیب 
ویسکوپلاستیک وابسته به تنش سه‌محوری و شامل اثر زاویه لود2، که 
بدون  تنش-کرنش  منحنی  آسیب،  بر  تنش سه‌محوری  تأثیر  آن  در 
آسیب و ویسکوپلاستیسیته در نظر گرفته شده، پیشنهاد کردند و با 
انجام آزمون کشش ساده بر روی نمونه‌های گرد صاف و دارای بریدگی 

با روش ترکیبی عددی-تجربی، پارامترهای مدل را تعیین نمودند.

1  Finite element method
2  Lode angle

برخی مدل‌های اصلاح‌شده نیز هستند که مدل‌سازی شکست را با 
دخیل کردن اثرات تنش سه‌محوری و زاویه لود بهبود داده‌اند. به عنوان 
مثال بای و ویرزبیکی ]18 و 19[ مدل موهر-کلمب را به عنوان ناحیه 
شکستگی نامتقارن سه‌بعدی، در فضای کرنش شکست معادل، تنش 
سه‌محوری و پارامتر زاویه لود گسترش دادند که نتایج آن قابل‌قبول‌تر 
با تغییر یک  است. مالچر و مامیدا ]20[، مدل آسیب لمتر ]21[ را 
و  سه‌محوری  تنش  از  تابعی  به  بود،  ثابت  ابتدا  در  که  مدل  پارامتر 
پارامتر زاویه لود اصلاح کردند. در برخی تحقیقات، یک مدل شناخته 
شده به صورت آزمایشی یا تحلیل‌های عددی صحت‌سنجی می‌گردد. 
آیادا  معروف  معیار  اصلاح  طریق  از   ]22[ فو  و  لیو  مثال  عنوان  به 
]23[، معیار شکستگی نرم جدیدی ایجاد کردند به طوری که می‌توان 
و  کائو  کرد.  پیش‌بینی  بارگذاری  مختلف  شرایط  در  را  نرم  شکست 
لود  زاویه  اثر  گرفتن  درنظر  برای  را  اولیه  لمتر  همکاران ]24[ مدل 
بهبود دادند. همچنین، بونورا و همکاران ]25[ تعریف جدیدی را برای 
پتانسیل اتلاف آسیب با وابستگی صریح به سومین تغییرناپذیر تنش 

انحرافی برای شکست برشی ارائه داده‌اند.
نويسندگان مختلفي  توسط  نيز  به مدل‌ها  راجع  و بحث  مقايسه 
انجام شده است. روزا و همکاران ]26[ پاسخ چهار مدل بر پایه مکانیک 
آسیب محیط‌های پیوسته را که شامل همبستگی بین ضریب تنش 
سه‌محوری و کرنش پلاستیک لگاریتمی است، تجزیه و تحلیل کرد. 
این قوانین همبستگی، که همچنین بر منحنی تنش حقیقی-کرنش 
حقیقی ماده تأثیرگذار می‌باشند، از داده‌های تجربی پردازش شده با 
استفاده از روش بریدگمن بدست آمده است. بای و ویرزبیکی ]27[ 
نیز در یک تحقیق توانستند شانزده مدل شکست بر پایه‌ی فیزیکی، 
پدیدارشناختی و تجربی را در فضای سه بعدی ارزیابی و کالیبره کنند.

که  نمودند  ارائه  آسیبی  مدل   ]29 و   28[ همکاران  و  گنجیانی 
در آن وابستگی آسیب بخوبی به تنش سه‌محوری و زاویه لود دیده 
می‌شود. این مدل بر پایه مکانیک آسیب تعمیم‌یافته است و همچنین 
پیش‌بینی  را  تنش  سه‌محوری  به  کرنش شکست  وابستگی  می‌تواند 

کند.
در این تحقیق رفتار شکست مواد بر اساس دو مدل گنجیانی و بونورا 
)به عنوان یک مدل که به وفور در مقالات استفاده می‌شود( انتخاب 
و مقایسه شده است. با استفاده از روش انتگرال‌گیری عددی صریح 
و با به کارگیری معادلات مربوط به کرنش‌های محدود در چارچوب 
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کدنویسی ويي‌و‌مت1 در نرم‌افزار آباکوس، رشد آسیب سه فلز توسط 
آزمایشگاهی  نتایج  با  آمده  به‌دست  نتایج  و  شبیه‌سازی  مدل‌ها  این 
موجود در منابع مقایسه شده است. براین اساس ثابت‌های این مدل‌ها 
با استفاده از یک رویه استاندارد استخراج و کارایی آن‌ها در پیش‌بینی 

آسیب بررسی می‌شوند.

2. روش تحقیق
بونورا ]3[  و  از مدل‌های آسیب گنجیانی ]28[  این پژوهش  در 
برای شبیه‌سازی عددی رفتار سه فلز فولاد 1045، آلومینیوم 2024-

تي‌351 و فولاد اچ‌واي 130 استفاده شده است. قبل از معرفی مدل‌ها، 
 بر تنش 

 

3 
 

همکاران   و  بونورا  آسیبتعر  [25]همچنین،  اتلاف  پتانسیل  برای  را  جدیدی  تغییر  یف  سومین  به  صریح  وابستگي  تنش  با  ناپذیر 
 اند. انحرافي برای شکست برشي ارائه داده

پاسخ چهار مدل بر پایه    [26]ها نیز توسط نویسندگان مختلفي انجام شده است. روزا و همکاران  مقایسه و بحث راجع به مدل
محوری و کرنش پلاستیک لگاریتمي است، تجزیه و های پیوسته را که شامل همبستگي بین ضریب تنش سه مکانیک آسیب محیط 

حقیقي تنش  منحني  بر  همچنین  که  همبستگي،  قوانین  این  کرد.  تأثیر-تحلیل  ماده  حقیقي  ميکرنش  دادهگذار  از  های  باشند، 
با  پردازش شده  آمده است  تجربي  بریدگمن بدست  از روش  توانستند شانزده   [27]بای و ویرزبیکي    .استفاده  نیز در یک تحقیق 

 ی فیزیکي، پدیدارشناختي و تجربي را در فضای سه بعدی ارزیابي و کالیبره کنند. مدل شکست بر پایه

و زاویه لود دیده    محوریسه که در آن وابستگي آسیب بخوبي به تنش    ندنمود  ارائهمدل آسیبي    [29  و  28]  و همکاران  گنجیاني
تعمیم مي آسیب  مکانیک  پایه  بر  مدل  این  ميشود.  همچنین  و  است  شکستوانیافته  کرنش  وابستگي  به  د  را    محوریسه ت  تنش 

 بیني کند. پیش

استفاده   مقالات  در  وفور  به  که  مدل  یک  عنوان  )به  بونورا  و  گنجیاني  مدل  دو  اساس  بر  مواد  شکست  رفتار  تحقیق  این  در 
ی  هات مربوط به کرنشگیری عددی صریح و با به کارگیری معادلاشود( انتخاب و مقایسه شده است. با استفاده از روش انتگرال مي

نتایج  ها شبیه افزار آباکوس، رشد آسیب سه فلز توسط این مدلدر نرم  7مت یو وی  نویسيمحدود در چارچوب کد  دستبهسازی و 
ها با استفاده از یک رویه استاندارد های این مدلآمده با نتایج آزمایشگاهي موجود در منابع مقایسه شده است. براین اساس ثابت

 شوند. بیني آسیب بررسي ميها در پیشاج و کارایي آناستخر 

 . روش تحقیق2
از مدل بونورا    [28]های آسیب گنجیاني  در این پژوهش  ، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار سه فلز  برای شبیه   [3]و 

فولاد    351تي-2024 از معرفي مدل  130وای  اچو  قبل  است.  تنش سهاستفاده شده  تنش بصورت    محوری  ها،  تقسیم  حاصل 
 شود: تعریف ميبصورت زیر  بر تنش معادل فون میزز  میانگین  

(1) 
+ +

= =  

در این دو مدل،  اند.  ی را در نظر گرفتهمحورتگي آسیب و کرنش شکست به سهاند وابسهایي که در این مقاله استفاده شدهمدل
های دیگر نیز استفاده  زی در بسیاری از مدلسای بصورت یک ضریب در معالات وارد شده است. این نوع مدلمحوروابستگي به سه

 . [ 31 و 30 و   18-20 و 9 و 7 و 6]شده است 

 . مدل آسیب گنجیانی2-1
( 2بطه )، تابع پتانسیل اتلافي آسیب را بصورت را8در این مدل با فرض برابری انرژی کرنشي الاستیک و قانون جریان همراه 

که مقدار تابع    کندميشود و بیانگر این است که آسیب زماني رشد  . این تابع به عنوان سطح آسیب بیان مي[28]کند  مشخص مي
 صفر شود. 

 
7 VUMAT 
8 Associated flow rule 

 بصورت حاصل تقسیم تنش میانگین 

 

3 
 

همکاران   و  بونورا  آسیبتعر  [25]همچنین،  اتلاف  پتانسیل  برای  را  جدیدی  تغییر  یف  سومین  به  صریح  وابستگي  تنش  با  ناپذیر 
 اند. انحرافي برای شکست برشي ارائه داده

پاسخ چهار مدل بر پایه    [26]ها نیز توسط نویسندگان مختلفي انجام شده است. روزا و همکاران  مقایسه و بحث راجع به مدل
محوری و کرنش پلاستیک لگاریتمي است، تجزیه و های پیوسته را که شامل همبستگي بین ضریب تنش سه مکانیک آسیب محیط 

حقیقي تنش  منحني  بر  همچنین  که  همبستگي،  قوانین  این  کرد.  تأثیر-تحلیل  ماده  حقیقي  ميکرنش  دادهگذار  از  های  باشند، 
با  پردازش شده  آمده است  تجربي  بریدگمن بدست  از روش  توانستند شانزده   [27]بای و ویرزبیکي    .استفاده  نیز در یک تحقیق 

 ی فیزیکي، پدیدارشناختي و تجربي را در فضای سه بعدی ارزیابي و کالیبره کنند. مدل شکست بر پایه

و زاویه لود دیده    محوریسه که در آن وابستگي آسیب بخوبي به تنش    ندنمود  ارائهمدل آسیبي    [29  و  28]  و همکاران  گنجیاني
تعمیم مي آسیب  مکانیک  پایه  بر  مدل  این  ميشود.  همچنین  و  است  شکستوانیافته  کرنش  وابستگي  به  د  را    محوریسه ت  تنش 

 بیني کند. پیش

استفاده   مقالات  در  وفور  به  که  مدل  یک  عنوان  )به  بونورا  و  گنجیاني  مدل  دو  اساس  بر  مواد  شکست  رفتار  تحقیق  این  در 
ی  هات مربوط به کرنشگیری عددی صریح و با به کارگیری معادلاشود( انتخاب و مقایسه شده است. با استفاده از روش انتگرال مي

نتایج  ها شبیه افزار آباکوس، رشد آسیب سه فلز توسط این مدلدر نرم  7مت یو وی  نویسيمحدود در چارچوب کد  دستبهسازی و 
ها با استفاده از یک رویه استاندارد های این مدلآمده با نتایج آزمایشگاهي موجود در منابع مقایسه شده است. براین اساس ثابت

 شوند. بیني آسیب بررسي ميها در پیشاج و کارایي آناستخر 

 . روش تحقیق2
از مدل بونورا    [28]های آسیب گنجیاني  در این پژوهش  ، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار سه فلز  برای شبیه   [3]و 

فولاد    351تي-2024 از معرفي مدل  130وای  اچو  قبل  است.  تنش سهاستفاده شده  تنش بصورت    محوری  ها،  تقسیم  حاصل 
 شود: تعریف ميبصورت زیر  بر تنش معادل فون میزز  میانگین  

(1) 
+ +

= =  

در این دو مدل،  اند.  ی را در نظر گرفتهمحورتگي آسیب و کرنش شکست به سهاند وابسهایي که در این مقاله استفاده شدهمدل
های دیگر نیز استفاده  زی در بسیاری از مدلسای بصورت یک ضریب در معالات وارد شده است. این نوع مدلمحوروابستگي به سه

 . [ 31 و 30 و   18-20 و 9 و 7 و 6]شده است 

 . مدل آسیب گنجیانی2-1
( 2بطه )، تابع پتانسیل اتلافي آسیب را بصورت را8در این مدل با فرض برابری انرژی کرنشي الاستیک و قانون جریان همراه 

که مقدار تابع    کندميشود و بیانگر این است که آسیب زماني رشد  . این تابع به عنوان سطح آسیب بیان مي[28]کند  مشخص مي
 صفر شود. 

 
7 VUMAT 
8 Associated flow rule 

تنش سه‌محوری 
 بصورت زیر تعریف می‌شود:
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همکاران   و  بونورا  آسیبتعر  [25]همچنین،  اتلاف  پتانسیل  برای  را  جدیدی  تغییر  یف  سومین  به  صریح  وابستگي  تنش  با  ناپذیر 
 اند. انحرافي برای شکست برشي ارائه داده

پاسخ چهار مدل بر پایه    [26]ها نیز توسط نویسندگان مختلفي انجام شده است. روزا و همکاران  مقایسه و بحث راجع به مدل
محوری و کرنش پلاستیک لگاریتمي است، تجزیه و های پیوسته را که شامل همبستگي بین ضریب تنش سه مکانیک آسیب محیط 

حقیقي تنش  منحني  بر  همچنین  که  همبستگي،  قوانین  این  کرد.  تأثیر-تحلیل  ماده  حقیقي  ميکرنش  دادهگذار  از  های  باشند، 
با  پردازش شده  آمده است  تجربي  بریدگمن بدست  از روش  توانستند شانزده   [27]بای و ویرزبیکي    .استفاده  نیز در یک تحقیق 

 ی فیزیکي، پدیدارشناختي و تجربي را در فضای سه بعدی ارزیابي و کالیبره کنند. مدل شکست بر پایه

و زاویه لود دیده    محوریسه که در آن وابستگي آسیب بخوبي به تنش    ندنمود  ارائهمدل آسیبي    [29  و  28]  و همکاران  گنجیاني
تعمیم مي آسیب  مکانیک  پایه  بر  مدل  این  ميشود.  همچنین  و  است  شکستوانیافته  کرنش  وابستگي  به  د  را    محوریسه ت  تنش 

 بیني کند. پیش

استفاده   مقالات  در  وفور  به  که  مدل  یک  عنوان  )به  بونورا  و  گنجیاني  مدل  دو  اساس  بر  مواد  شکست  رفتار  تحقیق  این  در 
ی  هات مربوط به کرنشگیری عددی صریح و با به کارگیری معادلاشود( انتخاب و مقایسه شده است. با استفاده از روش انتگرال مي

نتایج  ها شبیه افزار آباکوس، رشد آسیب سه فلز توسط این مدلدر نرم  7مت یو وی  نویسيمحدود در چارچوب کد  دستبهسازی و 
ها با استفاده از یک رویه استاندارد های این مدلآمده با نتایج آزمایشگاهي موجود در منابع مقایسه شده است. براین اساس ثابت

 شوند. بیني آسیب بررسي ميها در پیشاج و کارایي آناستخر 

 . روش تحقیق2
از مدل بونورا    [28]های آسیب گنجیاني  در این پژوهش  ، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار سه فلز  برای شبیه   [3]و 

فولاد    351تي-2024 از معرفي مدل  130وای  اچو  قبل  است.  تنش سهاستفاده شده  تنش بصورت    محوری  ها،  تقسیم  حاصل 
 شود: تعریف ميبصورت زیر  بر تنش معادل فون میزز  میانگین  

(1) 
+ +

= =  

در این دو مدل،  اند.  ی را در نظر گرفتهمحورتگي آسیب و کرنش شکست به سهاند وابسهایي که در این مقاله استفاده شدهمدل
های دیگر نیز استفاده  زی در بسیاری از مدلسای بصورت یک ضریب در معالات وارد شده است. این نوع مدلمحوروابستگي به سه

 . [ 31 و 30 و   18-20 و 9 و 7 و 6]شده است 

 . مدل آسیب گنجیانی2-1
( 2بطه )، تابع پتانسیل اتلافي آسیب را بصورت را8در این مدل با فرض برابری انرژی کرنشي الاستیک و قانون جریان همراه 

که مقدار تابع    کندميشود و بیانگر این است که آسیب زماني رشد  . این تابع به عنوان سطح آسیب بیان مي[28]کند  مشخص مي
 صفر شود. 

 
7 VUMAT 
8 Associated flow rule 

معادل فون میزز 

 

3 
 

همکاران   و  بونورا  آسیبتعر  [25]همچنین،  اتلاف  پتانسیل  برای  را  جدیدی  تغییر  یف  سومین  به  صریح  وابستگي  تنش  با  ناپذیر 
 اند. انحرافي برای شکست برشي ارائه داده

پاسخ چهار مدل بر پایه    [26]ها نیز توسط نویسندگان مختلفي انجام شده است. روزا و همکاران  مقایسه و بحث راجع به مدل
محوری و کرنش پلاستیک لگاریتمي است، تجزیه و های پیوسته را که شامل همبستگي بین ضریب تنش سه مکانیک آسیب محیط 

حقیقي تنش  منحني  بر  همچنین  که  همبستگي،  قوانین  این  کرد.  تأثیر-تحلیل  ماده  حقیقي  ميکرنش  دادهگذار  از  های  باشند، 
با  پردازش شده  آمده است  تجربي  بریدگمن بدست  از روش  توانستند شانزده   [27]بای و ویرزبیکي    .استفاده  نیز در یک تحقیق 

 ی فیزیکي، پدیدارشناختي و تجربي را در فضای سه بعدی ارزیابي و کالیبره کنند. مدل شکست بر پایه

و زاویه لود دیده    محوریسه که در آن وابستگي آسیب بخوبي به تنش    ندنمود  ارائهمدل آسیبي    [29  و  28]  و همکاران  گنجیاني
تعمیم مي آسیب  مکانیک  پایه  بر  مدل  این  ميشود.  همچنین  و  است  شکستوانیافته  کرنش  وابستگي  به  د  را    محوریسه ت  تنش 

 بیني کند. پیش

استفاده   مقالات  در  وفور  به  که  مدل  یک  عنوان  )به  بونورا  و  گنجیاني  مدل  دو  اساس  بر  مواد  شکست  رفتار  تحقیق  این  در 
ی  هات مربوط به کرنشگیری عددی صریح و با به کارگیری معادلاشود( انتخاب و مقایسه شده است. با استفاده از روش انتگرال مي

نتایج  ها شبیه افزار آباکوس، رشد آسیب سه فلز توسط این مدلدر نرم  7مت یو وی  نویسيمحدود در چارچوب کد  دستبهسازی و 
ها با استفاده از یک رویه استاندارد های این مدلآمده با نتایج آزمایشگاهي موجود در منابع مقایسه شده است. براین اساس ثابت

 شوند. بیني آسیب بررسي ميها در پیشاج و کارایي آناستخر 

 . روش تحقیق2
از مدل بونورا    [28]های آسیب گنجیاني  در این پژوهش  ، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار سه فلز  برای شبیه   [3]و 

فولاد    351تي-2024 از معرفي مدل  130وای  اچو  قبل  است.  تنش سهاستفاده شده  تنش بصورت    محوری  ها،  تقسیم  حاصل 
 شود: تعریف ميبصورت زیر  بر تنش معادل فون میزز  میانگین  

(1) 
+ +

= =  

در این دو مدل،  اند.  ی را در نظر گرفتهمحورتگي آسیب و کرنش شکست به سهاند وابسهایي که در این مقاله استفاده شدهمدل
های دیگر نیز استفاده  زی در بسیاری از مدلسای بصورت یک ضریب در معالات وارد شده است. این نوع مدلمحوروابستگي به سه

 . [ 31 و 30 و   18-20 و 9 و 7 و 6]شده است 

 . مدل آسیب گنجیانی2-1
( 2بطه )، تابع پتانسیل اتلافي آسیب را بصورت را8در این مدل با فرض برابری انرژی کرنشي الاستیک و قانون جریان همراه 

که مقدار تابع    کندميشود و بیانگر این است که آسیب زماني رشد  . این تابع به عنوان سطح آسیب بیان مي[28]کند  مشخص مي
 صفر شود. 

 
7 VUMAT 
8 Associated flow rule 

�)1(

و  آسیب  وابستگی  شده‌اند  استفاده  مقاله  این  در  که  مدل‌هایی 
دو مدل،  این  در  نظر گرفته‌اند.  در  را  به سه‌محوری  کرنش شکست 
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2-1. مدل آسیب گنجیانی
قانون  و  الاستیک  كرنشی  انرژی  برابری  فرض  با  مدل  این   در 

 )2( رابطه  بصورت  را  آسیب  اتلافی  پتانسیل  تابع  همراه2،  جریان 
مشخص می‌کند ]28[. این تابع به عنوان سطح آسیب بیان می‌شود و 
بیانگر این است که آسیب زمانی رشد می‌کند که مقدار تابع صفر شود.
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Y در روابط )3( و )4( به ترتیب سخت‌شوندگی برای  ) و  )B D توابع 
D آسیب،  سطح آسیب و نرخ رهاسازی انرژی هستند. در این روابط 
 به ترتیب تنش سه‌محوری و پارامتر زاویه لود هستند. با دانستن 
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، S0و    پلاستیک   مؤثرکرنش    آسیب بحراني    .  محوریسهتابع    نرخ رهاسازی انرژی،    آسیب،    در این رابطه  
آید را به صورت رابطه  مي  دستبهثوابت ماده هستند. همچنین این مدل مقدار نرخ آسیب که از تابع پتانسیل اتلافي    و    ،  

 : [3]گردد ( حاصل مي11مطابق ) کند و در نهایت با فرض بارگذاری تناسبي، مقدار صریح ( مشخص مي10)
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)تست کشش ساده(    33/0  محوریبه ترتیب کرنش شروع آسیب و کرنش شکست برای تنش سه   و    که در آن ثوابت  
دارند را   33/0محوری متفاوت از  هایي غیر از کشش ساده که تنش سه هستند. همچنین این مدل کرنش شکست برای برای نمونه 

 کند.( بیان مي12صورت رابطه ) به
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 عددی  گیری انتگرالالگوریتم  .  2-3
های کوچک صادق بوده و تفکیک گام کرنش کل  باشد، معادلات مربوط به کرنش  05/0ها در حدود  هنگامي که محدوده کرنش

ی  ها، بزرگ باشد بهتر است از رویهکه محدوده کرنشما هنگاميهای کرنش الاستیک و پلاستیک برقرار است. اجمع گامبه حاصل
کل  وش باید از تانسور گرادیان تغییرشهای کوچک است استفاده نمود. در این رتر از روش کرنش های بزرگ که روشي جامعکرنش

 : [32]ها استفاده نمود دن کرنشآور دستبه شود، به صورت زیر برای نشان داده مي   با  که معمولاً
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nشکل در گام فعلي و  مقدار تانسور گرادیان تغییر  آید. در روابط فوق  مي  دستبه  این ترتیب گام کرنشبه
−
−F 1
وارون تانسور    1

ت. برای محاسبه لگاریتم، تانسور مدنظر قطری  گرین اس-نیز تانسور راست کوشي در انتهای گام قبل است.   گرادیان تغییرشکل
 گیری انتگرال،  سازیشبیه کردن معادلات و استفاده در  گیرد. برای پیادهانجام مي  9پرینداسوی  که این عمل توسط زیرروال  شودمي

های الاستیک  نشکر  این است که  گردد. در این قسمت فرض اصليهای بزرگ انجام ميتغییرشکل صریح از معادلات ساختاری در  
 . بدین منظور داریم:[ 32]ها بزرگ هستند در حالي که تغییرشکل کوچک بوده
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 . بدین منظور داریم:[ 32]ها بزرگ هستند در حالي که تغییرشکل کوچک بوده

 
9 Utility routine (vsprind) 

تغییرشکل در انتهای گام قبل است. 
گرین است. برای محاسبه لگاریتم، تانسور مدنظر قطری می‌شود که 
این عمل توسط زیرروال وي‌اس‌پریند1 انجام می‌گیرد. برای پیاده‌کردن 
معادلات  از  انتگرال‌گیری صریح  در شبیه‌سازی،  استفاده  و  معادلات 
قسمت  این  در  می‌گردد.  انجام  بزرگ  تغییرشکل‌های  در  ساختاری 
فرض اصلی اين است كه کرنش‌های الاستیک كوچك بوده در حالی 

که تغییرشکل‌ها بزرگ هستند ]32[. بدین منظور داریم:  

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)16(
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)17(

F مشتق زمانی تانسورگرادیان  L تانسور گرادیان سرعت،   که 

1  Utility routine (vsprind)
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 نیز تانسور سرعت زاویه‌ای 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

R تانسور قائم چرخش و  تغییرشکل، 
I ماتریس  L از رابطه )18( محاسبه می‌گردد که در این رابطه،  است. 

همانی است ]33[: 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)18(

حال می‌توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه‌جایی را که تانسور 
نرخ تغییرشکل1 نام دارد از رابطه )19( به‌دست آورد. اکنون قسمت 
قابل   )21( و   )20( معادله‌های  از  تغییرشکل  نرخ  تانسور  پلاستیک 
 ضریب 

 

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

محاسبه است که در آن تانسور S تانسور انحرافی تنش، 
 در رابطه )20( گام کرنش پلاستیک معادل است و 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

پلاستیک و 
سپس قسمت الاستیک آن مطابق )22( به‌دست می‌آید.

+=0.5( )TD L L �)19(

 

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)20(

 

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)21(

 

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)22(

eD بخش الاستیک تانسور  D تانسور نرخ تغییرشکل،  كه در آن 
PD بخش پلاستكي تانسور نرخ تغییرشکل است.  نرخ تغییرشکل و 
اولیه2  به چارچوب  وابسته   که 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

نرخ تنش گرین-نقدی  تانسور 
نیست، مطابق قانون هوک از رابطه زير به‌دست می‌آید

 

6 
 

(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)23(

I ماتریس همانی   ضریب لامه، 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

در آين رابطه G مدول برشی، 
 از رابطه )24( حساب می‌شود که با افزودن 
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

است. تانسور نرخ تنش 
به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز می‌شود.
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(16) −=  

(17) ==  
نیز تانسور سرعت   تانسور قائم چرخش و    ،  تغییرشکلمشتق زماني تانسورگرادیان    تانسور گرادیان سرعت،    که   
 :  [ 33]ماتریس هماني است   گردد که در این رابطه، ( محاسبه مي18) از رابطه  ای است.زاویه 

(18) ) /−
−= −  

از رابطه )  10جایي را که تانسور نرخ تغییرشکل توان بخش متقارن تانسور گرادیان جابه حال مي آورد. اکنون   دستبه(  19نام دارد 
تانسور انحرافي تنش،    ( قابل محاسبه است که در آن تانسور  21( و )20های )قسمت پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل از معادله 

رابطه )  ضریب پلاستیک و       دستبه(  22( گام کرنش پلاستیک معادل است و سپس قسمت الاستیک آن مطابق )20در 
 آید. مي

(19) +=  

(20) =  

(21) = −  

(22) = −  
آن   در  نرخ    که  نرخ    ،  تغییرشکلتانسور  تانسور  الاستیک  نرخ   و    تغییرشکلبخش  تانسور  پلاستیک  بخش 

گرین  تغییرشکل تنش  نرخ  تانسور  اولیه   نقدی  -است.  چارچوب  به  وابسته  زیر   11که  رابطه  از  هوک  قانون  مطابق  نیست، 
 آید مي دستبه

(23) = +  
شود که  ( حساب مي24از رابطه )  انسور نرخ تنش  ماتریس هماني است. ت  ضریب لامه،    مدول برشي،    در آین رابطه  

 شود.با افزودن به مقدار تنش گام قبل، مقدار تنش به روز مي

(24) + −=  
عادلات ساختاری و با توجه گیری صریح از منویسي رفتار الاستوپلاستیک و استفاده از روش انتگرالبا استفاده از روابط مذکور در کد

مقدار نرخ   و تانسور کششي راست کوشي به عنوان ورودی در دسترس است،   تغییرشکلتانسور گرادیان    کدنویسيبه این که در  
به مقدار قبلي،    باشد. با اضافه کردن  راحتي قابل محاسبه ميبودن ثوابت در دو مدل( به)با توجه به مشخص  زماني آسیب  

های بعدی قابل استفاده  شود تا در گامذخیره مي  12شود. این متغیر در انتهای گام، در یک متغیر حالترساني ميمقدار آسیب بروز 
(، و محاسبه  18رابطه )آید. سپس با محاسبه تانسور گرادیان سرعت طبق  مي  دستبه( گام کرنش  15)  تا   (13باشد. طبق روابط )

 
10 Rate of deformation tensor 
11 Frame (reference) indifferent/objective 
12 State variable 

�)24(

1  Rate of deformation tensor
2  Frame (reference) indifferent/objective

با استفاده از روابط مذکور در کدنویسی رفتار الاستوپلاستیک و 
استفاده از روش انتگرال‌گیری صریح از معادلات ساختاری و با توجه 
به این که در کدنویسی تانسور گرادیان تغییرشکل و تانسور کششی 
زمانی  نرخ  مقدار  است،  در دسترس  ورودی  عنوان  به  راست کوشی 
به‌راحتي  مدل(  دو  در  ثوابت  به مشخص‌بودن  توجه  )با   nD آسیب 
مقدار  قبلی،  مقدار  به   nD كردن  اضافه  با  می‌باشد.  محاسبه  قابل 
انتهاي گام، در یک متغیر  این متغیر در  بروزرسانی می‌شود.  آسیب 
حالت3 ذخیره می‌شود تا در گام‌های بعدی قابل استفاده باشد. طبق 
محاسبه  با  سپس  می‌آید.  به‌دست  کرنش  گام   )15( تا   )13( روابط 
تانسور سرعت  و محاسبه   ،)18( رابطه  گرادیان سرعت طبق  تانسور 
زاویه‌ای و تانسور نرخ تغییرشکل به ترتیب با استفاده از روابط )17( و 
)19( و جداسازی قسمت‌های پلاستیک و الاستیک آن با به کارگیری 
رابطه  مطابق  گرین-نقدی  تنش  نرخ  تانسور   ،)22( و   )20( روابط 
 )24( رابطه  از  تنش  نرخ  تانسور  نهایت  در  می‌گردد.  محاسبه   )23(
به‌دست می‌آید و با افزودن به تنش گام قبل، مقدار تنش به روز رسانی 
می‌شود. همانطور که اشاره شد فرض اصلی در این مرحله کوچک‌بودن 
کرنش‌های الاستیک در مقایسه با کرنش‌های غیرالاستیک است که 
مجوز جمع قسمت‌های الاستیک و پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل 
برای محاسبه تانسور نرخ تغییرشکل را فراهم می‌کند. لازم به ذکر است 
که تمام این معادلات پس از رسیدن به حد تسلیم انجام می‌گردد و 
قبل از آن از روابط الاستیک تنش به‌روز می‌شود و در واقع آسیب وارد 
محاسبات نمی‌گردد. شکل 1 نحوه روش حل عددی مسئله را نشان 

f سطح تسلیم فون میزز را مشخص می‌کند. می‌دهد که در آن 

3. شبیه‌سازی و بحث بر نتایج
المان‌های سه‌‍‌بعدی  4برای شبکه‌بندی  از  در کلیه شبیه‌سازی‌ها 
 −× 82 10 استفاده شده است. براي تضمين همگرايي مسئله، گام زماني 
انتخاب شده ‌است. برای شبیه‌سازی عددی رفتار فلزات فولاد 1045، 
نمودار تنش- از سه  اچ‌واي 130  فولاد  و  آلومینیوم 2024-تي‌351 

کرنش، آسیب-کرنش و کرنش شکست-تنش سه‌محوری موجود در 
منابع برای به‌دست آوردن ثوابت مدل‌های آسیب استفاده شده است و 
در نهایت با کمک نمودار نیرو-جابه‌جایی صحت این روند تأیید شده 
است. در این شبیه‌سازی، اندازه مش‌ها ابتدا 3 میلی‌متر درنظر گرفته 

3  State variable
4  C3DR8
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نتایج بسیار نزدیک به یکدیگر  شد، سپس بین 1/25 تا 1 میلی‌متر 
می‌شوند که براین اساس تعداد مش بهینه را برابر 1/25 در نظر گرفته 

شده است. 

3-1- تعیین ثوابت
طوری  خطا  آزمون ‌و  فرآیند  یک  طی  مجهول  ثوابت  تمامی 
در  انجام‌گرفته ‌باشد.  بهینه  منحنی  برازش  که  گردیدند  مشخص 
به‌دست آوردن ثوابت قانون سوئیفت )برای فولاد 1045 و آلومینیوم 
2024-تي‌351( و قانون لودویک )برای فولاد اچ‌واي 130( در جعبه 
 ( )p nK ε ε+0 ابزار برازش منحنی1 نرم‌افزار متلب، به ترتیب روابط 

1  Curve fitting

) را با ضرایب مجهول نوشته و نرم‌افزار به صورت  )p n
y K εσ +0 و 

خودکار برازش منحنی مناسب را با داده‌های تنش-کرنش موجود در 
و  انجام می‌دهد  فلز  هر  برای  برده می‌شوند  نام  ادامه  در  که  مراجع 
ثوابت پلاستیک به‌دست می‌آیند. به طور مشابه برای به‌دست آوردن 
و   )6( روابط  کارگیری  به  با  فلز،  هر  برای  آسیب  مدل  دو  ضرایب 
کرنش‌های  و  ساده(  کشش  )تست   0/33 سه‌محوره  تنش  در   )11(
برای  مراجع  داده‌های  با  برازش  از  نرم‌افزار  توسط  ضرایب  مختلف، 
در   
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شبیه کلیه  المانسازی در  از  شبکه  13بعدی  سههای  ها  شد برای  استفاده  زماني  بندی  گام  مسئله،  همگرایي  تضمین  برای  است.  ه 
− 82 از سه   130وای  اچو فولاد    351تي-2024، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار فلزات  برای شبیه است.  انتخاب شده  10

های آسیب آوردن ثوابت مدل  دستبهمحوری موجود در منابع برای  تنش سه-کرنش و کرنش شکست-کرنش، آسیب-شنمودار تن
ها  ، اندازه مشسازیشبیه در این    جایي صحت این روند تأیید شده است. جابه-استفاده شده است و در نهایت با کمک نمودار نیرو

  اساس تعداد شوند که براین  نتایج بسیار نزدیک به یکدیگر مي  مترمیلي  1تا    25/1سپس بین    ،نظر گرفته شد در  مترمیلي  3ابتدا  
 در نظر گرفته شده است.   25/1مش بهینه را برابر 

 . تعیین ثوابت3-1
آزمون   فرآیند  یک  ثوابت مجهول طي  انجام تمامي  بهینه  منحني  برازش  که  گردیدند  در  گرفته  و خطا طوری مشخص  باشد. 

( در  130وای  اچک )برای فولاد  لودوی ( و قانون351تي-2024و آلومینیوم    1045آوردن ثوابت قانون سوئیفت )برای فولاد    دستبه
منحني برازش  ابزار  روابط  نرم  14جعبه  ترتیب  به  متلب،  )افزار  )p nK  +0    و( )p n

y K  و   0+ نوشته  مجهول  با ضرایب  را 
شوند برای  امه نام برده ميکرنش موجود در مراجع که در اد-های تنشافزار به صورت خودکار برازش منحني مناسب را با دادهنرم

آوردن ضرایب دو مدل آسیب برای هر فلز، با    دستبهآیند. به طور مشابه برای  مي  دستبهدهد و ثوابت پلاستیک  هر فلز انجام مي
افزار از برازش  های مختلف، ضرایب توسط نرم )تست کشش ساده( و کرنش  0/ 33محوره  ( در تنش سه11( و )6به کارگیری روابط )

در مدل بونورا، از نمودار   γدر مدل گنجیاني و    گردند و در نهایت برای تعیین ثوابت های مراجع برای هر فلز مشخص ميا دادهب
( مدل بونورا، برای 12)  طهراب  ( مدل گنجیاني و 8( یا )7کارگیری روابط )محوره به طریق مشابه قبل و بهتنش سه  -کرنش شکست

های مذکور سازی شبیه  ، کارگیری کدُافزار آباکوس و بههر فلز این ثوابت نیز مشخص شدند. سپس با استفاده از این ثوابت در نرم
 انجام شد. 

 1045فولاد سازی برای  شبیه .  3-2
فولاد  بر    [34]در مرجع   تنش  1045روی  نمودار  و  است  انجام شده  است. در  -آزمایش  آن در دسترس  آسیب  و  این  کرنش 
)ی  پژوهش رابطه ) ( )p n

eq D K  −− + =01 آسیب   ی مذکور  است. در رابطه   [34]های موجود در مرجع  بر اساس داده   0
روابط ) با  یا )6است که  ارائه شده در مرجع  ( مشخص مي11( و  به مقدار  با توجه  انتخاب شده    [35]شود. مقدار آسیب بحراني 

گردد. به تعیین مي  2محوری هر دو مدل مطابق شکل  و تنش سهارتباط بین کرنش شکست  (  12( و )7با استفاده از روابط )است.  
به  و ضرایب مدل  1  گردند. ضرایب الاستیک و پلاستیک مطابق جدولاین ترتیب تمامي ضرایب معین مي های بونورا و گنجیاني 

با توجه به   1045د  فولابرای  ها  در کنار مقادیر بدست آمده، محدوده ثابتشوند.  مشخص مي  3جدول  و    2ترتیب مطابق جدول  
سازی نمونه صاف و گرد با  کارگیری این ضرایب برای مدلبا بهدر این جداول ذکر شده است.  نیز    [ 36-43  و  29]  مراجع مختلف

، نمونه از یک سازیمدلدر این  شود.  دست آورده ميبه  4و    3  های نتایج مطابق شکل  [34]  مترمیلي  6/20و طول سنجه    9قطر  
ها پیداست مقدار آسیب و کرنش ماکزیمم در  همانطور که از شکل شود.  جایي کشیده ميهطرف درگیر و از طرف دیگر با اعمال جاب

اتفاق مي از عوامل بستگي دارد.  محوری دافتد. تغییرات تنش سهمرکز قطعه است جایي که گلویي  به تعداد زیادی  ر یک پروسه 
کنند که  محوری را ثابت فرض ميرو، محققین تغییرات تنش سهکند. از این متأثر تواند این پارامتر را شرایط هندسي و بارگذاری مي

پارامتر بر حسب زمان به صورت شکل   اثبات چنین فرضي تغییرات این  اساس این نمودار مقدار تنش    آید. بردست ميبه   5برای 
آید که بر خلاف مدل لمتر، نشان  مي دستبه 6کرنش به صورت شکل -است. نمودار آسیب 36/0برابر   1045محوری برای فولاد سه 

 
13 C3DR8 
14 Curve fitting 

ثوابت  تعیین  برای  نهایت  در  و  می‌گردند  مشخص  فلز  هر 
 در مدل بونورا، از نمودار کرنش شکست- تنش 
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شبیه کلیه  المانسازی در  از  شبکه  13بعدی  سههای  ها  شد برای  استفاده  زماني  بندی  گام  مسئله،  همگرایي  تضمین  برای  است.  ه 
− 82 از سه   130وای  اچو فولاد    351تي-2024، آلومینیوم  1045فولاد  سازی عددی رفتار فلزات  برای شبیه است.  انتخاب شده  10

های آسیب آوردن ثوابت مدل  دستبهمحوری موجود در منابع برای  تنش سه-کرنش و کرنش شکست-کرنش، آسیب-شنمودار تن
ها  ، اندازه مشسازیشبیه در این    جایي صحت این روند تأیید شده است. جابه-استفاده شده است و در نهایت با کمک نمودار نیرو

  اساس تعداد شوند که براین  نتایج بسیار نزدیک به یکدیگر مي  مترمیلي  1تا    25/1سپس بین    ،نظر گرفته شد در  مترمیلي  3ابتدا  
 در نظر گرفته شده است.   25/1مش بهینه را برابر 

 . تعیین ثوابت3-1
آزمون   فرآیند  یک  ثوابت مجهول طي  انجام تمامي  بهینه  منحني  برازش  که  گردیدند  در  گرفته  و خطا طوری مشخص  باشد. 

( در  130وای  اچک )برای فولاد  لودوی ( و قانون351تي-2024و آلومینیوم    1045آوردن ثوابت قانون سوئیفت )برای فولاد    دستبه
منحني برازش  ابزار  روابط  نرم  14جعبه  ترتیب  به  متلب،  )افزار  )p nK  +0    و( )p n

y K  و   0+ نوشته  مجهول  با ضرایب  را 
شوند برای  امه نام برده ميکرنش موجود در مراجع که در اد-های تنشافزار به صورت خودکار برازش منحني مناسب را با دادهنرم

آوردن ضرایب دو مدل آسیب برای هر فلز، با    دستبهآیند. به طور مشابه برای  مي  دستبهدهد و ثوابت پلاستیک  هر فلز انجام مي
افزار از برازش  های مختلف، ضرایب توسط نرم )تست کشش ساده( و کرنش  0/ 33محوره  ( در تنش سه11( و )6به کارگیری روابط )

در مدل بونورا، از نمودار   γدر مدل گنجیاني و    گردند و در نهایت برای تعیین ثوابت های مراجع برای هر فلز مشخص ميا دادهب
( مدل بونورا، برای 12)  طهراب  ( مدل گنجیاني و 8( یا )7کارگیری روابط )محوره به طریق مشابه قبل و بهتنش سه  -کرنش شکست

های مذکور سازی شبیه  ، کارگیری کدُافزار آباکوس و بههر فلز این ثوابت نیز مشخص شدند. سپس با استفاده از این ثوابت در نرم
 انجام شد. 

 1045فولاد سازی برای  شبیه .  3-2
فولاد  بر    [34]در مرجع   تنش  1045روی  نمودار  و  است  انجام شده  است. در  -آزمایش  آن در دسترس  آسیب  و  این  کرنش 
)ی  پژوهش رابطه ) ( )p n

eq D K  −− + =01 آسیب   ی مذکور  است. در رابطه   [34]های موجود در مرجع  بر اساس داده   0
روابط ) با  یا )6است که  ارائه شده در مرجع  ( مشخص مي11( و  به مقدار  با توجه  انتخاب شده    [35]شود. مقدار آسیب بحراني 

گردد. به تعیین مي  2محوری هر دو مدل مطابق شکل  و تنش سهارتباط بین کرنش شکست  (  12( و )7با استفاده از روابط )است.  
به  و ضرایب مدل  1  گردند. ضرایب الاستیک و پلاستیک مطابق جدولاین ترتیب تمامي ضرایب معین مي های بونورا و گنجیاني 

با توجه به   1045د  فولابرای  ها  در کنار مقادیر بدست آمده، محدوده ثابتشوند.  مشخص مي  3جدول  و    2ترتیب مطابق جدول  
سازی نمونه صاف و گرد با  کارگیری این ضرایب برای مدلبا بهدر این جداول ذکر شده است.  نیز    [ 36-43  و  29]  مراجع مختلف

، نمونه از یک سازیمدلدر این  شود.  دست آورده ميبه  4و    3  های نتایج مطابق شکل  [34]  مترمیلي  6/20و طول سنجه    9قطر  
ها پیداست مقدار آسیب و کرنش ماکزیمم در  همانطور که از شکل شود.  جایي کشیده ميهطرف درگیر و از طرف دیگر با اعمال جاب

اتفاق مي از عوامل بستگي دارد.  محوری دافتد. تغییرات تنش سهمرکز قطعه است جایي که گلویي  به تعداد زیادی  ر یک پروسه 
کنند که  محوری را ثابت فرض ميرو، محققین تغییرات تنش سهکند. از این متأثر تواند این پارامتر را شرایط هندسي و بارگذاری مي

پارامتر بر حسب زمان به صورت شکل   اثبات چنین فرضي تغییرات این  اساس این نمودار مقدار تنش    آید. بردست ميبه   5برای 
آید که بر خلاف مدل لمتر، نشان  مي دستبه 6کرنش به صورت شکل -است. نمودار آسیب 36/0برابر   1045محوری برای فولاد سه 

 
13 C3DR8 
14 Curve fitting 

مدل گنجیانی و 
سه‌محوره به طریق مشابه قبل و به‌کارگیری روابط )7( یا )8( مدل 
گنجیانی و رابطه )12( مدل بونورا، برای هر فلز این ثوابت نیز مشخص 

  
  نحوه روش حل عددي مسئله :1شكل 

Fig. 1. The flowchart of numerical integration algorithm. 

   

شکل 1. نحوه روش حل عددی مسئله
Fig. 1. The flowchart of numerical integration algorithm.
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شدند. سپس با استفاده از این ثوابت در نرم‌افزار آباکوس و به‌کارگیری 
کُد، شبیه‌سازی‌های مذکور انجام شد.

3-2- شبیه‌سازی برای فولاد 1045
در مرجع ]34[ بر روی فولاد 1045 آزمایش انجام شده است و 
اين پژوهش  نمودار تنش-کرنش و آسیب آن در دسترس است. در 
داده‌های  اساس  بر   ( ) ( )p n

eq D Kσ ε ε−− + =01 0 رابطه‌ی 
D آسیب است که با  موجود در مرجع ]34[ است. در رابطه‌ی مذکور 
روابط )6( و یا )11( مشخص می‌شود. مقدار آسیب بحرانی با توجه به 
مقدار ارائه شده در مرجع ]35[ انتخاب شده است. با استفاده از روابط 
)7( و )12( ارتباط بین کرنش شکست و تنش سه‌محوری هر دو مدل 
مطابق شکل 2 تعیین می‌گردد. به این ترتیب تمامی ضرایب معین 
ضرایب  و   1 جدول  مطابق  پلاستیک  و  الاستیک  ضرایب  می‌گردند. 
 3 جدول  و   2 جدول  مطابق  ترتیب  به  گنجیانی  و  بونورا  مدل‌های 
مشخص می‌شوند. در کنار مقادیر بدست آمده، محدوده ثابت‌ها برای 
این  نیز در  با توجه به مراجع مختلف ]29 و 36-43[  فولاد 1045 
مدل‌سازی  برای  ضرایب  این  به‌کارگیری  با  است.  شده  ذکر  جداول 

نمونه صاف و گرد با قطر 9 و طول سنجه 20/6 میلی‌متر ]34[ نتایج 
این مدل‌سازی،  آورده می‌شود. در  به‌دست  و 4  مطابق شکل‌های 3 
نمونه از یک طرف درگیر و از طرف دیگر با اعمال جابه‌جایی کشیده 
کرنش  و  آسیب  مقدار  پیداست  شکل‌ها  از  که  همانطور  می‌شود. 
ماکزیمم در مرکز قطعه است جایی که گلویی اتفاق می‌افتد. تغییرات 
تنش سه‌محوری در یک پروسه به تعداد زیادی از عوامل بستگی دارد. 
شرایط هندسی و بارگذاری می‌تواند این پارامتر را متأثر کند. از این‌رو، 
برای  ثابت فرض می‌کنند که  را  تغییرات تنش سه‌محوری  محققین 
صورت  به  زمان  حسب  بر  پارامتر  این  تغییرات  فرضی  چنین  اثبات 
شکل 5 به‌دست می‌آید. بر اساس این نمودار مقدار تنش سه‌محوری 
برابر 0/36 است. نمودار آسیب-کرنش به صورت  برای فولاد 1045 
شکل 6 به‌دست می‌آید که بر خلاف مدل لمتر، نشان دهنده تغییرات 
 6 روی شکل  از  که  همانطور  است.  تغییرشکل  در  آسیب  غیرخطی 
مشهود است، در قسمت انتهایی تغییرات آسیب، شیب منحنی خیلی 
گلویی  نمونه  در  که  است  جایی  منطقه  این  می‌باید.  افزایش  سریع 
از مدل‌های آسیب قادر به مدل‌سازی چنین  اتفاق می‌افتد. بسیاری 

  1045آمده فولاد  دست به: ثوابت الاستيك و پلاستيك 1جدول
The elastic and plastic properties of steel 1045. Table 1. 

 
n 0 (MPa)K ν (GPa)E  

18/0-02/0  004/0-0/0  1200-900  33/0-28/0  220-160  محدوده  
05/0 0037/0  1086  3/0 210   آمده دستهمقدار ب

  
   

 
  1045آمده مدل بونورا فولاد دستبه: ثوابت 2جدول 

model for steel 1045. The determined properties of Bonora’s Table 2. 
 

γ  α  fε  thε  crD   
محدوده   1/0-016/0  24/0-05/0  0/1-4/0  3/0-0/0  0/1-0/0

آمده دستهمقدار ب 06/0  06/0  441/0  3/0  742/0
  

   
  

  1045آمده مدل گنجياني فولاد دستبه: ثوابت 3جدول 
Table 3. The determined properties of Ganjiani’s model for steel 1045. 

  

  er fP
fε  ηc  (MPa)Y 0  (MPa)dK  dc   

محدوده   200-0/0  5-0/0  5-8/2  3/0-17/0  18/1-3/0
آمده دستهمقدار ب 124  91/0  06/4  234/0  441/0

 
  

جدول1. ثوابت الاستیک و پلاستیک به‌دست آمده فولاد 1045
Table 1. The elastic and plastic properties of steel 1045.

جدول 2. ثوابت به‌دست‌آمده مدل بونورا فولاد 1045
Table 2. The determined properties of Bonora’s model for steel 1045.

جدول 3. ثوابت به‌دست‌آمده مدل گنجیانی فولاد 1045
Table 3. The determined properties of Ganjiani’s model for steel 1045.
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  1045محوري فولاد تنش سه  - : نمودار كرنش شكست2شكل

Fig. 2. The fracture strain versus stress triaxiality for steel 1045.  

   

  

  
  هاي الف) گنجياني ب) بونورا: تغييرات كرنش معادل در مدل 3شكل 

Fig. 3. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

   

شکل2. نمودار کرنش شکست- تنش سه‌محوری فولاد 1045
Fig. 2. The fracture strain versus stress triaxiality for steel 1045.

شکل 3. تغییرات کرنش معادل در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 3. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model.
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  هاي الف) گنجياني ب) بونورا : تغييرات آسيب در مدل 4شكل 

Fig. 4. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

   

شکل 4. تغییرات آسیب در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 4. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model.

 

  
  . 1045محوري بر حسب كرنش در فرآيند تست كشش ساده براي فولاد تغييرات تنش سه : نمودار 5شكل

Fig. 5. The variation of stress triaxiality during the simple tension test for steel 1045. 

   

شکل5. نمودار تغییرات تنش سه‌محوری بر حسب کرنش در فرآیند تست کشش ساده برای فولاد 1045.
Fig. 5. The variation of stress triaxiality during the simple tension test for steel 1045.
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  در المان بحراني  1045سازي نمونه فولاد  كرنش شبيه -: نمودار آسيب6شكل 

Fig. 6. The curve of damage versus strain at the critical element for steel 1045. 

    

  
  در المان بحراني 1045سازي نمونه فولاد كرنش شبيه -: نمودار تنش7شكل 

Fig. 7. The curve of stress versus strain at the critical element for steel 1045. 

   

  
  1045براي فولاد  ]34[ها و مقايسه با مدل   سازيشبيهجايي جابه -: نمودار نيرو8شكل 

Fig. 8. The camparison of force-displacement between simulation and the result of ref. [34] for steel 1045 

   

شکل 6. نمودار آسیب-کرنش شبیه‌سازی نمونه فولاد 1045 در المان بحرانی
Fig. 6. The curve of damage versus strain at the critical element for steel 1045.

شکل 7. نمودار تنش-کرنش شبیه‌سازی نمونه فولاد 1045 در المان بحرانی
Fig. 7. The curve of stress versus strain at the critical element for steel 1045.

شکل 8. نمودار نیرو-جابه‌جایی شبیه‌سازی مدل‌ها و مقایسه با ]34[ برای فولاد 1045
Fig. 8. The camparison of force-displacement between simulation and the result of ref. [34] for steel 1045
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فرض  نهایی1  تنش  را  نهایی  شکست  نقطه  لذا  و  نیستند  منطقه‌ای 
می‌کنند. نمودارهای تنش-کرنش و نیرو-جابه‌جایی حاصل شده نیز 
با نمودارهای نظیر برای همین نمونه در این مرجع مطابق شکل‌های 
7 و 8 مقایسه شده است. از آنجایی‌که در روش حل صریح ماتریس 

1  Ultimate stress

جرم نیز در نظرگرفته می‌شود و از مشکلات آن همگرا نشدن جواب 
یا همگرایی به یک نقطه‌ی غیرواقعی است، می‌توان از ناهمواری‌2های 
موجود در نتایج مانند افت نیرو در محدوده جابه‌جایی 0/2 میلی‌متر 

در شکل 8 صرف‌نظر کرد.

2  Noise

  351تي-2024 آمده آلومينيوم دست به: ثوابت الاستيك و پلاستيك 4جدول
Table 4. The elastic and plastic properties of aluminum 2024-T351. 

 
n 0 (MPa)K ν (GPa)E  

  محدوده   80-70  33/0-29/0  800-140  004/0-001/0  3/0-1/0
13/0 0048/0  715  33/0   آمده دستهمقدار ب  5/74

  
   

  
  351تي-2024 آمده مدل بونورا آلومينيوم دست به: ثوابت 5جدول

Table 5. The determined properties of Bonora’s model for aluminum 2024-T351. 
 

γ  α  fε  thε  crD   
محدوده   44/0-1/0  088/0-0054/0  68/0-33/0  7/0-1/0  0/1-0/0

آمده دستهمقدار ب 115/0 06/0  553/0  3/0  0
  

   
  

  351تي-2024 آمده مدل گنجياني آلومينيوم دست به: ثوابت 6جدول
Table 6. The determined properties of Ganjiani’s model for aluminum 2024-T351. 

 

  er fP
fε  ηc  (MPa)Y 0  (MPa)dK  dc   

محدوده   40-10  6/2-2  5/4-4/1  45/0-372/0  65/0-34/0
آمده دستهمقدار ب 22 66/2  36/3  315/0  553/0

 
  

جدول4. ثوابت الاستیک و پلاستیک به‌دست آمده آلومینیوم 2024-تی351
Table 4. The elastic and plastic properties of aluminum 2024-T351.

جدول5. ثوابت به‌دست آمده مدل بونورا آلومینیوم 2024-تی351
.Table 5. The determined properties of Bonora’s model for aluminum 2024-T351

جدول6. ثوابت به‌دست آمده مدل گنجیانی آلومینیوم 2024-تی351
Table 6. The determined properties of Ganjiani’s model for aluminum 2024-T351.

  
  محوري نمونه آلومينيومي تنش سه - : نموداركرنش شكست9شكل 

Fig. 9. The fracture strain versus stress triaxiality for aluminium 2024-T351. 

   

شکل 9. نمودارکرنش شکست-تنش سه‌محوری نمونه آلومینیومی
Fig. 9. The fracture strain versus stress triaxiality for aluminium 2024-T351.
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3-3- شبیه‌سازی برای آلومینیوم 2024-تی351
برای این فلز، با استفاده از داده‌های مرجع ]44[ نمودار تنش-کرنش 
برازش می‌شود. بر اساس داده‌های مرجع ]45[ که ضرایب مدل بونورا 
را ارائه کرده است، از آن‌ها به عنوان تخمین اولیه پارامترهای آسیب 
استفاده شده و به منظور حصول نتایج بهتر، تغییراتی در ضرایب اعمال 
شده است. نمودار کرنش شکست-تنش سه‌محوری با استفاده از روابط 
)7( و )12( مطابق شکل 9 و نمودار آسیب-کرنش با استفاده از روابط 

)6( و )11( مشابه فلز قبل برازش شدند و پارامترها مطابق جدول‌های 
4، 5 و 6 به‌دست آمدند. در کنار مقادیر بدست آمده، محدوده ثابت‌ها 
 6 و   5[ مختلف  مراجع  به  توجه  با  2024-تی351  آلومینیوم  برای 
با شبیه‌سازی  است.  ذکر شده  این جداول  در  نیز  و 46-48[  و 44 
آزمون کشش ساده برای نمونه تخت1 با ابعاد مقطع 3×12/5 میلی‌متر 
تغییرات  و طول سنجه 25/4 میلی‌متر مطابق شکل‌های 10 و 11، 

1  Flat specimen

  

 

 
  هاي الف) گنجياني ب) بونورا: تغييرات كرنش معادل در مدل 10شكل 

Fig. 10. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

  

شکل 10. تغییرات کرنش معادل در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 10. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model.

 

 

 
  هاي الف) گنجياني ب) بونورا : تغييرات آسيب در مدل 11شكل 

Fig. 11. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

  

شکل 11. تغییرات آسیب در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 11. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model.
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دو  هر  برای  را  نمونه  وسط  آسیب سطح  و  معادل  پلاستیک  کرنش 
مدل گنجیانی و بونورا نشان می‌دهند. در این مدل‌سازی، نمونه از یک 
طرف درگیر و از طرف دیگر با اعمال جابه‌جایی کشیده می‌شود. در 
این دو شکل، کرنش و آسیب ماکزیمم در مرکز قطعه اتفاق می‌افتد. 
در  می‌شوند  گلویی  ایجاد  باعث  که  برشی  باندهای  و  گلویی  منطقه 
این اشکال مشهود هستند. با توجه به فرض ثابت‌بودن تغییرات تنش 
سه‌محوری، نمودار تغییرات این پارامتر برحسب کرنش مطابق شکل 
12 به‌دست می‌آید. بر اساس این نمودار مقدار تنش سه‌محوری برای 
 0/41 برابر  می‌توان  میانگین  به‌صورت  را  2024-تی351  آلومینیوم 
صورت  به  تنش-کرنش  و  آسیب-کرنش  نمودارهای  گرفت.  نظر  در 

با نمودار  شکل‌های 13 و 14 بدست می‌آید. نمودار نیرو-جابه‌جایی 
تطابق  است که  مقایسه شده  موجود در مرجع ]44[، در شکل 15 
خوبی با نتایج تجربی دارد. همانطور که در شکل 14 مشاهده می‌شود، 
نرم‌شوندگی در رفتار پلاستیک ماده )نمودار تنش-کرنش( به واسطه 
تعریف پارامتر آسیب در روابط دیده می‌شود. این نکته حائز اهمیت 
با نرم‌شوندگی در نمودار نیرو  است که نرم‌شوندگی در نمودار تنش 
تنش،  در  نرم‌شوندگی  گرفتن  درنظر  بدون  می‌توانیم  است.  متفاوت 
باید  ببینیم.  نمونه  واسطه هندسه  به  را  نیرو  نمودار  در  نرم‌شوندگی 
به این نکته نیز توجه کرد که به واسطه تعریف آسیب بصورت کوپل 
مشاهده  قابل  تنش  نمودار  در  نرم‌شوندگی  پلاستیک،  معادلات  با 

 

 

  
  . 351تي-2024آلومينيوم محوري بر حسب كرنش در فرآيند تست كشش ساده براي : نمودار تغييرات تنش سه 12شكل 

Fig. 12. The variation of stress triaxiality during the simple tension test for aluminum 2024-T351. 

  

 

  

  
  نمونه آلومينيومي در المان بحراني  سازيشبيهكرنش  -: نمودار آسيب13شكل 

Fig. 13. The curve of damage versus strain at the critical element for aluminum 2024-T351. 

  

شکل 12. نمودار تغییرات تنش سه‌محوری بر حسب کرنش در فرآیند تست کشش ساده برای آلومینیوم 2024-تی351.
Fig. 12. The variation of stress triaxiality during the simple tension test for aluminum 2024-T351.

شکل 13. نمودار آسیب-کرنش شبیه‌سازی نمونه آلومینیومی در المان بحرانی
Fig. 13. The curve of damage versus strain at the critical element for aluminum 2024-T351.
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است. برخی از مدل‌ها، آسیب را بصورت جداگانه )غیرکوپل( درنظر 
می‌گیرند، لذا قادر به شبیه‌سازی نرم‌شوندگی در نمودار تنش نیستند.

3-4- شبیه‌سازی برای فولاد اچ‌واي 130
 برای این فلز در داده‌های مرجع ]49[ ثوابت الاستیک، پلاستیک 
و ضرایب مدل آسیب لمتر1 داده شده است. در این تحقیق از قانون 
شده  استفاده   7 جدول  براساس   ( )np

y K εσ +0 سخت‌شوندگی 
است. در کنار مقادیر به‌دست آمده، محدوده ثابت‌ها برای فولاد اچ‌واي 
ذکر  جدول  این  در  نیز   ]49-51[ مختلف  مراجع  به  توجه  با   130
کرنش  نمودار  و  لمتر  آسیب  مدل  ضرایب  از  استفاده  با  است.  شده 
1  Lemaitre

شکست-تنش سه‌محوری مطابق شکل 16، ضرایب مدل بونورا مطابق 
جدول 8 تعیین می‌شود. با استفاده از داده‌هاي جدول 7، ثوابت مدل 
براي  همزمان  را  برازش  بهترين  كه  آمدند  به‌دست  طوري  گنجياني 
شكل 16 و نمودار آسيب )شكل 21( به‌دست آيد. داده‌هاي به‌دست 
آمده براي مدل گنجياني در جدول 9 آورده شده است. با شبیه‌سازی 
آزمون خمش سه‌نقطه‌ای برای نمونه با ابعاد شکل 17، تغییرات کرنش 
معادل و آسیب برای هر دو مدل مطابق شکل‌های 18 و 19 به‌دست 
است.  مشهود   17 شکل  در  نیز  بارگذاری  و  مرزی  شرایط  می‌آید. 
نمونه از وسط تحت نیرو )در قسمت بالایی عضو( و در طرفین )در 
قسمت‌های پایینی عضو( تکیه‌گاه مفصلی دارد. قرارگرفتن ماکزیمم 
آسیب و کرنش در مرکز قطعه، نشان می‌دهد که شکست از قسمت 

 

 

  
  نمونه آلومينيومي در المان بحراني سازيشبيه كرنش -: نمودار تنش14شكل

Fig. 14. The curve of stress versus strain at the critical element for aluminum 2024-T351. 

  

 

  
  351تي-2024آلومينيوم براي  ]44[هاي آسيب و مقايسه با سازي مدل جايي حاصل از شبيهجابه -: نمودار نيرو15شكل 

Fig. 15. The comparison of force-displacement between simulation and the result of Ref. [44] for 
aluminum 2024-T351 

   

شکل14. نمودار تنش-کرنش شبیه‌سازی نمونه آلومینیومی در المان بحرانی
Fig. 14. The curve of stress versus strain at the critical element for aluminum 2024-T351.

شکل 15. نمودار نیرو-جابه‌جایی حاصل از شبیه‌سازی مدل‌های آسیب و مقایسه با ]44[ برای آلومینیوم 2024-تی351
Fig. 15. The comparison of force-displacement between simulation and the result of Ref. [44] for aluminum 2024-T351
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درونی قطعه شروع شده و به سطوح کناری قطعه سرایت می‌کند. 
ثابت‌بودن  فرض  درستي  نشان‌دادن  برای  ديگر  فلز  دو  همانند 
برحسب  پارامتر  این  تغییرات  نمودار  سه‌محوری،  تنش  تغییرات 
کرنش در فرآیند خمش سه‌نقطه‌ای مطابق شکل 19 به‌دست می‌آید. 
و  ابتدا  است، تنش سه‌محوره در  از روی شکل مشهود  همانطور که 
از  است.  ثابت  بارگذاری  میانه  در  و  بوده  متغیر  مدل‌سازی  انتهای 

آنجایی که در پیاده‌کردن مدل‌های آسیب، از نرخ آسیب استفاده شده 
است و سپس انتگرال‌گیری می‌شود، این کد به‌درستی چنین تغییرات 
سه‌محوری را در مقدار آسیب لحاظ خواهد کرد. با توجه به این شکل 
مقدار میانگین تنش سه‌محوری در میانه بارگذاری برابر 0/61 است. 

صورت  به‌ترتیب  جابه‌جایی  نیرو-  و  آسیب-کرنش  نمودارهای 
شکل‌‌های 20 و 21 به‌دست می‌آید. نمودار نیرو-جابه‌جایی با داده‌های 

  ] 49[ 130واي  اچآمده فولاد  دست به: ثوابت الاستيك و پلاستيك 7جدول
Table 7. The elastic and plastic properties of steel HY130. 

 
n (MPa)K (MPa)y 0 ν (GPa)E  

  محدوده   207-170  33/0-3/0  980-900  3300-3000  86/0-45/0
  آمده دستهمقدار ب  176  3/0  950  3125 749/0

  
   

  
  130واي اچآمده مدل بونورا فولاد  دست به: ثوابت 8جدول

Table 8. The determined properties of Bonora’s model for steel HY130. 
 

γ  α  fε  thε  crD  
137/1  13/0  516/0  008/0  8/0  

  
   

  
  130واي اچآمده مدل گنجياني فولاد  دست به: ثوابت 9جدول

Table 9. The determined properties of Ganjiani’s model for steel HY130. 
 

 

  er fP
fε  ηc  (MPa)Y 0  (MPa)dK  dc  
516/0  46/0  4/6 41 4/2 

جدول7. ثوابت الاستیک و پلاستیک به‌دست آمده فولاد اچ‌واي 130 ]49[
Table 7. The elastic and plastic properties of steel HY130.

جدول8. ثوابت به‌دست آمده مدل بونورا فولاد اچ‌واي 130
Table 8. The determined properties of Bonora’s model for steel HY130.

جدول9. ثوابت به‌دست آمده مدل گنجیانی فولاد اچ‌واي 130
Table 9. The determined properties of Ganjiani’s model for steel HY130.

  
  130واي اچ محوري فولاد تنش سه -: نمودار كرنش شكست 16شكل

Fig. 16. The fracture strain versus stress triaxiality for steel HY130. 

   

شکل16. نمودار کرنش شکست-تنش سه‌محوری فولاد اچ‌واي 130
Fig. 16. The fracture strain versus stress triaxiality for steel HY130.
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  ]49[) مترميلي اي (ابعاد به نقطهي آزمون خمش سه : هندسه و ابعاد نمونه17شكل 

Fig. 17. The geometry of three-point bending test in millimeter [49].. 

   
  

  
  هاي الف) گنجياني ب) بونورامعادل در مدل : تغييرات كرنش  18شكل 

Fig. 18. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

  
 

  
  هاي الف) گنجياني ب) بونورا : تغييرات آسيب در مدل 19شكل 

Fig. 19. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model. 

  

شکل 17. هندسه و ابعاد نمونه‌ی آزمون خمش سه‌‌نقطه‌ای )ابعاد به میلی‌متر( ]49[
Fig. 17. The geometry of three-point bending test in millimeter [49].

شکل 18. تغییرات کرنش معادل در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 18. The contour of plastic strain in the a) Ganjiani, b) Bonora model.

شکل 19. تغییرات آسیب در مدل‌های الف( گنجیانی ب( بونورا
Fig. 19. The contour of damage in the a) Ganjiani, b) Bonora model.
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  . 130واياچ  براي فولاد يانقطهسه محوري بر حسب كرنش در فرآيند خمش : نمودار تغييرات تنش سه 20شكل 

Fig. 20. The variation of stress triaxiality during the three-point bending for steel HY130. 

   

  

  

  
  در المان بحراني ] 15[سازي مدل لمتر مقايسه با شبيه  130وايسازي فولاد اچ كرنش شبيه-ار آسيب: نمود21شكل 

Fig. 21. The curve of damage versus strain at the critical element for steel HY130 and camparison with 
the Lemaitre model [15]. 

  
 

  
نيروي تسليم   130HY ) .Pواياچ  براي فولاد  ]52[هاي تجربي  ها و مقايسه با دادهسازي مدل جايي حاصل از شبيهجابه -نمودار نيرو: 22شكل 

  )  ]52[ است  N 04 /27887اوليه و برابر  
Fig. 22. The camparison of force-displacement between simulation and the result of ref. [52] for steel 

HY130. 

 

شکل 20. نمودار تغییرات تنش سه‌محوری بر حسب کرنش در فرآیند خمش سه‌نقطه‌ای برای فولاد اچ‌واي130.
Fig. 20. The variation of stress triaxiality during the three-point bending for steel HY130.

شکل 21. نمودار آسیب-کرنش شبیه‌سازی فولاد اچ‌واي130 مقایسه با شبیه‌سازی مدل لمتر [15 ]در المان بحرانی
Fig. 21. The curve of damage versus strain at the critical element for steel HY130 and camparison with the Lemaitre 

model [15].

P نیروی تسلیم اولیه و برابر  ( .130HYشکل 22. نمودار نیرو-جابه‌جایی حاصل از شبیه‌سازی مدل‌ها و مقایسه با داده‌های تجربی ]52[ برای فولاد اچ‌واي
N 27887/04 است ]52[(

Fig. 22. The camparison of force-displacement between simulation and the result of ref. [52] for steel HY130.
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تجربی موجود در مرجع ]52[ مطابق شکل 22 مقایسه شده است. در 
N 27887/04 در  P نیروی تسلیم اولیه و برابر با  این شکل، نیروی 
آزمون خمش سه‌نقطه‌ای است ]52[. افت نیرو در انتهای نمودار ناشی 
از رشد شدید آسیب می‌باشد. تطابق خوبی بین نتایج شبیه‌سازی و 
نتایج تجربی مخصوصاً در ناحیه گلویی و نقطه شکست دیده می‌شود.

4. نتیجه‌گیری
بیان  زیر  بصورت  می‌توان  را  تحقیق  این  دستاوردهای  مهم‌ترین 

کرد.
دو مدل غیرخطی  از  استفاده  با  فلزات  الاستوپلاستیک  رفتار   ●
آسيب کوپل‌شده، گنجیانی و بنورا، با همديگر مقايسه شده‌اند. در این 
به سه‌محوری  ماده  کرنش شکست  و  آسیب  رشد  وابستگی  مدل‌ها، 

دیده شده است.
● در ابتدا مدل‌ها معرفي شده و نحوه انتگرال‌گيري عددی آنها 
در قالب كرنش‌هاي بزرگ ارائه گرديده است. الگوريتم انتگرال‌گيري 
مدل‌ها بصورت انتگرال‌گيري صريح بيان شده است. مدل‌هاي مذكور 

در قالب كد وی‌یو‌مت در نرم‌افزار آباكوس اجرا شدند. 
● کلیه جزئیات کالیبره‌کردن پارامترهای موجود در مدل‌ها ارائه 

شده است.
● برای درنظر گرفتن تاثیرات تاریخچه بارگذاری، از فرمول نرخ 

آسیب به‌جای خود آسیب استفاده شده است. 
آسیب  الاستوپلاستیک  رفتار  مدل‌ها،  مقايسه  و  ارزيابي  براي   ●
فولاد 1045، آلومینیوم 2024-تی351 و فولاد اچ‌واي 130 بررسي 
شده‌اند.  کالیبره  تجربی  داده‌های  اساس  بر  مدل‌ها  پارامترهای  شد. 
برای دو مورد اول آزمون کشش ساده و برای فولاد اچ‌واي 130 آزمون 

خمش سه‌نقطه‌ای مدل‌سازی شد. 
اساس  و  بنورا  و  گنجیانی  مدل  دو  فرمول  کاملًا  ازآنجایی‌که   ●
با هم متفاوت است، ولی این دو مدل  بدست‌آوردن آسیب در آن‌ها 
سه‌محوری  مقادیر  برای  را  سه‌محوری  به  شکست  کرنش  وابستگی 

بالای 0/33 به‌خوبی مدل‌سازی می‌کنند. 
بونورا  و  گنجیانی  آسیب  مدل‌های  كه  مي‌دهند  نشان‌  نتایج   ●
مدل‌هایی کارآمد و توانا در تحلیل رفتار آسیب مواد هستند و به خوبی 
می‌توانند رفتار آسیب در ماده مخصوصاً گلویی‌شدن را مشخص کنند. 
این مدل‌ها مزیت‌های دیگری علاوه بر کارایی نیز دارند که برای مثال 

تعداد کم ثوابت مورد نیاز آن‌ها را می‌توان نام برد. 

فهرست علائم
تانسور راست تغییرشکل کوشی-گرین 	 C

پارامتر آسیب 	 D

تانسور نرخ تغییرشکل 	 D

بخش الاستیک تانسور نرخ تغییرشکل 	 eD

بخش پلاستیک تانسور نرخ تغییرشکل 	 PD

تانسور گرادیان تغییرشکل 	 F
سطح تسلیم 	 f

تانسور گرادیان سرعت 	 L

تانسور چرخش قائم 	 R
بخش انحرافی تانسور تنش 	 S

نرخ رهاسازی انرژی کرنشی 	 Y
 ثابت ماده
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 ه شده است.ئها اراکردن پارامترهای موجود در مدلیات کالیبرهئکلیه جز •
 جای خود آسیب استفاده شده است.  هنظر گرفتن تاثیرات تاریخچه بارگذاری، از فرمول نرخ آسیب ببرای در •
مدل • مقایسه  و  ارزیابي  فولاد    الاستوپلاستیکرفتار  ها،  برای  آلومینیوم1045آسیب  فولاد    351تي-2024  ،   130وای  اچو 

اند. برای دو مورد اول آزمون کشش ساده و برای فولاد  های تجربي کالیبره شدهها بر اساس دادهبررسي شد. پارامترهای مدل
 سازی شد.  ای مدلنقطهآزمون خمش سه  130وای اچ

دل  ها با هم متفاوت است، ولي این دو مآوردن آسیب در آنبدست  اساسو    گنجیاني و بنورا  فرمول دو مدل  که کاملاً آنجایياز •
 کنند.  سازی ميخوبي مدلهب 33/0بالای  محوریسهرا برای مقادیر  محوریسهوابستگي کرنش شکست به 

د و به هایي کارآمد و توانا در تحلیل رفتار آسیب مواد هستنهای آسیب گنجیاني و بونورا مدلدهند که مدلمي  نتایج نشان •
های دیگری علاوه بر کارایي نیز  ها مزیتشدن را مشخص کنند. این مدلگلویي توانند رفتار آسیب در ماده مخصوصاًخوبي مي

 توان نام برد.  ها را مينیاز آنه برای مثال تعداد کم ثوابت مورد دارند ک

 فهرست علائم 
 گرین-کوشي تغییرشکلتانسور راست    
 پارامتر آسیب   
 تغییرشکل تانسور نرخ   

 تغییرشکلش الاستیک تانسور نرخ بخ  

 تغییرشکلبخش پلاستیک تانسور نرخ    
 تغییرشکل تانسور گرادیان   
 سطح تسلیم   
 تانسور گرادیان سرعت  
 تانسور چرخش قائم    
 تنش  بخش انحرافي تانسور   

 نرخ رهاسازی انرژی کرنشي  
 ثابت ماده   

 ثابت ماده   
 ثابت ماده   

 تنش معادل  
 الاستیسیته مدول   

 تنش میانگین  
J  ر ناپذیر سوم تانسور انحرافيتغیی  3

  تانسور تنش  
 پلاستیک مؤثرکرنش   

S0   ثابت ماده 
 ثابت ماده   

ثابت ماده 	 dK

ثابت ماده 	 dc

 تنش معادل
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 ه شده است.ئها اراکردن پارامترهای موجود در مدلیات کالیبرهئکلیه جز •
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