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ABSTRACT: Cylindrical shells are used tremendously in many engineering fields such as ships, 
submarines, and fuel tanks in airplanes. In many cases, shells are exposed to dynamic loads. One of 
the dynamic loads in shells is internal moving pressure. Analysis of cylindrical stiffened shells under 
moving internal pressure are investigated in this research. Equations of motion are based on classic 
shell theory and derived from Hamilton’s method. Boundary conditions are assumed simply support. 
Displacement components are assumed Fourie double series based on boundary conditions. Equations 
of motions are solved by Galerkin weighted functions method for calculation of natural frequency and 
dynamic response of cylindrical shells under moving internal pressure. Codes in FORTRAN are used 
to derive the natural frequency and dynamic response of cylindrical shells. Results are compared with 
other references and Abaqus software. The effect of geometrical parameters on natural frequency and 
dynamic response of cylindrical shells under moving internal pressure are investigated finally and results 
for stiffened shells and unstiffened shells with different stiffeners are compared.
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1. INTRODUCTION
Pipelines, gun barrels, and rocket launcher’s barrels are 

structures that are subjected to mobile internal pressure, 
which reinforced pipes can be used.

Hopman [1] examined the vibrations of reinforced 
cylindrical shells. He obtained the mean effect of the 
amplifiers and added them to the equation of shell vibrations 
and compared the theoretical results with his laboratory 
results. Mustafa and Ali [2] considered amplifiers as separate 
elements and extracted the equations of the kinetic and 
potential energy of shells and longitudinal and peripheral 
amplifiers separately. Rasman [3] examined the dynamic 
response of a cylindrical shell with a moving internal 
load. The load moves diagonally and with constant speed. 
Jafari and Bagheri [4, 5] calculated the natural frequencies 
of peripheral reinforced cylindrical shells by analytical, 
numerical, and laboratory methods and compared the results 
with each other. Duck and Tong [6], using first-order shear 
deformation theory and stress function with complete motion 
equations, have investigated the nonlinear dynamic response 
of functionally graded cylindrical shell. Sophie and Pasha 
[7] examined the forced vibration of the reinforced cylinder 
by carbon nanotubes under moving load. Internal pressure 
moves in a circular motion at a constant speed. 

In this research, an analytical solution for free vibrations 
and dynamic response of reinforced cylindrical shell with 

peripheral and longitudinal amplifiers separately and together, 
with simple boundary conditions undermovable internal 
pressure with a function of pressure and completely general 
velocity is presented which has not been considered before.

2.METHODOLOGY
The Hamilton method is used to obtain the equations 

of motion. Fig. 1 shows a reinforced cylindrical shell with 
stiffeners.

If the convections of 0 0 0  , ,w v u are arbitrary points on the 
shell and , ,u v w  are the convections of interlay of the shell, 
their geometric relationship is as follows

0 ,xu u zw= −

0ö w,a z zv v
a a
+

= −
 

(1)

0w w=

Equations of motion are obtained using the Hamilton 
method with the help of strain and kinetic energies of shell 
and stiffeners.

The moving internal pressure is as follows

( ) ( ) ( )( )0, Uq x t p t x t x= −
 

(2)
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Properties and geometry of shell and stiffeners are in 
Tables 1 and 2.

The behavior of moving pressure in cylindrical shell are 
shown in Figs. 2 and 3

Dynamic solutions are obtained by placing pressure in the 
equations of motion and solving it using the Galerkin method.

3. RESULTS AND DISCUSSION
The results are compared with the results of Abacus 

software and are closely related to each other. The radial 
conventions are examined as shown in Fig. 4.

 

  
 

 

Fig. 1. The geometry of shell and stiffeners 

   

Fig. 1. The geometry of shell and stiffeners

Table 1. Geometry and properties of shells 
 

Length 

(m)  

Radial 

(m)  

Thickness 

(m)  

E 

 GPa  


 3kg / m    

1.5 0.05 0.007 207 7770 0.3 

 
  

Table 1. Geometry and properties of shells
 

Table 2. Geometry and properties of stiffeners 
 

Height 

(m)  

Width 

(m)  

E 

 GPa  

  

 3kg / m    

0.01 0.007 207 7770 0.3 

 
 

Table 2. Geometry and properties of stiffeners

 
Fig. 2. The situation of internal pressure in the cylinder 
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Fig. 2. The situation of internal pressure in the cylinder

 

 
Fig. 3. Pressure diagram in terms of time 
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Fig. 3. Pressure diagram in terms of time

4. CONCLUSION
Rings are effective in reducing the radial convections of 

cylindrical shells under internal moving load and have little 
effect on longitudinal convections. Stringers have little effect 
on radial convection and are effective in reducing longitudinal 
convection. The effect of rings toward the increase in 
thickness is greater than reducing radial convections and the 
effect of stringers toward the increase in thickness is greater 
than reducing longitudinal convections. For each point of the 
cylinder, the radial convection is approximately zero until 
the internal moving pressure is applied to that point, and as 
soon as the moving pressure reaches that point, the radial 
displacement immediately increases and then follows the 
deformation pattern to its previous points.
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Fig. 4. Analysis of the effect of different types of stiffener on the radial convection of the cylindrical shell 
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تحلیل دینامیکی پوسته های استوانه ای تقویت شده تحت فشار داخلی متحرک

رضا عرب، حسین لکزیان*

مجتمع دانشگاهی مواد و فناوری های ساخت، دانشگاه صنعتی مالک اشتر، تهران، ایران

خلاصه: پوسته های استوانه ای تقویت شده کاربرد فراوانی در بسیاری از شاخه های مهندسی از قبیل کشتی ها، زیردریایی و 
مخازن سوخت هواپیما  دارد. در اکثر این موارد پوسته تحت بارهای دینامیکی قرار می گیرد. یکی از بار های دینامیکی که 
می تواند به این پوسته ها وارد شود فشار داخلی متحرک می باشد. تحلیل پوسته استوانه ای تقویت شده تحت فشار داخلی 
متحرک در این پژوهش مورد مطالعه قرار گرفته است. معادلات حرکت بر اساس تئوری کلاسیک پوسته  با استفاده از 
روش همیلتون استخراج شده اند. شرایط مرزی پوسته دو سر ساده در نظر گرفته شده است. مؤلفه های جابه جایی با توجه 
به شرایط مرزی به صورت بسط سری فوریه دوگانه نوشته شده اند. برای بدست آوردن فرکانس طبیعی و پاسخ پوسته 
استوانه ای تحت بارگذاری متحرک داخلی معادلات حرکت با استفاده از روش توابع وزنی گالرکین حل شد ه اند. برای 
به دست آوردن فرکانس های طبیعی و پاسخ زمانی پوسته کدهایی به زبان فرترن نوشته شد ه اند و نتایج با پاسخ مراجع دیگر 
و پاسخ نرم افزار آباکوس مقایسه شده اند و در نهایت تأثیر پارامترهای هندسی بر فرکانس های طبیعی و پاسخ زمانی پوسته 
استوانه ای تقویت شده تحت فشار داخلی متحرک بررسی شده است و نتایج برای پوسته تقویت نشده و پوسته تقویت شده 

با تقویت کننده های مختلف مقایسه شده اند.
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1- مقدمه 
خطوط لوله، لوله های اسلحه و لوله های پرتاب موشک سازه هایی 
می توان  که  می گیرند  قرار  متحرک  داخلی  فشار  تحت  که  هستند 
سازه ها  این  دینامیکی  رفتار  شود.  استفاده  نیز  شده  تقویت  لوله  از 
آزاد  ارتعاشات  می باشد.  فراوانی  بررسی های  و  تحقیقات  نیازمند 
پوسته های استوانه ای تقویت شده و حل دینامیکی پوسته استوانه ای 

در پژوهش های قبلی صورت گرفته که به آنها اشاره می شود.
هوپمان ]1[ ارتعاشات پوسته های استوانه ای تقویت شده متعامد 
را مورد بررسی قرار داد. او میانگین اثر تقویت کننده ها را به دست آورد 
نتایج  با  را  تئوری  نتایج  و  نمود  اضافه  پوسته  ارتعاشات  معادله  و در 
آزمایشگاهی خود مقایسه کرد. گلتلی ]2[ معادلات انرژی پتانسیل و 
انرژی جنبشی پوسته و تقویت کننده های محیطی را به صورت مجزا 

بدست آورد و از روش انرژی فرکانس های طبیعی را به دست آورد. 
تقویت کننده ها  تأثیر  از  میانگین گیری  با  المن ]3[  میکولاس و مک 
پوسته های  طبیعی  فرکانس های  بدست آوردن  برای  صریح  رابطه ای 
تقویت شده طولی، محیطی و متعامد بدست آوردند. تانگ ]4[ اولین 
داد.  ارائه  را  متحرک  بار  به  لوله  الاستیک  پاسخ  برای  جامع  تئوری 
مدلی برای پیش بینی رفتار پوسته چدار نازک درنظر گرفت و از تئوری 
پوسته جدار نازک استفاده نمود. ایگل و سیوال ]5[ تقویت کننده ها 
را  فرکانس های طبیعی  و  نظر گرفتند  در  المان ها مجزا  عنوان  به  را 
با  استوانه ای  پوسته  دینامیکی  پاسخ   ]6[ راسمن  کردند.  محاسبه 
بارگذاری داخلی متحرک بررسی نمود. بارگذاری به صورت مورب و 
با سرعت ثابت حرکت می کند. ابتدا ارتعاشات آزاد پوسته را بررسی 
فرکانس های طبیعی حل  و  آنالیز مودال  از  استفاده  با  کرد و سپس 
دینامیکی برای پوسته را ارائه نمود. دوبینز ]7[ بارگذاری استاتیکی و 
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دینامیکی بر روی صفحه را بررسی نمود. ابتدا فرکانس های طبیعی را 
به دست آورد و از آن برای پاسخ زمانی استفاده نمود.شیوا کاوا ]8[ 
حل پاسخ دینامیکی برای پوسته استوانه با بارگذاری نقطه ای متحرک 
را ارائه نمود. ابتدا فرکانس های طبیعی پوسته را به دست آورد و در 

آخر به حل دینامیکی پوسته برای بارگذاری متحرک پرداخت.
 سدربام و هلر ]9[ تحلیل دینامیکی برای پوسته استوانه ای تحت 
یک خط  به صورت  دینامیکی  بارگذاری  نمودند.  ارائه  دینامیکی  بار 
از  استفاده  با  حرکت  معادلات  داشتن  با  می باشد.  استوانه  طول  در 
روش گالرکین ارتعاشات آزاد پوسته بررسی شده و با استفاده از آنالیز 
مودال و بهره گیری از فرکانس های طبیعی حل دینامیکی انجام شده 
المان های  عنوان  به  را  تقویت کننده ها  علی  ]10[  و  مصطفی  است. 
مجزا درنظر گرفتند و معادلات انرژی های جنبشی و پتانسیل را برای 
پوسته ها و تقویت کننده های طولی و محیطی به طور مجزا استخراج 
نمودند، در این معادلات اینرسی انتقالی پوسته و تقویت کننده ها در سه 
جهت و اینرسی چرخشی تقویت کننده ها در تابع انرژی وارد شده اند.

استوانه ای  پوسته  دینامیکی  پاسخ  و  آزاد  ارتعاشات   ]11[ لی  و  لی 
کامپوزیتی تحت بار ضربه ای را مورد مطالعه قرار دادند. تکیه گاه را به 
صورت استوانه دو سر ساده در نظر گرفتند. برای حل تحلیلی از روش 
آزاد  ارتعاشات  از حل  ابتدا  که  به طوری  استفاده شده  مودال  آنالیز 
فرکانس های طبیعی را به دست آورده و به کمک آنها و آنالیز مدال 
پاسخ دینامیکی پوسته را تحت بارگذاری ضربه ای به دست آورد.وانگ 
و همکاران ]12[ معادلات انرژی پوسته و تقویت کننده های محیطی را 
از تحقیقات پیشین استخراج نمودند و با به کارگیری اصل همیلتون و 
اعمال روش ریتز، معادلات حرکت و در نهایت فرکانس های طبیعی را 
نیز محاسبه نمودند. برخلاف تحقیقات انجام شده قبلی، در این تحقیق 
توزیع موقعیت مکانی و توزیع فاصله خارج از مرکزی تقویت کننده ها 

به طور دلخواه و غیریکنواخت در نظر گرفته شده است.
 روتولو ]13[ مقایسه ای بین انواع تئوری های پوسته های نازک که 
در تحقیقات پیشین به کار برده شده است انجام داد. ژائو و لیو ]14[ 
تحلیل ارتعاشی پوسته های استوانه ای چندلایه ای دوار با تکیه گاه ساده 
و تقویت کننده های طولی و محیطی را با استفاده از روش انرژی انجام 
اثر تقویت کننده ها به دو روش مدل سازی شده است. یک بار  دادند. 
روش متوسط گیری و بار دیگر روش المان مجزا استفاده شده است. 
جعفری و باقری ]15 و 16[ فرکانس  های طبیعی پوسته های استوانه ای 

آزمایشگاهی  و  تحلیلی، عددی  با روش های  را  تقویت شده محیطی 
محاسبه کردند و نتایج حاصل را با یکدیگر مقایسه نمودند. همچنین 
ارتعاشات آزاد پوسته های استوانه ای تقویت شده تحت نیروی محوری 
آزاد  ارتعاش  بررسی کردند. خلیلی و همکاران ]17[  و فشار داخلی 
واجباری پوسته های استوانه ای کامپوزیتی را تحت بار ضربه ای بررسی 
کردند. معادلات تعادل با روش گلرکین به دست آمده و در آخر اثر 
جهت الیاف و پارامترهای هندسی بر پاسخ زمانی پوسته بررسی شده 
است. سوفیه ]18[ حداکثر جابجایی های استاتیکی و دینامیکی پوسته 
بارهای محوری  تابعی1 طویل تحت  استوانه ای مواد طبقه بندی شده 
و فشار داخلی متحرک با سرعت ثابت را ارائه نموده و تأثیر هندسه 
پوسته و سرعت بار متحرک بر رفتار پوسته را بررسی کرده است.دانگ 
و نام ]19[ حل تحلیلی دینامیکی پوسته های استوانه ای مدرج تابعی 
تحت فشار خارجی احاطه شده توسط بستر الاستیک با تقویت کننده 
فلز را انجام داده اند.میرزایی و همکاران ]20[ مجموعه ای از راه حل های 
تحلیلی برای پاسخ الاستو دینامیک گذرا از لوله های استوانه ای تحت 
فشار در حال حرکت با پروفیل خاص را مرد بررسی قرار دادند.یانگ 
ارتعاشی پوسته های استوانه ای  و همکاران ]21[ جهت بررسی رفتار 
ساندویچی، آنالیز مودال تحت شرایط مرزی دو سر آزاد انجام دادند و 
جهت پیش بینی دَمپینگ سازه از روش انرژی کرنشی به همراه مدل 
المان محدود استفاده نمودند. داک و تانگ ]22[ با استفاده از تئوری 
کامل  معادلات  همراه  به  تنش  تابع  و  اول  مرتبه  برشی  تغییر شکل 
استوانه ای  پوسته های  غیر خطی  دینامیکی  پاسخ  بررسی  به  حرکت 
مدرج تابعی تقویت شده پرداخته اند. کینا و همکاران ]23[ با استفاده 
از روش آنالیز هندسی به بررسی رفتار ارتعاشی پوسته های استوانه ای 
برشی  تغییر شکل  تئوری  از  این منظور  به  او  پرداخت.  تقویت شده 
عددی  حل  یک   ]24[ همکاران  و  نمود.حسرتی  استفاده  اول  مرتبه 
ارائه  آزاد و اجباری غیر خطی پوسته های استوانه ای  ارتعاشات  برای 
از  براساس اصل همیلتون و گسسته سازی  نموده اند.معادلات حرکت 
برای  فرکانسی  پاسخ  و  آمده  به دست  تعمیم یافته  دیفرانسیل  روش 
پارامترهای  تأثیر  درآخر  و  است  شده  ارائه  مختلف  مرزی  شرایط 

هندسی بر رفتار ارتعاشی غیر خطی پوسته را بررسی کرده اند.
متقارن  استوانه  برای  دینامیکی  پاسخ   ]25[ همکاران  و  آرزم 
بارگذاری  کردند.  بررسی  متحرک  خارجی  بارگذاری  تحت  محوری 

1   Functionally Graded Material (FGM)
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نتایج  با  را  زمانی  پاسخ  آخر  در  و  می کند،  حرکت  ثابت  سرعت  با 
ارتعاش اجباری استوانه  تجربی مقایسه نمودند. سوفیه و پاشا ]26[ 
تقویت شده توسط نانولوله های کربنی تحت بار متحرک بررسی کردند. 
می کند.  حرکت  ثابت  سرعت  با  و  حلقوی  صورت  به  داخلی  فشار 
خواص مکانیکی تقویت کننده های کربنی به صورت خطی در راستای 
ضخامت متغیر می باشد. تأثیر هندسه، سرعت بار داخلی و نحوه توزیع 
خواص مکانیکی تقویت کننده ها بر پاسخ دینامیکی بررسی شده است. 
دینامیکی  پاسخ  برای  تحلیلی  راه حل های   ]27[ میرزایی  و  رمضانی 
گذرای پوسته های استوانه ای ضخیم تحت فشارهای داخلی متحرک  
منفرد و پی در پی ارائه کردند. نتایج برای شرایط مرزی دو سر ساده 
و  تجربی  نتایج  با  نتایج  آخر  در  است.  شده  بیان  گیردار  سر  دو  و 
شبیه سازی المان محدود مقایسه شده اند. ایپک چی و محبوبی ]28[ 
روش ریاضی برای مطالعه رفتار ارتعاشی پوسته استوانه ای کامپوزیتی 
تحت فشار داخلی متحرک ارائه کرده اند. پوسته شامل سه لایه است 
که در آن لایه های داخلی و خارجی دارای خواص ایزوتروپیک می باشد 
و  فرکانس طبیعی  است.  منفی  پواسون  نسبت   دارای  میانی  لایه  و 
با  نتایج  تحلیلی  روش  تأیید  برای  است.  شده  ارائه  دینامیکی  پاسخ 

نتایج اجزای محدود مقایسه شده اند.
پاسخ  و  آزاد  ارتعاشات  برای  تحلیلی  حل  یک  پژوهش  این  در 
دینامکی پوسته استوانه ای تقویت شده با تقویت کننده های محیطی و 
طولی به صورت جدا و همراه باهم با شرایط مرزی دو سر ساده تحت 
فشار داخلی متحرک با تابع فشار و سرعت کاملًا عمومی ارائه شده که 

قبلًا مورد توجه نبوده است.

2- معادلات حرکت 
از روش همیلتون استفاده  برای به دست آوردن معادلات حرکت 
تقویت  با  همراه  شده  تقویت  استوانه ای  پوسته   1 درشکل  می شود. 
کننده ها نشان داده شده است. همان طور که در شکل دیده می شود 
t است و ارتفاع و عرض رینگ و استرینگر به ترتیب  ضخامت پوسته 

sb نشان داده شده است. sd و  rb و rd و  با 
 ( ), ,  x y z راستاهای در  جابجایی ها  ترتیب  به   ( ), ,u v w
است.  شده  داده  نشان  شکل  در  هستند  استوانه ای  مختصات  که 
و  باشد  پوسته  روی  دلخواه  ,   نقطه ای  ,w v u0 0 0 اگرجابجایی های
, جابجایی های لایه میانی پوسته باشند ارتباط هندسی آنها  ,u v w

به صورت زیر می باشد.

  

3 
 

(1)0 0 φ,       w,x
a z zu u zw v v

a a
+

= − = − 

0w w= 

شود.صورت زیر محاسبه می نیز بههای متناظر کرنش   
 

( )x 0 φ 0 φ 0
1ε   ,           ,xu v w

a z
= = +

+
)2(

φ 0 0 φ
1, ,x xv u

a z
  = + + 

 

 
 

 آیند. به صورت زیر به دست می  هاتنش ای،صفحه  تنش و کرنشبا استفاده از رابطه بین 
 
 

(3)
( )

( )

x x φ2

φ φ2

σ ε ν      
1 ν

σ ε νε
1 ν x

E

E

= +
−

= + +
−

 

 

( )xφ φσ
2 1 ν x

E 


=
+

 

 
 

 .10 شودپوسته به صورت زیر تعریف می نیزانرژی کرنشی
 
 

(4)( )
22

x x φ φ xφ φ φ
0 0

2

1 (σ ε σ ε σ ε ) 
2

t
l

c x x z
t

u d da z d


−

= + + +   

 
 

 شود. های جابجایی انرژی کرنشی پوسته به صورت زیر حاصل مینمیداها بر حسب ها بر حسب کرنش و کرنشبا جایگذاری تنش
 
 
 

 )1(

 کرنش های متناظر نیز به صورت زیر محاسبه می شود.
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با استفاده از رابطه بین تنش و کرنش صفحه ای، تنش ها به صورت 
زیر به دست می آیند.

  

   
  ]10[ هاهندسه پوسته و تقويت كننده: 1شكل 

Fig. 1. Geometry of shell & stiffeners  
 

   

شکل 1. هندسه پوسته و تقویت کننده ها ]10[
Fig. 1. Geometry of shell & stiffeners
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انرژی کرنشی نیز پوسته به صورت زیر تعریف می شود ]10[.
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حسب  بر  کرنش ها  و  کرنش  حسب  بر  تنش ها  جایگذاری  با 
حاصل  زیر  صورت  به  پوسته  کرنشی  انرژی  جابجایی  میدان های 

می شود.
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در   رابطه بین جابجایی های تقویت کننده محیطی 1که بافاصله 

در راستای شعاعی از صفحه میانی است با   z راستای طولی و فاصله 
جابجایی های صفحه میانی به صورت زیر می باشد.

  

5 
 

 
جابجایی بین  بافاصله  1محیطی کننده  تقویتهای  رابطه  وکه  طولی  راستای  میانی  z فاصله    در  صفحه  از  شعاعی  راستای  با  است  در 

 باشد. های صفحه میانی به صورت زیر میجابجایی
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 .شوداز رابطه زیر حاصل مینیزکرنش محیطی تقویت کننده محیطی 
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باشد  امین المان در نظر گرفته شده رینگ میkمساحت  rkdAآید. که در آن  رینگ به صورت زیر به دست می kانرژی کرنشی کل برای 
)و   )rk

GJ  سفتی پیچشیk10 باشدامین رینگ می. 
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 آید. به صورت زیر به دست میهای محیطی کنندهتویتقانرژی کرنش ( 8( در رابطه )7از رابطه )کرنش محیطی با جایگذاری 
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کرنش طولی تقویت کننده طولی1 نیزاز رابطه زیر حاصل می شود.
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تقویت کننده های طولی به صورت زیر تعریف می شود [10].
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انرژی جنبشی تقویت کننده های محیطی را می توان به صورت زیر 
نوشت [10].
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را نیز می توان به صورت   انرژی جنبشی تقویت کننده های طولی 

زیر نوشت [10].
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 .شوندگیری روش همیلتون معادلات حرکت به صورت زیر ظاهر میکاربه
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 .10توان به صورت زیر نوشت می نیزرا طولی هایکنندهتقویت انرژی جنبشی 
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 آید. به صورت زیر به دست می طولی های کنندهتقویت انرژی جنبشی  در انتگرال فوق ( 10) با جایگذاری معادلات
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( راستای ضخامت و معادلات )5اگر معادله  )  گیری شود ضرایبانتگرال  ها کنندهتقویتحول مساحت     ( 13( و )9( در  )c c1 ظاهر    34
پیوست.  شوندمی )  ( اندشدهآورده    1  )در  معادله  اگر  )15و  معادلات  و  ضخامت  راستای  در   )17( و  حول19(  تقویت  (  ها  هندکنمساحت 

)گیری شود ضرایب انتگرال  )h h1 )(. اگر  اندشدهآورده    1  )در پیوست  شوند.ظاهر می  23 ),q x t    باشد، با  در راستای شعاعی  خارجیبار
 .شوندگیری روش همیلتون معادلات حرکت به صورت زیر ظاهر میکاربه
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اگر معادله )5( در راستای ضخامت و معادلات )9( و )13(  حول 
) ظاهر  )c c…1 34 مساحت تقویت کننده ها انتگرال گیری شود ضرایب 
می شوند. )در پیوست 1 آورده شده اند( و اگر معادله )15( در راستای 
تقویت کننده ها  مساحت  حول   )19( و   )17( معادلات  و  ضخامت 
) ظاهر می شوند. )در پیوست  )h h…1 23 انتگرال گیری شود ضرایب
) بار خارجی در راستای شعاعی باشد،  ),q x t 1 آورده شده اند(. اگر 
ظاهر  زیر  صورت  به  حرکت  معادلات  همیلتون  روش  به کار گیری  با 

می شوند.
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 .10توان به صورت زیر نوشت می نیزرا طولی هایکنندهتقویت انرژی جنبشی 
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)ارتعاشات آزاد بدون در نظر گرفتن ),q x t که  های جابجایی به صورت زیردر راستای شعاعی و با در نظر گرفتن میدان نیروی خارجی
 کند قابل حل استشرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده را ارضا می
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)ارتعاشات آزاد بدون در نظر گرفتن ),q x t که  های جابجایی به صورت زیردر راستای شعاعی و با در نظر گرفتن میدان نیروی خارجی
 کند قابل حل استشرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده را ارضا می
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) نیروی خارجی در  ),q x t ارتعاشات آزاد بدون در نظر گرفتن 
راستای شعاعی و با در نظر گرفتن میدان های جابجایی به صورت زیر 
که شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده را ارضا می کند قابل حل است.
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ωπ ϕ
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به  و  حرکت  معادلات  در  جابجایی  میدان های  جایگذاری  با 
کار گیری روش گلرکین ماتریس ضرایب به صورت زیر ظاهر می شود.

2 2
11 11 12 13 13

2 2
12 22 22 23 23

2 2 2
13 13 23 23 33 33

mn

mn

mnmn

K M K K M A
K K M K M B

K M K M K M C

ω ω
ω ω

ω ω ω

 − −  
   − − ×   
   − − −   

)24(

mnB و  mnA و  برای داشتن یک حل غیربدیهی از ضریب های 
mnC  دِترمینان ماتریس ضرایب آن ها برابر با صفر قرار داده می شود 

در   ijM و   ijK )ضرایب  می آیند.  به دست  فرکانس های طبیعی  و 
پیوست 2 آورده شده اند.(

3- فشار داخلی متحرک و حل دینامیکی
همانطور که در شکل 2 مشاهده می شود فشار داخلی به صورتی 
می باشد که با گذشت زمان از ابتدای استوانه شروع شده و در پایان 
زمان تمام استوانه تحت فشار قرار می گیرد. بنابراین برای تعریف آن 

از تابع پله استفاده می شود.
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( ) ( ) ( )( )0, Uq x t p t x t x= −  )25(

راستای  در  نیز  خارجی  نیروی   ( ),q x t دینامیکی  حل  برای 
به  جابجایی  میدان های  و  شده  آورده  حرکت  معادلات  در  شعاعی 

صورت زیر در نظر گرفته می شوند.
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اگر فشار داخلی به  صورت سری دوبل فوریه در نظر گرفته شود 
)متناظر با جابجایی در نظر گرفته شده در راستای شعاعی( به صورت 

زیر نوشته می شود.
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∫

 همان طور که مشاهده می شود حل دینامیکی برای مُد محیطی 
n=0 انجام می شود. برای مُد محیطی n=0 میدان جابجایی محیطی 

و   )30( معادلات  به صورت   حرکت  معادلات  بنابراین  می باشد  صفر 
)31( کاهش می یابد.
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)31(( ) ( )7 15 232  ,h h h w a q x t+ + + −



توابع جابجایی نیز برای مُد محیطی n=0 به صورت رابطه )32( 
در نظر گرفته می شود.
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  فشار داخلي متحرك  :2شكل

Fig. 2. Moving internal pressure  
 

   

شکل2. فشار داخلی متحرک
Fig. 2. Moving internal pressure
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راست  سمت  گالرکین  روش  و   )32( معادلات  از  استفاده  با 
تساوی های معادلات حرکت )30( و )31( که شامل مشتقات زمانی 

هستند به صورت روابط )33( و )34( به دست می آید.
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) می باشد سمت  ) ie m t
mT t ω= 0

0 با کمک حل ارتعاشات آزاد که 
چپ معادلات حرکت )30( و )31( نیز به صورت رابطه )35( و )36( 

حاصل می شود.
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و  سازی  ،ساده  حرکت  معادلات  راست  و  چپ  سمت  تساوی  با 
جمع آنها با یکدیگر معادله دیفرانسیل زیر حاصل می شود. )

در پیوست 3 آورده شده است.(

( ) ( ) ( )2
0 0 0m m mT t T t G tω+ =



 )37(

( )
( ) ( )0 0

0
0

2  1 m

m
m

a mCos x t p t C
m lG t

Z

π
π
  −     =  )38(

انتگرال  و  تبدیل لاپلاس1  از   )37( دیفرانسیل  معادله  برای حل 
کانولوشن2 استفاده شده و حاصل به صورت زیر است. 
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) بیانگرموقعیت فشار داخلی بر حسب زمان می باشد. )x t0 تابع 
زمان می باشد.  بر حسب  داخلی  فشار  مقدار  بیانگر   ( )p t تابع 

) به صورت زیر در نظر گرفته شده است.  )x t0 همچنین تابع 
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) به صورت زیر در نظر گرفته شده است.  )p t و 
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که نمودار آن ها در شکل 3 آورده شده است.
) به صورت سری فوریه زیر  )p t برای حل انتگرال معادله )39( 

در نظر گرفته می شود.
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1  Laplace transform
2  Convolution integral
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این   به  است.  شده  تقسیم  خطی  تابع  یکصَد  به  نیز   ( )x t0 و 
 ( )x t0 ترتیب این حل به صورت عمومی برای هر بارگذاری با توابع
فوریه  سری   که  صورت  این  به  است  شده  ارائه  مختلف  و 
) به چند تابع خطی تقسیم شود و در  )x t0 ) محاسبه شده و )p t
به صورت زیر  انتگرال معادله )39(  بنابراین  روابط جایگذاری شوند. 
حاصل می شود و با استفاده از نرم افزار میپل1 قابل محاسبه است )

mω فرکانس طبیعی متناظر می باشد(. 0
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حاصل این انتگرال به صورت زیرخواهد بود. 
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C/ن نمودار فشار بر حسب زما (الف) :3شكل 2 0 002 /C 1 0 0007 /st 0 004 6�710  = 𝒇𝒇  (ب)ه  موقعيت فشار داخلي در استوان
/t 0 0 012b 0 200/a 0 1 5  

Fig. 3. (a) Pressure diagram in terms of time C2=0.002 C1= 0.0007, ts=0.004, f=6×107 (b) The 
situation of internal pressure in the cylinder t0=0.012, b0=200, a0=1.5 
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Fig. 3. (a) Pressure diagram in terms of time C2=0.002 C1= 0.0007, ts=0.004, f=6×107 (b) The situation of internal pressure 
in the cylinder t0=0.012, b0=200, a0=1.5
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4- نتایج و تحلیل آن
حل  بررسی  برای  و   M 1 مدل  آزاد،  ارتعاشات  بررسی  برای 
M در جدول1 آورده شده اند.  4 M  و  3  ،  M 2 دینامیکی مدل های
حل  از  آمده  دست  به  طبیعی  فرکانس های  از  برخی   2 جدول  در 
روش  از  آن  در  که   [15] مرجع  نتایج  با   M 1 مدل  برای  تحلیلی 
ریتز برای حل ارتعاشات آزاد استفاده شده است و نتایج مدل سازی 

آباکوس1 مقایسه شده است.
حل دینامیکی این مسئله با کُد نویسی زبان فرترن انجام شده و 
برای صحت سنجی با نتایج مدل شبیه سازی شده در نرم افزار آباکوس 

1  ABAQUS

Table 1. Geometry and properties of shells and stiffeners    
  ها : هندسه و خواص پوسته و تقويت كننده1جدول

 واحد  پارامتر
  
M 1  
  

  
 M 2  

  
 M 3 M 4 

  m 39446/0  5/1  5/1  5/1 طول 
  m 049758/0 05/0  05/0  05/0 شعاع

  m 001651/0  007/0 007/0  007/0 ضخامت 
  GPa 95/68  207  207  207مدول يانگ 

  kg/m3 2762 7770  7770 7770چگالي
  3/0  3/0  3/0  3/0 -------پواسونضريب 

  rd  m 00533/0  01/0  _  01/0ارتفاع تقويت كننده محيطي 
  rb  m 003175/0  007/0 _  007/0عرض تقويت كننده محيطي  

  sd    m _ _ 01/0  01/0ارتفاع تقويت كننده طولي 
  sb  m _ _ 007/0  007/0عرض تقويت كننده طولي  
  9  0  14  19  تعداد تقويت كننده محيطي 
  9  9  0 0 تعداد تقويت كننده طولي

 
  

جدول1. هندسه و خواص پوسته و تقویت کننده ها
Table 1. Geometry and properties of shells and stiffeners
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Table 2. Comparison of natural frequencies of M1 stiffened shell with nineteen rings, with reference 
[15] and Abacus results

Mمدل   شدههاي طبيعي پوسته تقويت: مقايسه فركانس2جدول  و نتايج ]15[  كننده محيطي با مرجعبا نوزده تقويت 1
  آباكوس 
M 1  

m n 
حل 

 تحليلي 
مرجع[15]

 
 خطا % آباكوس

[15] 
 خطا%

 (آباكوس)

1 21556156415025/0  3 
34357438842327/0  9/2  

2 22123 211820802/0  2 
34349440042261 9/2  

3 
23397 340933433/0  6/1  
34567460744598/0  4/1  
482758449- 2 - 

 

M با نوزده تقویت کننده محیطی با مرجع [15] و نتایج آباکوس 1 جدول2. مقایسه فرکانس های طبیعی پوسته تقویت شده مدل 
Table 2. Comparison of natural frequencies of M1 stiffened shell with nineteen rings, with reference [15] and Abacus results

 
 (a) )الف(

  

 
 (b) )ب(

  
   (c)  (ج)                                                                                                             

استوانه تقويت شده بين نتيجه تحليلي و نتيجه حاصل از نرم  از ابتداي متر  0/ 12به فاصله   يانقطهمقايسه جابجايي شعاعي در : 4شكل
نه  با 4Mمدل  (ج)  نه تقويت كننده طولي با 3Mمدل   (ب) كننده محيطيبا چهارده تقويت  2Mمدل  براي (الف)  افزار آباكوس

 نه تقويت كننده محيطي كننده طولي و تقويت 
Fig. 4. Comparison of radial convection at a point with a distance of 0.12 (m) from the 

beginning of the reinforced cylinder, between the analytical result and the result obtained from 
ABAQUS software for (a) model M2 with fourteen rings(b) model M3 with nine stringers(c) 

Model M4 with nine stringers  and nine rings
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شکل4. مقایسه جابجایی شعاعی در نقطه ای به فاصله 0/12 متر از ابتدای استوانه تقویت شده بین نتیجه تحلیلی و نتیجه حاصل از نرم افزار آباکوس برای 
4M با نه تقویت کننده طولی و نه تقویت کننده محیطی 3M با نه تقویت کننده طولی )ج( مدل  2M با چهارده تقویت کننده محیطی )ب( مدل  )الف( مدل 

Fig. 4. Comparison of radial convection at a point with a distance of 0.12 (m) from the beginning of the reinforced cylin-
der, between the analytical result and the result obtained from ABAQUS software for (a) model M2 with fourteen rings(b) 

model M3 with nine stringers(c) Model M4 with nine stringers  and nine rings

مقایسه شده است. مدل استفاده شده در نرم افزار آباکوس به صورت 
سابروتین  از  متحرک  داخلی  فشار  شبیه سازی  و برای  بوده  پوسته1 

1   Shell

نویسی 2استفاده شده است. 
آباکوس  نتایج  با  تحلیلی جابجایی شعاعی  نتایج حل  در شکل4  

2   Vdload
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 (b)ب)   (a) )الف(

 
  (c)ج) 

استوانه تقويت شده بين نتيجه تحليلي و نتيجه حاصل از نرم افزار  از ابتداي متر  0/ 12به فاصله  يانقطهمقايسه جابجايي طولي در : 5شكل
ه تقويت  با ن4Mُمدل  طولي (ج)  ه تقويت كننده با نُ 3Mمدل (ب)  با چهارده تقويت كننده محيطي 2Mمدل   براي (الف) آباكوس

  تقويت كننده طوليه و نُ  كننده محيطي 
Fig. 5. Comparison of longitudinal convection at a point with a distance of 0.12 (m) from the 

beginning of the reinforced cylinder, between the analytical result and the result obtained from 
ABAQUS software for (a) model M2 with fourteen peripheral amplifiers (b) model M3 with 

nine Longitudinal amplifier (c) Model M4 with nine longitudinal and nine Longitudinal 
amplifier
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برای مُدل های ذکر شده آورده شده است. جابجایی شعاعی پوسته در 
نقطه ای به فاصله 0/12 متر از ابتدای پوسته برای استوانه تقویت شده 
طولی  تقویت کننده  با  تقویت شده  استوانه  محیطی،  تقویت کننده  با 
که  شده اند  آورده  تقویت کننده  نوع  دو  هر  با  تقویت شده  استوانه  و 
تطابق قابل قبولی با نتایج آباکوس دارند. همانطور که مشاهده می شود 
مشابه نمودار فشار نسبت به زمان که در لحظه 4 میلی ثانیه بیشترین 
مقدار را دارد بیشترین جابجایی شعاعی نیز در این زمان رخ می دهد. 
همچنین در موقعیت 0/12 متر از ابتدای استوانه، تقریباً می توان گفت 
از آغاز نمودار فشار نسبت به زمان در معرض فشار قرار می گیرد یعنی 

فرآیند تحت  پایان  تا  آغاز  لحظه  از  استوانه  ابتدای  از  فاصله  این  در 
فرآیند  ابتدای  از  جلوتر  نقاط  که  صورتی  در  دارد  قرار  داخلی  فشار 
تحث فشار داخلی قرار ندارند و با گذشت زمان فشار داخلی متحرک 

به نقاط جلوتر می رسد.
در شکل 5 نتایج حل تحلیلی جابجایی طولی  با نتایج آباکوس 
برای مدل های ذکر شده آورده شده است. جابجایی طولی پوسته در 
تقویت  استوانه  برای  پوسته  ابتدای  از  متر   0/12 فاصله  به  نقطه ای 
تقویت کننده  با  تقویت شده  استوانه  محیطی،  تقویت کننده  با  شده 
طولی و استوانه  تقویت شده با هر دو نوع تقویت کننده آورده شده اند. 

شکل5. مقایسه جابجایی طولی در نقطه ای به فاصله 0/12 متر از ابتدای استوانه تقویت شده بین نتیجه تحلیلی و نتیجه حاصل از نرم افزار آباکوس برای 
با نهُ تقویت کننده محیطی و نهُ تقویت کننده طولی 4M 3M با نهُ تقویت کننده طولی )ج( مدل  2M با چهارده تقویت کننده محیطی )ب( مدل )الف( مدل 

Fig. 5. Comparison of longitudinal convection at a point with a distance of 0.12 (m) from the beginning of the reinforced 
cylinder, between the analytical result and the result obtained from ABAQUS software for (a) model M2 with fourteen 
peripheral amplifiers (b) model M3 with nine Longitudinal amplifier (c) Model M4 with nine longitudinal and nine Lon-

gitudinal amplifier
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همانطورکه مشاهده می شود مشابه نمودار فشار نسبت به زمان که در 
لحظه 4 میلی ثانیه بیشترین مقدار را دارد بیشترین جابجایی طولی 
می شود  باعث  متحرک  داخلی  فشار  می دهد.  رخ  زمان  این  در  نیز 
که جابجایی شعاعی مقداری مثبت و جابجایی طولی مقداری منفی 
داشته باشد یعنی فشار داخلی متحرک در راستای طولی موجب جمع 

شدن پوسته استوانه ای می شود.
با استفاده از رابطه های )2( و )3( تنش محیطی پوسته تقویت شده 
قابل محاسبه است. در شکل 6 مقایسه نتیجه تحلیلی و نتیجه حاصل 
از نرم افزار آباکوس برای تنش محیطی  نقطه ای به فاصله 0/12 متر 
از ابتدای استوانه  برای پوسته تقویت شده با نهُ تقویت کننده محیطی 
آورده شده است. تنش محیطی  M 4 نهُ تقویت کننده طولی مدل  و 
نیز مانند نمودار فشار-زمان، تا زمان 4 میلی ثانیه روند صعودی دارد و 
تقریباً به مقدار  400 مِگا پاسکال نزدیک می شود و با گذشت از این 
لحظه که فشار روند کاهشی دارد تنش محیطی نیز تا پایان فرآیند 

روند نزولی خود را طی می کند تا به صفر برسد.
تقویت  بدون  استوانه  طولی  و  شعاعی  جابجایی های   7 در شکل 
کننده با مدل های ذکر شده مقایسه شده است. همانطور که مشاهده 
شعاعی  جابجایی  کاهش  موجب  شعاعی  کننده های  تقویت  می شود 
تقویت کننده های  و  ندارند  چندانی  تأثیر  طولی  جابجایی  در  و  شده 
کاهش  موجب  و  ندارند  چندانی  تأثیر  شعاعی  جابجایی  در  طولی 

جابجایی طولی می شوند.
در شکل 8 جابجایی های شعاعی و پوسته استوانه ای تقویت شده 
M با پوسته تقویت نشده که  2 با چهارده تقویت کننده محیطی مدل 
M می باشد و جابجایی های طولی پوسته استوانه ای  2 هم وزن مدل 
M با پوسته تقویت نشده  3 تقویت شده با نهُ تقویت کننده طولی مدل 
نشده  تقویت  پوسته  به طوری که  M می باشد  3 که هم وزن مدل 
مقایسه  است  رسیده  تقویت شده  پوسته  وزن  به  ضخامت  افزایش  با 
در  تقویت کننده های محیطی  شده اند. همان طورکه مشاهده می شود 
کاهش  در  طولی  تقویت کننده های  و  شعاعی  جابجایی های  کاهش 
جابجایی های طولی تأثیر بیشتری نسبت به افزایش ضخامت درکاهش 

جابجایی ها دارند.
تقویت    M 1 مدل  پوسته  جابجایی های  شعاعی    9 شکل  در 
شعاعی  جابجایی های  و  محیطی  کننده  تقویت  چهارده  با  شده 
برای  طولی  کننده  تقویت  نهُ  با  شده  تقویت    M 2 مدل پوسته 
همانطورکه  است.  شده  آورده  پوسته  ابتدای  از  مختلف  فواصل 
مشاهده می شود برای هر نقطه از استوانه تا زمانی که فشار داخلی 
متحرک به آن نقطه اعمال نشده جابجایی شعاعی تقریباً صفر بوده 
جابجایی  بلافاصله  نقطه  آن  به  متحرک  فشار  رسیدن  محض  به  و 
شعاعی افزایش یافته و پس از آن از الگوی تغییر شکل نقاط قبلی 

تبعیت می کند. آن 

  
  هنُ و  محيطي كنندهتقويت  هنُ با4M  مدل  شدهتقويت  استوانه ابتداي ازمتر  0/ 12 فاصله به اينقطه در  محيطي  تنش  مقايسه: 6شكل

  آباكوس افزارنرم  از حاصل نتيجه  و تحليلي نتيجه بين طولي كنندهتقويت 
Fig. 6. Comparison of conventional stress at a point with a distance of 0.12 (m) from the beginning of 
the stiffened cylinder Model M4 with nine rings and nine stringers between the analytical result and the 

result obtained from ABAQUS software
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Fig. 6. Comparison of conventional stress at a point with a distance of 0.12 (m) from the beginning of the stiffened cylinder 
Model M4 with nine rings and nine stringers between the analytical result and the result obtained from ABAQUS software
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 (a) )الف(
 (b) )ب(

ها بر جابجايي  كنندهانواع تقويت  ريتأثبررسي  (ب) ايها بر جابجايي شعاعي پوسته استوانهكنندهانواع تقويت  ريتأثبررسي   (الف) :7شكل
ايپوسته استوانه طولي   

Fig. 7. (a) Analysis of the effect of different types of stiffener on the radial convection of the 
cylindrical shell (b) Analysis of the effect of different types of stiffener on the longitudinal 

convection of the cylindrical shell 
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M  مدل  شعاعي جابجايي  مقايسه) الف: (8شكل   شده  تقويت پوسته با وزن  هم نشده تقويت پوسته با  محيطي كننده تقويت چهارده با شده  تقويت2
M  مدل طولي جابجايي مقايسه )  ب(  شده  تقويت پوسته با وزن هم نشده تقويت  پوسته با طولي  كننده تقويت نه با شده تقويت3

Fig. 8. (a) Comparison of radial convection of model 2M stiffened with fourteen rings with unreinforced 
shell equal in weight to reinforced shell (b) Comparison of radial convection of model 3M  stiffened with 
nine stringers with unreinforced shell equal in weight to reinforced shell
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Fig. 7. (a) Analysis of the effect of different types of stiffener on the radial convection of the cylindrical shell (b) Analysis 
of the effect of different types of stiffener on the longitudinal convection of the cylindrical shell

تقویت شده با چهارده تقویت کننده محیطی با پوسته تقویت نشده هم وزن با پوسته تقویت شده )ب(  M 2 شکل8. )الف( مقایسه جابجایی شعاعی مدل 
تقویت شده با نه تقویت کننده طولی با پوسته تقویت نشده هم وزن با پوسته تقویت شده M 3

مقایسه جابجایی طولی مدل 
Fig. 8. (a) Comparison of radial convection of model 

2M stiffened with fourteen rings with unreinforced shell equal in 
weight to reinforced shell (b) Comparison of radial convection of model

3M  stiffened with nine stringers with unreinforced 
shell equal in weight to reinforced shell
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5- نتیجه گیری 
یک حل تحلیلی برای پاسخ دینامیکی پوسته استوانه تقویت شده 
تحت فشار داخلی متحرک ارائه شد. نتایج برای مدل های فرض شده 

نشان می دهد که :
لحظه 4  زمان شکل 4 که در  به  نسبت  فشار  نمودار  1- مشابه 
میلی ثانیه بیشترین مقدار را دارد بیشترین جابجایی شعاعی و طولی 

نیز در این زمان رخ می دهد.
نتیجه  در  دارد  شوک  حالت  بارگذاری  اینکه  به  توجه  با   -2
از فرکانس ها را در برداشته و موجب تحریک  بازه وسیعی  بارگذاری 

سازه در فرکانس های طبیعی آن می شود.
شعاعی  جابجایی های  کاهش  در  محیطی  تقویت کننده های   -3
پوسته استوانه ای تحت بارگذاری متحرک داخلی مؤثرند و در جابجایی 
طولی تأثیر کمی دارند. تقویت کننده های طولی در جابجایی شعاعی 
که  به طوری  مؤثرند  جابجایی طولی  کاهش  در  و  دارند  تأثیر کمی 
ابتدای  استوانه  از  جابجایی شعاعی در نقطه ای به فاصله 0/12 متر 
M )تقویت شده با چهارده تقویت کننده محیطی(  2 تقویت شده مدل 
نسبت به جابجایی شعاعی پوسته تقویت نشده در همان نقطه 0/72 
برابر شده و جابجایی طولی در نقطه ای به فاصله 0/12 متر از ابتدای 
M )تقویت شده با نهُ تقویت کننده طولی(  3 استوانه تقویت شده مدل 

نسبت به جابجایی طولی پوسته تقویت نشده در همان نقطه 0/68 
برابر شده است.

4- تأثیر تقویت کننده های محیطی نسبت به افزایش ضخامت در 
تقویت کننده  با  تقویت شده  پوسته  و  نشده  تقویت  پوسته  که  حالتی 
بیشتر  شعاعی  جابجایی های  کاهش  در  می باشند  وزن  هم  محیطی 
ضخامت  افزایش  به  نسبت  طولی  تقویت کننده های  تأثیر  و  می باشد 
در حالتی که پوسته تقویت نشده و پوسته تقویت شده با تقویت کننده 
طولی هم وزن می باشند در کاهش جابجایی های طولی بیشتر می باشد 
به طوری که جابجایی شعاعی در نقطه ای به فاصله 0/12 متر از ابتدای 
با چهارده تقویت کننده  M )تقویت شده  2 استوانه تقویت شده مدل 
با  وزن  تقویت نشده هم  پوسته  به جابجایی شعاعی  نسبت  محیطی( 
جابجایی  و  می باشد  برابر   0/83 نقطه  همان  در  تقویت شده  پوسته 
تقویت شده  استوانه  ابتدای  از  فاصله 0/12 متر  به  نقطه ای  طولی در 
M )تقویت شده با نهُ تقویت کننده طولی( نسبت به جابجایی  3 مدل 
طولی پوسته تقویت نشده هم وزن در همان نقطه 0/87 برابر می باشد.

5- برای هر نقطه از استوانه تا زمانی که فشار داخلی متحرک به 
آن نقطه اعمال نشده جابجایی شعاعی تقریباً صفر بوده و به محض 
رسیدن فشار متحرک به آن نقطه بلافاصله جابجایی شعاعی افزایش 
یافته و پس از آن از الگوی تغییر شکل نقاط قبلی آن تبعیت می کند.

 

   (a)(الف)                                  

 

   (b) (ب) 
Mمدل در فواصل مختلف از ابتداي استوانه براي(الف) : جابجايي شعاعي استوانه تقويت شده 9شكل M  مدل(ب)   2 3 

Fig. 9. Radial convection of a stiffened cylinder with at different distances from the beginning 
of the cylinder for (a) Model 2M  (b) Model 3M  
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علائم و نمادها

mnAثابت شکل مود پوسته در جهت محوری

mnBثابت شکل مود پوسته در جهت محیطی

mnCثابت شکل مود پوسته در جهت شعاعی

rA)سطح مقطع تقویت کننده محیطی )رینگ

sA)سطح مقطع تقویت کننده طولی )استرینگر

cEمدول یانگ پوسته

rE)مدول یانگ تقویت کننده محیطی )رینگ

sE)مدول یانگ تقویت کننده طولی )استرینگر

Gمدول برشی
            Iاینرسی جرمی
          Jاینرسی قطبی

[ ]Kماتریس سختی

[ ]Mماتریس جرم

  

23 
 

mnA  در جهت محوری  مود پوسته  شکلثابت sT  های طولی )استرینگر( کنندهانرژی جنبشی تقویت 

mnB  مود پوسته در جهت محیطی  شکلثابت a  شعاع سطح میانی پوسته 

mnC  مود پوسته در جهت شعاعی   شکلثابت l  ایطول پوسته استوانه 

rA کننده محیطی )رینگ(سطح مقطع تقویت rl ها با یکدیگررینگ فاصله 

sA کننده طولی )استرینگر( سطح مقطع تقویت sl  فاصله استرینگرها با یکدیگر 

cE  مدول یانگ پوسته u  جابجایی طولی 

rE کننده محیطی )رینگ(مدول یانگ تقویت v جابجایی محیطی 

sE استرینگر( کننده طولی یانگ تقویت مدول( w  جابجایی شعاعی 
G  مدول برشی t  ضخامت پوسته 

 کننده محیطی )رینگ(عرض تقویت rb اینرسی جرمی 
 کننده طولی )استرینگر(عرض تقویت sb سی قطبیاینر 
 K  ماتریس سختی rd  کننده محیطی )رینگ(ارتفاع تقویت 
 M  ماتریس جرم sd  استرینگر(طولی کننده ارتفاع تقویت( 
 Ω ماتریس ضرایب m های طولی موجتعداد نیم 

cU  انرژی کرنشی پوسته n های شعاعی موجتعداد نیم 

rU انرژی کرنشی پوسته   ضریب پواسون 

sU انرژی کرنشی پوسته c  چگالی پوسته 

cT  انرژی جنبشی پوسته s کننده طولی )استرینگر(چگالی تقویت 

rT
های محیطی کنندهانرژی جنبشی تقویت 

φ )رینگ( φ,ε ,x x  کننده طولی )استرینگر(چگالی تقویت 

φ φσ ,σ ,σx x های تنش مؤلفه   

mn های طبیعی فرکانس   

( )p tانتابع فشار داخلی برحسب زم   

( )x t0تابع موقعیت فشار داخلی در استوانه   
,mn mP P    ضرایب فوریه برای فشار داخلی 0

na  ضریب فوریه برای تابع زمانی فشار داخلی   

( )mT t0  پاسخ زمانی   

mZ    رمالیزه شده جرم نُ 0

f  ثابت برای تعریف تابع زمانی فشار داخلی   

ماتریس ضرایب

cUانرژی کرنشی پوسته

rUانرژی کرنشی پوسته

sUانرژی کرنشی پوسته

cTانرژی جنبشی پوسته
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