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ABSTRACT: In this paper, a three dimensional model of a box wing configuration is derived by a 
semi-analytical approach and the aeroelastic behavior is studied. So far, the flutter characteristics have 
been studied on the typical wing sections or via a whole lot more time and cost in the professional 
software. The winglet is modeled by two longitudinal and torsional springs and in order to simulate 
the effect of the winglet on the dynamic behavior, two ends of the springs are placed on the elastic axis 
of the sections. The governing equations are extracted via Hamilton’s principle and in order to apply 
the aerodynamic forces, Wagner unsteady model is considered. To transform the linear partial integro-
differential equations into a set of ordinary differential equations, mathematical techniques are employed. 
For the purpose of validation, the flutter values of the box wing are obtained by MSC NASTRAN and 
the proposed numerical procedure. The effects of the sweep angles and the winglet rigidity on the flutter 
are investigated. The results reveal that increasing the sweep angles and the chord ratio, enhances the 
flutter speed, remarkably. Furthermore, increasing the torsional rigidity of the winglet is more significant 
than the longitudinal rigidity on the flutter.
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1. INTRODUCTION
Box Wing Aircraft (BWA) is introduced by Prandtl in 

1924. The BWA decreases the induced drag compared to 
the conventional wings. A reduction of induced drag in the 
BWA has a significant influence on the airplane weight and 
performance. 

In recent years, most of the researchers have been focused 
on the design of the BWA configurations and there is not yet 
comprehensive literature studying the flutter of box wings. In 
the present effort, aeroelastic modeling and flutter analysis 
of a 3-D BWA configuration are carried out using Wagner 
unsteady aerodynamic model. 

2. METHODOLOGY
One way to derive the governing equations in complex 

dynamic systems is to use several intermediate coordinate 
systems. The BWA has included the front wing, rear wing, and 
winglet that connects to the wings tip [1]. The intermediate 
coordinate systems are placed on the airplane’s center of 
gravity, root, and tip of wings. Fig. 1 shows a schematic of 
the coordinate systems [2].

Furthermore, when the systems include concentrated 
discrete nodes, can utilize the Delta Dirac function in order 
to apply the properties of nodes in the governing equations. 
Also, in order to simulate the torsional and longitudinal 

behavior of the winglet, is used two linear springs [3]. The 
equations are obtained via Hamilton’s variational principle 
and are as coupled Partial Integral Differential Equations 
(PIDEs). The equations include parameter-dependent and 
time-dependent integral parts which Dirac Delta function is 
multiplied by itself several times in the parameter-dependent 
terms. Furthermore, the time-dependent terms are presented 
in Wagner’s unsteady model that is utilized to apply the 
aerodynamic forces and moments.

3. NUMERICAL SOLUTION
The governing equations are solved by a novel procedure 

as following steps:
● Develop the parameter-dependent terms: A new class of 

generalized functions was developed by NASA report [4]. The 
functions can derive from hyperbolic tangent and Gaussian 
families which the hyperbolic tangent family is utilized in the 
present work. Therefore, the parameter-dependent terms can 
be developed using the mentioned relations and by the part 
integral method.

● Eliminate the time-dependent terms: Using by part 
integral method and some mathematical techniques as 
Ref. [5], the time-dependent terms are eliminated from the 
equations developed in the previous step.

● Transform Partial Differential Equations (PDEs) to 
Ordinary Differential Equations (ODEs): The expanded 
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equations from the previous steps, will be as PDEs and 
transformed to ODEs using the assumed modes method [6].

For the determination of flutter, the problem is reduced to 
that of finding the eigenvalues of the coefficient matrix in the 
state-space. The eigenvalue ω is a continuous function of the 
air speed U∞. ForU ∞ ≠ 0 , ω is, in general, a complex value,

( ) ( )Re Imiω ω ω= + . When ( )Re ω =0  and ( )Im ω ≠ 0 , 
the wing is said to be in critical flutter condition and when 

( )Re ω =0  and simultaneously ( )Im ω =0, the wing is said to 
be in critical divergence condition.

4. RESULTS AND DISCUSSION
There is no numerical solution or experimental data for 

the studied model so far. Therefore in this work, the flutter 
analyses of the BWA are performed in MSC NASTRAN 
software and the results are compared as in Tables 1. As can 
be seen, a good agreement is reported.

The effect of torsional and longitudinal rigidity of the 
winglet on flutter frequency and speed is demonstrated in Fig. 
2. Increasing the longitudinal rigidity, diminish the flutter 
speed and enhances the flutter frequency. On the other hand, 
increasing the torsional rigidity develops the flutter speed and 
has no effect on the flutter frequency. 

5. CONCLUSIONS
The extracted equations included several parameter/

time-dependent integral parts. Furthermore, the Dirac Delta 
function was multiplied by itself several times. The validation 
revealed that can utilize the procedure for the solution of 
PIDEs which include generalized functions, parameter-
dependent, and time-dependent integral parts.

The effects of some important parameters are studied on 
the flutter such as sweep angle, and torsional and longitudinal 
rigidity of the winglet. The results reveal that increasing the 
sweep angles and the chord ratio, enhances the flutter speed, 
remarkably. Furthermore, increasing the torsional rigidity of 
the winglet is more significant than the longitudinal rigidity 
on the flutter.
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5. Conclusions 

The extracted equations included several 
parameter/time-dependent integral parts. Furthermore, 
the Dirac Delta function was multiplied by itself several 
times. The validation revealed that can utilize the 
procedure for the solution of PIDEs which include 
generalized functions, parameter-dependent, and time-
dependent integral parts. 

The effects of some important parameters are 
studied on the flutter such as sweep angle, and torsional 
and longitudinal rigidity of the winglet. The results 
reveal that increasing the sweep angles and the chord 
ratio, enhances the flutter speed, remarkably . 
Furthermore, increasing the torsional rigidity of the 
winglet is more significant than the longitudinal rigidity 
on the flutter. 
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Fig. 2. The variation of (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency 
vs. stiffness of the longitudinal and torsional springs

Table 1. Validation of the flutter speed for the BWA  
 

Component Method VF (m/s) ωF (Hz) 

Front Wing 
Wagner Theory 287 4.58 

NASTRAN 289 3.29 

Rear Wing 
Wagner Theory 274 6.89 

NASTRAN 271 6.75 

Box-Wing 
Wagner Theory 269 6.55 

NASTRAN 270 4.63 
 

Table 1. Validation of the flutter speed for the BWA
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مدلسازی و تحلیل فلاتر یک بال جعبه‌اي سه بعدی با استفاده از مدل آيروديناميک ناپاياي واگنر
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خلاصه: تاکنون مدلسازی و تحلیل آیروالاستیک بال جعبه‌ای یا به صورت دوبعدی انجام گرفته و یا با صرف زمان و هزینه 
زیاد در نرم‌افزارهای تخصصی صورت گرفته است. در اين مقاله سعی شده تا با استفاده از کی روش نیمه تحلیلی، رفتار 
آیروالاستیک يك نمونه بال جعبه‌اي سه بعدی مدلسازي و تحليل گردد. به منظور مدلسازی اثر بالچه از دو فنر طولي و 
پيچشي كه انتهاي آنها بر روي محور الاستيك بال‌ها قرار گرفته، استفاده شده است. استخراج معادلات حركت و مدلسازی 
نیروهای آيروديناميكي به ترتیب با استفاده از اصل هاميلتون و مدل ناپاياي واگنر انجام شده است. جهت تبديل معادلات 
حاكم ديفرانسيل پاره‌اي-انتگرالي به يك مجموعه معادله ديفرانسيل معمولي، از تكنيك‌های رياضي و روش مودهاي فرضي 
بهره برده شده است. اعتبارسنجي حل معادلات با مقايسه نتايج حل عددي و نتايج خروجي از نرم‌افزار نسترن انجام شده 
است. اثرات تغيير پارامترهای طراحی نظیر زاويه عقبگرد، میزان صلبیت بالچه و طول وتر بال‌ها بر فلاتر بال مورد بررسي 
قرار گرفته است. نتايج نشان مي‌دهد كه افزایش همزمان زاویه عقبگرد در بال جلو و عقب باعث افزایش پایداری سیستم 
می‌شود. همچنین افزایش سفتی پیچشی بالچه موجب افزایش سرعت فلاتر می‌شود در حالی که افزایش سفتی طولی آن 

باعث کاهش سرعت فلاتر می‌گردد. 
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1- مقدمه
بال جعبه‌اي كيي از انواع بال‌هاي غیرصفحه‌ای و خلاقانه محسوب 
می‌شود كه طراحان به منظور كاهش هزينه‌هاي پرواز، توجه ويژه‌اي 
بال‌هاي جعبه‌اي توسط  اوليه در خصوص  به آن داشته‌اند. مطالعات 
پرانتل در سال 1918 انجام شد. وي اين نوع بال را به عنوان بهترين 
ساختار جهت كاهش دراگ القايي معرفي نمود. كاهش ضريب دراگ 
ابعاد  كاهش  نظیر  ديگر  ویژگی‌های  برخی  ایجاد  عامل  خود  القايي 
ابعاد هندسي  هندسي بال و كاهش مصرف سوخت می‌شود. کاهش 
مسافر  تعداد  با  هواپیماهای  برخاست  و  نشست  اجازه  می‌تواند  بال 
بیشتر را در باند فرودگاه‌هاي کوچک فراهم نموده و مشکلات ترافیکی 

این فرودگاه‌ها را به میزان قابل توجه‌ای كاهش دهد. 
بال‌هاي  پيرامون  زيادي  محققان  اخير،  سالهاي  در  اين‌رو  از 

جعبه‌اي مطالعه نموده‌اند که این مطالعات منجر به معرفی و طراحی 
ساختارهاي مختلف شده است. عمده اين تحقيقات در راستاي طراحي 
مفهمومي و طراحي پايه اين نوع بال‌ها انجام شده است ]1[. از جمله 
تحقيقات جامعي كه در سالهای اخیر در خصوص طراحي بال جعبه‌اي 
انجام شده است، مي‌توان به مطالعات فردياني و همكاران1 ]2[ اشاره 
نمود. این مطالعات عمدتاً به منظور امکان‌سنجی و پیاده‌سازی برخی 
ایده‌های نو در بال‌های جعبه‌ای صورت گرفته است. به عنوان نمونه 
می‌توان به طراحی بال جعبه‌ای با استفاده از آلیاژهای بسیار سبک و 
بهینه‌سازی آن اشاره نمود. آن‌ها در تحقیقات خود به معرفی برخی 
کاربردهای ممکن جهت استفاده از بال‌های جعبه‌ای در هواپیماهای 
غیرنظامی و مسائل زيست محيطي آن پرداخته‌اند. در زمینه روش‌های 
واقعی،  مدل‌های  با  آنها  مقایسه  و  جعبه‌ای  بال‌هاي  وزن  تخمین 

1   Frediani et al.
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مطالعه‌ای توسط آجاج1 و همکاران ]3[ انجام گرفته است. دماسی و 
همکاران2 ]4[ در مطالعه خود به تحلیل و بررسی اثر برهمکنش تغییر 
شکل خمشی و پیچشی بال‌های جلو و عقب بر رفتار پسا بحرانی بال 
جعبه‌ای پرداخته‌اند. تعیین اثر اندازه و الزامات موجود بر بهینه‌سازی 
 ]5[ پرِِز  و  جانسن  توسط  جعبه‌ای  بال  مختلف  ساختارهای  طراحی 
مورد مطالعه قرار گرفته است. نتایج این تحقیق نشان داد که عوامل 
جعبه‌ای  بال‌های  طراحی  بر  ملاحظه‌ای  قابل  اثر  می‌توانند  شده  یاد 
داشته باشد. كيي از طرح‌های کامل بال جعبه‌اي توسط شكيتانز3 ]6[ 
ارائه شده است. اين نوع بال جعبه‌اي جهت استفاده بر روي هواپيما 
مسافربري با ظرفيت 250 سرنشين طراحي شده و هندسه و ابعاد اين 
بال جعبه‌اي مشابه بال هواپيماي ايرباس 320 )به عنوان نمونه مرجع( 
طراحی شده است. او در تحقیق خود موارد متنوعي نظير توزيع نيروي 
ليفت، زاويه عقبگرد در بال‌هاي جلو و عقب، تخمين جرم بال‌ها، اثر 
نيروهاي برشي و ممان خمشي در انواع اتصالات در سازه بال، سطوح 
كنترلي روي بال‌ها، محل قرارگيري موتور هواپيما روي بال جعبه‌اي، 
ارابه فرود هواپيما  پايداري طولي استاتكيي و  كارايي آيرودينامكيي، 
را مورد بررسي قرار داد. اسکاردائونی و همکاران4 ]7[ اخیراً طراحی 
یک بال جعبه‌ای سبک را با استفاده از برنامه نویسی غیرخطی مقید5 
از یک رویکرد  با استفاده  این مطالعه، روش مزبور  انجام داده‌اند. در 
بهینه‌سازی چندگانه صورت گرفته و میزان کارایی آن نیز بر روی بال 
این محققین اظهار  جعبه‌ای پرانتل نشان داده شده است. همچنین 
نموده‌اند که استراتژی فوق به آسانی قابلیت پیاده‌سازی بر روی بال 

هواپیماهای متداول نیز می‌باشد.
به واسطه اهميت فراوان و اثر پديده‌هاي آیروالاستیک بر طراحي 
آیروالاستیسیته  خصوص  در  تحقيقاتي  اخير  سالهاي  در  بال‌ها، 
بال‌های جعبه‌ای توسط محققان انجام گرفته كه عمده اين تحقيقات 
انجام شده است  توسط نرم‌افزارهاي تخصصي نظیر نرم‌افزار نسترن6 
از  مدلهايي  ساخت  در خصوص  نيز  موثري  مطالعات  همچنين   .]8[
تجربي  آیروالاستیک  آزمايشات  انجام  هدف  با  غيرصفحه‌اي  بال‌هاي 
تحلیل   ]10[ همكاران7  و  بمُبارديرِي   .]9[ است  پذيرفته  صورت 

1   Ajaj et al.
2   Demasi et al.
3   Schiktanz
4   Scardaoni et al.
5   Constrained non-linear programming problem (CNLPP)
6   MSC NASTRAN
7   Bombardieri et al.

آیروالاستیسیته خطی بال‌های پرانتل )به عنوان كي زير مجموعه از 
بال‌هاي غيرصفحه‌اي( را ارائه کرده‌اند. آن‌ها جهت تحلیل فلاتر بال از 
نرم‌افزار نسترن استفاده نموده و خواص فیزیکی و هندسی آن را در 
نرم‌افزار با استفاده از المانهای یک‌بعدی و اجرام متمرکز پیاده‌سازی 
کرده‌اند. دورهام و ركيتز8 ]11[ در يافته‌هاي خود مشاهده كردند كه 
ساختار خاصي از بال جعبه‌اي مي‌تواند سرعت فلاتر بالاتري نسبت به 
ساختارهايي با نسبت منظری بالا داشته باشد و آنها اين ادعاي خود 
را با استفاده از نتايج تونل باد اثبات نمودند. لي9 ]12[ با استفاده از 
آیرودینامیکی  سازه‌ای-  طراحی  خودکار10،  بهینه‌سازی  سیستم  یک 
قیدهای  اثرات  خود  تحقيق  در  او  داد.  انجام  را  جعبه‌ای  بال  یک 
آیزوتروپیک  و  کامپوزیت  جعبه‌ای  بال  جرم  روی  بر  آیروالاستیک 
وان‌آكِن11 ]13[  داد.  قرار  بررسی  مورد  این سیستم  از  استفاده  با  را 
تأخير  به  جهت  فعال  كنترلي  سيستم  كي  از  استفاده  امكان‌سنجي 
انداختن پديده فلاتر را بررسي نمود و تحليل فلاتر وي نشان داد كه 
كنترل فعال مي‌تواند مرز فلاتر كي بال جعبه‌اي با كي موتور ملخي12 
را گسترش دهد. کاوالارو و همکاران13 ]14[ تحلیل رفتار بال جعبه‌ای 
در زمان وقوع فلاتر و پس از آن را برای یک هواپیما پرانتل با قابلیت 
ظرفیت 250 مسافر را با استفاده از نرم‌افزار نسترن انجام دادند. جهت 
انجام آنالیز فوق، مدل سازه‌ای استفاده شده در نرم‌افزار بوسیله یک 
سری المان‌های یک بعدی و اجرام متمرکز قرار گرفته در وسط و دو 
انتهای المان‌ها مدلسازی شده است. نتایج این تحقیق نشان داد که 
مطالعه حاضر یک گام ابتدایی جهت آنالیز جامع پرواز آزاد بال پرانتل 
محسوب می‌شود. فاضل‌زاده و همکاران ]15[ بال جعبه‌ای دو بعدی 
را مدلسازی نموده و مشخصه‌های فلاتر آن را مورد بررسی قرار دادند. 
انها خاصیت الاستیک خمشی و پیچشی هر بال را با استفاده از دو 
فنر خطی طولی و پیچشی، و همچنین اتصال بالچه را نیز با استفاده 
از یک فنر خطی طولی مدلسازی نمودند. آن‌ها اثر پارامترهای طراحی 
نظیر صلبیت خمشی بال، نسبت طول بال جلویی به بال عقب، ارتفاع 
بررسی  بال جعبه‌ای  بر فلاتر  را  ایرفویل  وتر  پروازی هواپیما و طول 
فعال  کنترل  جهت  تکنیک  یک   ]16[ همکاران14  و  ساکتی  کردند. 

8  Durham and Ricketts
9  Lee
10  Automated STRuctural Optimization System (ASTROS) 
11  Van Aken
12  Tilt-rotor whirl
13  Cavallaro et al.
14  Sacchetti et al.
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فلاتر بال پرانتل را معرفی نمودند. تحلیل فلاتر مدل المان محدود بال 
با استفاده از آنالیز مودال )جهت استخراج فرکانس‌های طبیعی بال( 
انجام  آیرودینامیکی(  بارهای  اعمال  )جهت  دابلت-لاتیس1  تئوری  و 
از سطوح  استفاده  با  بال جعبه‌ای  این تحقیق فلاتر  گرفته است. در 
کنترلی قرار گرفته روی بال جلو کنترل شده و یک الگوریتم کنترل 
بهینه نیز ارائه شده است. علاوه بر مطالعاتی که بدان اشاره شد در سال 
ارگان‌ها3 شروع  از  پارسيفال2 توسط برخی  با عنوان  2020 پروژه‌ای 
استاتكيي  آيروالاستكي  پديده‌هاي  بررسی  آن  هدف  که  است  شده 
از  تحقیقی  تازگی  به   .]17[ می‌باشد  جعبه‌اي  بال‌هاي  دينامكيي  و 
بمبارديري و همکاران ]18[ ارائه شده است که در آن بررسی پاسخ 
یک  عنوان  به  پرانتل  هواپیما  پرواز  دینامیک  و  آیروالاستیک  کوپل 
جهت  آن‌ها  است.  شده  معرفی  ساختارها  نوع  این  در  جدید  چالش 
اعمال نیروهای آیرودینامیکی از یک روش دابلت-لاتیس ارتقا یافته 
در نرم‌افزار نسترن استفاده نموده‌اند؛ زیرا در این روش، ترم‌هایی که 
عموماً در فرمولاسیون کلاسیک صرفه‌نظر می‌شوند در محاسبات در 

نظر گرفته می‌شود.
همانطور که در مرور کارهاي گذشته ديده شد، تاكنون فعاليتي 
جعبه‌ای  بال‌های  آيروالاستيک  سازي  شبيه  و  مدلسازي  مورد  در 
هندسي،  پيچيدگي  به  توجه  با  و  است  نپذيرفته  صورت  بعدي  سه 
با  بال‌ها  از  دسته  اين  آيروالاستيسيته  تحليل  با  مرتبط  فعاليت‌هاي 
يا  و  تجاري  نرم‌افزارهاي  دوبعدي،  ساده  بسيار  مدل‌هاي  از  استفاده 
آزمايشات تونل باد انجام شده است. در اين تحقيق، مدلسازي و تحليل 
آيروالاستيک يک بال جعبه‌ای سه بعدي بطور کامل انجام شده است. 
جهت شبيه‌سازي از خصوصيات یکی از متداول‌ترین ساختارهای بال‌ 
جعبه‌ای که بر پایه بال هواپیماي ایرباس 320 طراحی شده است و 
قرار  ایرباس  کمپانی  سازندگانی چون  توجه  مورد  اخیر  در سال‌های 
گرفته، استفاده شده است. از خصوصيات منحصر به فرد اين تحقيق 
در مقايسه با پژوهش‌هاي پيشين مي‌توان به در نظر گرفتن مدل تير 
اويلر- برنولي براي بال‌هاي عقب و جلو به جاي مدل دو بعدي مقطع 
لحاظ  و  هم  به  متصل  تير  دو  بصورت  جعبه‌اي  بال  مدلسازي  بال، 
کردن سفتي خمشي و پيچشي بالچه متصل‌کننده بال عقب به جلو 

در مدلسازي و تحليل آيروالاستيسيته اشاره نمود.

1  Doublet-Lattice
2  PARSIFAL
3  Community Research and Development Information Service 
(CORIDS), Innovation and Networks Executive Agency (INEA)

2- مدلسازي و استخراج معادلات حاكم
كي بال جعبه‌اي مي‌تواند ساختارهاي مختلفي داشته باشد و هر 
زواياي  داراي  مي‌تواند  طراح  نظر  بنابر  عقب  و  جلو  بال‌هاي  از  كي 
نيز  بالچه  این،  بر  علاوه  باشد.  منفي  يا  مثبت  پايين‌گرد4  و  عقبگرد 
به نوبه خود مي‌تواند از دو قسمت بالايي و پاييني5 )با زاويه عمودي 
متصل  كيديگر  به  وسط  نقطه  در  كه  گردد  تشيكل  منفي(  و  مثبت 
پيچيدگي  به  فوق مي‌تواند  اين مشخصه‌هاي  شده‌اند. وجود هر كي 
از  اين مشخصه‌ها  مدلسازي و تحليل فلاتر بال جعبه‌اي اضافه كند. 
ديدگاه آيروالاستيسيته حائز اهميت بوده و ضروري است كه ميزان 
تأثيرگذاري آنها بر رفتار آيروالاستكي بال جعبه‌اي مورد مطالعه قرار 
گيرد. كيي از متداول‌ترين ساختارهاي بال جعبه‌اي كه تاكنون نسبت 
به ديگر ساختارها توجه بيشتري بدان شده، مطابق شكل 1 مي‌باشد. 
به دليل پيچيده بودن هندسه بال جعبه‌اي، در اين تحقيق از چندين 
دستگاه مختصات واسط جهت استخراج معادلات حركت استفاده شده 
مختصات  دستگاه‌هاي  اين  بين  انتقال  از  استفاده  با  مي‌توان  است. 
واسط، رابطه ميان آنها را كه تابعي از زواياي عقبگرد و زاويه پايين‌گرد 
آورد.  را بدست  بوده  بال  تغيير شكل خمشي و پيچشي  و همچنين 
شكل 1 نمايي از اين دستگاه‌هاي مختصات واسط را ميان بال جلو و 
عقب و همچنين دستگاه مختصات مرجع )كه روي مركز جرم بدنه 

هواپيما قرار دارد( به خوبي نشان مي‌دهد.
در شكل فوق زيرنويس‌هاي f ،0 و r به ترتيب مربوط به بدنه، بال 
 نیز به ترتیب 
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تواند داراي زواياي هاي جلو و عقب بنابر نظر طراح ميهر يك از بال  و   باشد  داشته  تواند ساختارهاي مختلفياي ميجعبه  بال  يك
)با زاويه عمودي   2از دو قسمت بالايي و پاييني   تواندبه نوبه خود مي  بالچه نيز  علاوه بر اين، .باشد   مثبت يا منفي   1گرد عقبگرد و پايين
تواند به پيچيدگي  هاي فوق ميهر يك اين مشخصه  وجود.  اندوسط به يكديگر متصل شدهنقطه  كه در    گرددتشكيل  مثبت و منفي(  

ميزان   ضروري است كهو    بودهاهميت    حائزآيروالاستيسيته  ها از ديدگاه  اي اضافه كند. اين مشخصه مدلسازي و تحليل فلاتر بال جعبه
اي كه تاكنون ترين ساختارهاي بال جعبهيكي از متداولمورد مطالعه قرار گيرد.    ايبر رفتار آيروالاستيك بال جعبه  تأثيرگذاري آنها 

 در اين تحقيق اي،  پيچيده بودن هندسه بال جعبه  دليلبه    .باشد مي  1شكل  نسبت به ديگر ساختارها توجه بيشتري بدان شده، مطابق  
هاي  توان با استفاده از انتقال بين اين دستگاه. ميشده استاز چندين دستگاه مختصات واسط جهت استخراج معادلات حركت استفاده  

بوده  و همچنين تغيير شكل خمشي و پيچشي بال    گردزاويه پايين  اسط، رابطه ميان آنها را كه تابعي از زواياي عقبگرد ومختصات و
هاي مختصات واسط را ميان بال جلو و عقب و همچنين دستگاه مختصات مرجع )كه نمايي از اين دستگاه  1بدست آورد. شكل    را

 دهد. به خوبي نشان ميروي مركز جرم بدنه هواپيما قرار دارد( 

 
 ای های مختصات واسط در مدلسازی بال جعبه: دستگاه1شكل 

Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling 

  نيز به ترتيب   rΛو    C.G،  fبوده و پارامترهاي    جلو و بال عقببه ترتيب مربوط به بدنه، بال    rو    f،  0هاي  زيرنويس  در شكل فوق
 f(XYZ)  هاي مختصات واسطدستگاه  باشند.مي  rZو    fZمحورهاي  هاي جلو و عقب حول  زواياي عقبگرد بال  مركز ثقل بدنه هواپيما و 

بال  r(XYZ)  و ريشه  روي  قرار گرفته  ترتيب دستگاه مختصات  عقبگردبه  زاويه  بدون  عقب  و  و   هاي جلو  دستگاه مختصات    بوده 
( )XY Z fRهمچنين بردارهاي  نيز دستگاه مختصات اصلي بوده كه روي مركز جرم بدنه هواپيما قرار گرفته است.  0

→

rRو  0
→

به ترتيب   0
)زاويه رو به بالا   گردبالاباشند. با توجه به وجود زواياي عقبگرد و  هاي جلو و عقب به مركز جرم هواپيما ميبردارهاي اتصال ريشه بال

هاي  ، لازم است كه دستگاه(شودنشان داده مي  fΓو با نماد    كه در مطالعه حاضر فقط براي بال جلو تعريف شده   Yحول محور  
هاي  دستگاه  ،2هاي جلو و عقب قبل از تغيير شكل آنها تعريف نمود. در شكل  براي بال  الف-2مختصات واسط ديگري مطابق شكل  

با زاويه   ، قبل از تغيير شكل وهاي جلو و عقببه ترتيب دستگاه مختصات قرار گرفته روي بال  r(xyz)و    f(xyz)  مختصات واسط
 

1  Dihedral and sweep angles 
2  Upper and Lower winglet 

fΛ و   ،C.G جلو و بال عقب بوده و پارامترهای
بال‌های جلو و عقب حول  مرکز ثقل بدنه هواپیما و زوایای عقبگرد 
محورهای Zf و Zr می‌باشند. دستگاه‌هاي مختصات واسط f(XYZ) و 
r(XYZ) به ترتيب دستگاه مختصات قرار گرفته روي ريشه بال‌هاي 

 ( )XY Z 0 جلو و عقب بدون زاويه عقبگرد بوده و دستگاه مختصات 
نيز دستگاه مختصات اصلي بوده كه روي مركز جرم بدنه هواپيما قرار 
rR به ترتيب بردارهاي اتصال 

→

0 fR و
→

0 گرفته است. همچنين بردارهاي
ريشه بال‌هاي جلو و عقب به مركز جرم هواپيما مي‌باشند. با توجه به 
وجود زواياي عقبگرد و بالا‌گرد )زاویه رو به بالا حول محور Y که در 
 نشان داده 
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1  Dihedral and sweep angles 
2  Upper and Lower winglet 

مطالعه حاضر فقط برای بال جلو تعریف شده و با نماد 
می‌شود(، لازم است كه دستگاه‌هاي مختصات واسط ديگري مطابق 
شكل 2-الف براي بال‌هاي جلو و عقب قبل از تغيير شكل آنها تعريف 

4   Dihedral and sweep angles
5   Upper and Lower winglet
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نمود. در شكل 2، دستگاه‌هاي مختصات واسط f(xyz) و r(xyz) به 
ترتيب دستگاه مختصات قرار گرفته روي بال‌هاي جلو و عقب، قبل از 
تغيير شكل و با زاويه عقبگرد و بالا‌گرد مي‌باشند. از آنجاكييه هر كدام 
از بال‌هاي جلو و عقب داراي تغيير شكل خمشي و پيچشي بوده لذا 
بايستي علاوه بر دستگاه‌هاي مختصات تعريف شده قبلي، دستگاه‌هاي 

دستگاه  دو  از  منظور  بدين  كه  نمود  تعريف  نيز  ديگري  مختصات 
) كه به ترتيب منطبق بر  )rx y z′ ′ ′ ) و  )fx y z′ ′ ′ مختصات ديگر 
سطح مقطع بال‌هاي جلو و عقب بعد از تغيير شكل بال بوده، استفاده 
مي‌گردد. لازم به ذكر است تغيير شكل هر كدام از بال‌ها در راستاي 
محورهاي y ، x و z به ترتيب با v ،u و w بيان مي‌شود. علاوه بر آن 

 
 

 اي هاي مختصات واسط در مدلسازي بال جعبه: دستگاه1شكل 
Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling 

  

شكل 1. دستگاه‌هاي مختصات واسط در مدلسازي بال جعبه‌اي
Fig. 1. The intermediate coordinate systems in box-wing modeling

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 هاي جلو و عقب بعد از تغيير شكل  قبل از تغيير شكل )ب( نمايي از مقطع بال ايهاي مختصات بال جعبهدستگاه)الف(   :2شكل 
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings 

section after deformation 
 

 

  

شكل 2. )الف( دستگاه‌هاي مختصات بال جعبه‌اي قبل از تغيير شكل )ب( نمايي از مقطع بال‌هاي جلو و عقب بعد از تغيير شكل
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings section after 

deformation
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بال در راستاي محور  داراي كي پيچش نيز بوده كه مطابق شكل 
2-ب، با θ نشان داده مي‌شود. جهت محاسبه تغييرات انرژي جنبشي 
بال‌هاي جلو و عقب لازم است كه بردار كي نقطه دلخواه از بال‌ها را بر 
حسب مختصات بال مربوطه بيان نمود. از اين رو بايستي ارتباط بين 
دستگاه‌هاي مختصات واسط را تعيين كرد. ارتباط مابين دستگاه‌هاي 
مختصات f(xyz) و r(xyz) با توجه به وجود زواياي بالاگرد و عقبگرد 
( در بال‌های جلو و عقب قابل استخراج می‌باشد.  rΛ fΛ و   ،
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داراي تغيير شكل خمشي و پيچشي بوده لذا بايستي علاوه بر  هاي جلو و عقب  از آنجاييكه هر كدام از بال  باشند.مي  گردبالاو   عقبگرد
  دو دستگاه مختصات ديگر  كه بدين منظور از هاي مختصات ديگري نيز تعريف نمودهاي مختصات تعريف شده قبلي، دستگاهدستگاه

( )fx y z      و( )rx y z    گردد.استفاده مي،  بودهتغيير شكل بال    بعد ازهاي جلو و عقب  كه به ترتيب منطبق بر سطح مقطع بال  
شود. علاوه بر آن بال  بيان مي  wو    u  ،vبه ترتيب با    zو    x    ،yها در راستاي محورهاي  لازم به ذكر است تغيير شكل هر كدام از بال

جهت محاسبه تغييرات انرژي جنبشي   شود.نشان داده مي  θ  با   ،ب -2داراي يك پيچش نيز بوده كه مطابق شكل    𝑥𝑥در راستاي محور  
ها را بر حسب مختصات بال مربوطه بيان نمود. از اين رو بايستي ارتباط  هاي جلو و عقب لازم است كه بردار يك نقطه دلخواه از بالبال

زواياي بالاگرد  با توجه به وجود   r(xyz)و    f(xyz)  هاي مختصاتهاي مختصات واسط را تعيين كرد. ارتباط مابين دستگاهبين دستگاه
و    f(xyz)  هاي مختصاتهمچنين تبديل بين دستگاه  باشد.ي هاي جلو و عقب قابل استخراج م( در بالrو    fΓ  ،fعقبگرد ) و  

( ) fx y z   هاي مختصات و همچنين دستگاهr)xyz(   و( )rx y z   آورده شده است. [19]جع نيز در مر 
 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 های جلو و عقب بعد از تغییر شكل  قبل از تغییر شكل )ب( نمایي از مقطع بال ایهای مختصات بال جعبهدستگاه)الف(   :2شكل 
Fig. 2. (a) The coordinate systems of box-wing before deformation (b) A schematic of front and rear wings 

section after deformation 
 

 شود. ( بيان مي1) معادلهمطابق اصل تغييرات هاميلتون به صورت استخراج معادلات حاكم 

(1)  
2

1

0
t

t t k nct
t

T U U W dt   − + + − =  

 كرنشي ، تغييرات انرژي  هابالشامل    به ترتيب تغييرات انرژي جنبشي كل  nctW  و  tT   ،tU،  kUهاي  جمله فوق    رابطهدر    كه
باشند.  كار نيروهاي ناپايستار ميهمچنين تغييرات  و    بالچه شامل دو فنر خطي طولي و پيچشي   پتانسيل، تغييرات انرژي  بال  كل

 شود.هاي جلو و عقب به صورت رابطه زير بيان ميبال كل تغييرات انرژي جنبشي

(2) 
0 0

. .
f rl l

tw f f f f f r r r r rT R R dA dx R R dA dx    = − −   

هاي جلو و عقب  به ترتيب سطح مقطع بال rAو   fA،هاي جلو و عقببه ترتيب دانسيته بال  rو   fپارامترهاي  كه در رابطه بالا 
(  4( و )3)معادلات  مطابق    كهباشند  مي  جلو و عقب  هاييك نقطه دلخواه از بالموقعيت  بردار  به ترتيب  نيز    rRو    fR  بردارهاي   و

(
) و  ) fx y z′ ′ ′ همچنين تبديل بين دستگاه‌هاي مختصات f(xyz) و 
مرجع  در  نيز   ( )rx y z′ ′ ′ و  (xyz)r مختصات  دستگاه‌هاي  همچنين 

]19[ آورده شده است.
استخراج معادلات حاكم مطابق اصل تغييرات هاميلتون به صورت 

معادله )1( بيان مي‌شود.

[ ]
2

1

0
t

t t k nct
t

T U U W dtδ δ δ δ− + + − =∫ �)1(

 nctWδ و   kUδ  ، tUδ  ، tTδ جمله‌های  فوق  رابطه  در  كه 
انرژي  تغييرات  بال‌ها،  شامل  كل  انرژي جنبشي  تغييرات  ترتيب  به 
بالچه شامل دو فنر خطي  انرژي پتانسيل  بال، تغييرات  كرنشي كل 
طولي و پيچشي و همچنين تغييرات كار نيروهاي ناپايستار مي‌باشند. 
تغييرات انرژي جنبشي كل بال‌هاي جلو و عقب به صورت رابطه زير 

بيان مي‌شود.

0 0

. .
f rl l

tw f f f f f r r r r rT R R dA dx R R dA dxδ ρ δ ρ δ= − −∫ ∫
 

 

  )2(

rρ به ترتيب دانسيته بال‌هاي  fρ و كه در رابطه بالا پارامترهای
rA به ترتيب سطح مقطع بال‌هاي جلو و عقب و  fA و  جلو و عقب،
rR نیز به ترتيب بردار موقعیت كي نقطه دلخواه از 



fR و 


بردارهاي 
بال‌هاي جلو و عقب مي‌باشند که مطابق معادلات )3( و )4( بدست 
rl به ترتيب طول بال‌هاي جلو و عقب بوده  fl و مي‌آيند. همچنین 
که مطابق شکل 2، از ریشه بال شروع شده و تا محل اتصال بالچه به 

بال ادامه دارد. 

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ

f yf f zf f f f f f f fR R J R K x i y j z k= − + + +


�)3(

1 1 1
ˆˆ ˆ ˆ ˆ

r yr r zr r r r r r r rR R J R K x i y j z k= − + + + +
 �)4(

كيه دستگاه‌هاي  بردارهاي  ترتيب  به   IJK و   ijk كيه  بردارهاي 
ترتيب  به  نیز   zR و yR پارامترهای  و  بوده   XYZ و   xyz مختصات 

فواصل مركز جرم بدنه هواپيما از ريشه بال در راستاي محورهاي 
دلخواه  نقطه  فواصل كي  فوق،  روابط  در  و  مي‌باشد. همچنين   
z نشان  1 y و  1 ، x 1 بال بدون تغيير شكل از ريشه بال با پارامترهاي 
داده شده كه در مرجع ]19[ ذكر شده است. انرژي كرنشي كل بال 
جعبه‌اي شامل انرژي بال جلو و عقب بوده كه تغييرات آن را مي‌توان 

به صورت زير نشان داد. 
�)5(

0

0

{ ( ) [ cos sin ] [ sin

cos ] } { ( ) [ cos

sin ] [ sin cos ] }

f

f f f f f f

r

f r r r

r r r

l

t x f f x x f z f y f f f z f

l

y f f f x r r x r x r z r

y r r r z r y r r r

U V w w S T M M w M

M w dx V w w S T M

M w M M w dx

δ δ δθ θ θ δθ θ

θ δ δ δθ θ

θ δθ θ θ δ

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′ ′ ′

′ ′ ′

′ ′ ′ ′′= + + + + +

′′ ′ ′ ′− + + + +

′′ ′′+ + −

∫

∫

و  جلو  بال‌های  برای   zM ′ و   yM ′ ، xT ′ ، xS ′ ، xV ′ ضرايب  كه 
عقب مطابق روابط ذیل مي‌باشند. 

{ }( )
2

,
2 sinx f r

V EA w x wθ θ′ ′ ′′ = −  �)6(
{ }( ),x f r

S GJ θ′ ′=

( )

2
2

,2x a
f r

wT EA r θ′

′ 
′=  

 

{ }( ),
cosy y f r

M EI w θ′ ′′= −

( )

2

,

sin
2z z a

f r

wM EI w EA eθ′

′ 
′′= − 

 

 J و   I  ،G  ، E  ، ae  ، ar  ، x θ پارامترهای  فوق،  روابط  در 
به ترتیب فاصله بین مرکز جرم و محور الاستیک سطح مقطع بال، 
شعاع ژیراسیون سطح مقطع بال، فاصله بین محور کششی و محور 
الاستیک بال، مدول یانگ، مدول برشی و همچنین ممان اینرسی و 
بدان  كه  همانطور  می‌باشند.  بال  مقطع  سطح  قطبی  اینرسی  ممان 
اشاره شد، در اين مقاله اثر بالچه در معادلات به صورت دو فنر خطي 
طولي و پيچشي در نظر گرفته شده است. از اين رو تغييرات انرژي 

ذخيره شده در اين فنرها به صورت زير مي‌باشد.
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( ) ( )
0 0

. .
f rl l

k l t D r r D f f r fU k r r k x l x l dx dxδ δ θ δ θ δ δ = ∆ ∆ + ∆ ∆ − − ∫ ∫
 

   �)7(

tk به ترتیب سفتی فنرهای طولی و پیچشی  lk و  كه پارامترهای
∆θ نیز به ترتيب اشاره به تغيير طول فنر 



r∆ و بوده و بردارهای 
دلتاي  تابع  نيز   Dδ همچنین  دارد.  پيچشي  فنر  چرخش  و  طولي 
ديراك مي‌باشد. خاطر نشان می‌شود تغييرات طولي و پيچشي فنرها 
)که جهت مدلسازی حرکت طولی و پیچشی بالچه از آنها استفاده شده 
است( تابع تغییر شکل بال‌های جلو و عقب بوده که کاملًا از یکدیگر 
مستقل می‌باشند. از این رو تغییرات طولی و پیچشی فنرها قبل و بعد 
از تغيير شكل بال قابل محاسبه می‌باشد. پس از جایگذاری تغییرات 
طولی و پیچشی فنرها در معادله )7(، بردارهای یکه مختصات برای هر 
دو بال در رابطه نهایی ظاهر می‌شوند. از آنجاییکه این بردارهای یکه 
کاملًا مستقل از یکدیگر بوده، لذا جهت تعیین انرژی ذخیره شده کل، 
از انتگرال دوگانه استفاده شده است. نيروهاي ناپايستار شامل نيروها 
از اين رو تغييرات كار نيروهاي  و ممان‌هاي آيرودينامكيي مي‌باشد. 

ناپايستار سيستم به صورت رابطه ذيل مي‌باشد.

[ ]
0 0

f rl l

nct f f f f f r r r r rW L w M dx L w M dxδ δ δθ δ δθ = + + + ∫ ∫ )8(

ممان‌هاي  و  نيروها  ترتيب  به   M و L بالا، رابطه  در  که 
با جايگذاري معادلات )2(، )5(، )7( و )8(  آيرودينامكيي مي‌باشند. 
 rwδ ، fδθ  ، fwδ در معادله )1( و مساوي صفر قرار دادن ضرايب 
ذيل  مطابق  كوپل  پاره‌اي-انتگراليِ  ديفرانسيلي  معادله  چهار   rδθ و

بدست خواهد آمد.
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



)12(

شایان ذکر است با توجه به پيچيدگي هندسه و دينامكي مسئله، 
بودن  ناچيز  نظیر  فرضیاتی  گرفتن  درنظر  با  فوق  حاکم  معادلات 
ارتعاشات طولي )u( و عرضي )v( بال‌هاي جلو و عقب، در نظر گرفتن 
( و   ) wfI و wfm ( با خواص  متمركز  دو جرم  به صورت  بالچه  جرم 

( در انتهاي بال‌هاي جلو و عقب، ثابت بودن سطح مقطع  wrI wrm و
بال‌هاي جلو و عقب و همچنین همگن بودن خواص مربوط به سفتي 
خمشي و پيچشي و ناديده گرفتن اثر اعوجاج بال‌ها استخراج شده‌اند.

3- مدل اصلاح شده ناپايا بر پايه تابع واگنر
در اين مقاله جهت اعمال اثر نيروها و ممان‌هاي آيرودينامكيي از 
مدل ناپايا تابع واگنر استفاده شده است. به دليل وجود زاويه عقبگرد 
بال و همچنين بسط مدل دوبعدي به سه‌بعدي، مدل آيرودينامكيي 
ناپايا بر پايه تابع واگنر نيازمند برخي اصلاحات بوده كه مطابق ذيل 

مي‌باشد ]20[:

( ) ( )
( ) ( )
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cos sin
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 
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�)13(

ترتیب  به   b و  AR ، LC θ ،U ∞ پارامترهای  فوق  روابط  در  که 
اشاره به سرعت سیال هوا، ضریب لیفت، نسبت منظر و نصف طول 
ممان  و  نيرو  روي  بر  فوق  اصلاحات  اعمال  با  دارند.  ایرفویل  وتر 
نيرو  است،  شده  آورده   ]20[ مرجع  در  آن  روابط  كه  آيرودينامكيي 
با زاويه  بال سه‌بعدي  براي  تابع واگنر  پايه  بر  و ممان آيرودينامكيي 
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عقبگرد مطابق روابط ذيل استخراج خواهند شد.
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بعد  بدون  پارامتر  ترتیب  به   ( )tϕ و  ρ∞  ،a پارامترهای  که 
σ نیز  آیروالاستیک، دانسیته سیال هوا و تابع واگنر بوده و پارامتر 
نيرو و ممان  به ذکر است  انتگرال دوهامل1 می‌باشد. لازم  با  مرتبط 

1   Duhamel integral form

آيرودينامكيي ناپايا زمانی که بر پایه تابع واگنر بدست می‌آید، در قالب 
انتگرال دوهامل بيان می‌شود ]20[.

4- روش حل عددي
تا )12(  استخراج شده )9(  همانگونه كه مشاهده شد، معادلات 
معادلات  اين  مي‌باشند.  پاره‌اي-انتگرالي  ديفرانسيل  معادلات  نوع  از 
كوپل، شامل جمله‌های انتگرالي بوده كه شامل تابع زمان و مكان نيز 
اين جمله‌ها و  مقاله حاضر جهت ساده‌سازي  اين‌رو در  از  مي‌باشند. 
تبديل اين معادلات به كي سري معادلات ديفرانسيل معمولي، فرآيند 

زير طي شده است. 
 

4-1- حذف جمله‌های انتگرالي وابسته به مكان
چندين  حاصل‌ضرب  شامل  مكان  به  وابسته  انتگرالي  جمله‌های 
مرتبه تابع دلتاي ديراك در خودش بوده كه جهت بسط اين جمله‌ها 
مي‌توان از روابطي كه در ادامه بيان شده استفاده نمود. سازمان ناسا 
توابع  از  كلاس  كي  معرفي  به   ،]21[  1967 سال  در  گزارشي  در 
گوس2  خانواده  دو  از  مي‌توانند  توابع  اين  كه  پرداخت  تعميمي‌افته 
مقاله  اين  در  است  ذکر  شایان  هايپربولكي3 مشتق شوند.  تانژانت  و 
توابع  اين  است.  شده  استفاده  هايپربولكي  تانژانت  توابع  خانواده  از 
بطوركيه  هستند؛  فرد  به  منحصر  ويژگي  كي  داراي  تعميمي‌افته 
مي‌توان تابع پله واحد هويسايد را به صورت رابطه‌ای از تابع تانژانت 
اين  بازنويسي  و  مشتق‌گيري  بار  چندین  با  نمود.  بيان  هایپربولیک 
توابع مي‌توان روابط توسعه یافته‌ای از حاصلضرب تابع دلتای دیراک 

استخراج نمود.

4-2- حذف جمله‌های انتگرالي وابسته به زمان
پس از حذف جمله‌های انتگرالي وابسته به مكان فقط جمله‌های 
انتگرالي وابسته به زمان باقي خواهند ماند، که حاصل استفاده از تابع 
یک   ]20[ مرجع  در  می‌باشند.  آیرودینامیکی  ناپایا  تئوری  در  واگنر 
است  شده  ارائه  انتگرالی  جمله‌های  این  حذف  جهت  تحلیلی  روش 
ثابت‌های  سری  یک  از  جمله‌ها  این  در حذف  ساده‌سازی  که جهت 
ریاضی استفاده می‌شود و بایستی معادلات ساده شده از مرحله قبل 
 ضرب نمود و نسبت به زمان مشتق 

,
exp( )

f r
tε

1
را ابتدا در جمله

 , ,
exp[( ) ]

f r f r
tε ε−

2 1
گرفت. سپس دوباره معادلات جديد را در جمله

2   Gaussian family
3   Hyperbolic tangent family
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ضرب نمود و مجدداً نسبت به زمان مشتق گرفت. با استفاده از اين 
تكنكي، معادلات نهايي بدست آمده از نوع معادلات ديفرانسيل پاره‌اي 
خواهند بود كه مي‌توان آنها را بوسيله روش مودهاي فرضي به كي 
است  ذکر  به  لازم  نمود.  تبديل  معمولي  ديفرانسيل  معادلات  سري 
ε2 توابعی از سرعت سیال هوا بوده که در تابع واگنر  ε1و  پارامترهای  

ظاهر می‌شوند.

4-3- روش مودهاي فرضي
كي  شكل  به  ويژه  مقدار  مسئله  حل  فرضي،  مودهاي  روش  در 
سري از توابع مجاز فرض مي‌شود و كافي است اين توابع تنها شرايط 
مرزي هندسي را ارضا نمايند. بنابراين مختصه‌هاي حركتي سيستم را 
مي‌توان به صورت بسطي از حاصل‌ضرب توابع هندسي معلوم ضربدر 

ضرايب زماني نامشخص در نظر گرفت ]19[.

( ) ( ) ( ), , , , ,
1

, .
i i

n

f r f r f r f r f r
i

w x t w x tη
=

 =  ∑ �)16(

( ) ( ) ( ), , , , ,
1

, .
i i

n

f r f r f r f r f r
i

x t x tθ ϕ ψ
=

 =  ∑ �)17(

) به ترتيب توابع وابسته به زمان مودهاي  )i tψ ) و )i tη که توابع
) نيز توابع ويژه يا توابع  )i xϕ ) و )iw x خمشي و پيچشي بوده و
شكل براي مودهاي خمشي و پيچشي مي‌باشند. حال جهت تبديل 
معادلات حاكم )ديفرانسيل پاره‌اي( به معادلات ديفرانسيل معمولي، 
بايستي معادلات )16( و )17( را در معادلات حاكم جايگذاري نمود و 
سپس آنها را به ترتيب در توابع شکل ضرب نمود و نهایتاً بر روي طول 
بال مربوطه انتگرال‌گيري كرد. ساختار نهايي معادلات حاكم به فرم 

ماتريسي به صورت زير خواهد بود.

[ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }
[ ] { } [ ]

.

0
t I Cs

+ + +

 + =  0

 

0

M q C q K q

H K q
�)18(

ماتريس‌هاي  ترتيب  به   [ ]K ]و ]C ،[ ]M فوق روابط  در  كه 

با  مرتبط  نيز   { }q ستونی بردار  و  بوده  سفتي3  و  ميرايي2  جرم1، 
و  [ ]tH ماتريس‌هاي همچنين  مي‌باشد.  يافته  تعميم  مختصات 

 نيز به ترتيب ماتريس‌هاي مرتبط با جمله‌های انتگرالي و 
.

0

I Cs
  K

شرايط اوليه سيستم مي‌باشند كه با توجه به اينك‌ه در اين مقاله يافتن 
فلاتر سيستم هدف اصلی بوده؛ يا به عبارتي مسئله از نوع مقدار ويژه 
مي‌باشد، لذا اين ماتريس‌ها اثري در تحليل فلاتر بال جعبه‌اي ندارند. 
در نهایت بايستي معادلات ديفرانسيلي مرتبه دوم را به فرم مرتبه اول 

و در فضاي حالت4 تبديل نمود. 

5- تحلیل نتایج
در اين تحقيق جهت تحليل فلاتر از كي نمونه بال جعبه‌اي كه 
قبلًا طراحي مفهومی آن در مرجع ]6[ انجام شده استفاده می‌شود. 
این بال جعبه‌ای جهت نصب بر روی یک هواپیما 250 نفره طراحی 
شده است که بال جلوی آن مطابق هندسه بال هواپیما ایرباس 320 
طراحی شده است. مشخصات هندسی و خصوصیات فیزیکی این بال 

در جدول 1 آورده شده است. 
جهت حل عددي معادلات حاكم، از پنج مود خمشي و پنج مود 
پيچشي استفاده شده و نيز از پارامترهاي بدون بعد زير جهت تحليل 

فلاتر بهره برده شده است.

F
F

f f

UV
b θω

= �)19(

( )
l wnglt

l
wnglt

k l
K

EA
=

( )
t wnglt

t
wnglt

k l
K

GJ
=

f

r

bB
b

=

غيركوپل  فركانس  اولين  ترتیب  به   FU و  fθω پارامترهای كه 
 ، wngltl پارامترهای و  بوده  فلاتر  سرعت  و  جلو  بال  در  پيچشي  مود 

1  Mass matrix
2  Damping matrix
3  Stiffness matrix
4  State space
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و  کششی  صلبیت  طول،  ترتیب  به  نیز   ( )wnglt
GJ و  ( )wnglt

EA

صلبیت پیچشی بالچه مي‌باشند.

5-1- اعتبارسنجی
در این بخش، مدل آیرودینامیکی ناپاياي واگنر بر روی یک نمونه 
بال آیروالاستیک ساده )معروف به بال گلند( اعمال گردیده و مطابق 
جدول 2، سرعت و فرکانس فلاتر این بال با مطالعات پیشین مقایسه 

شده است ]22[ همچنین در این جدول اثر تعداد مودهاي خمشی 
و پیچشی بر سرعت و فرکانس فلاتر نشان داده شده است. همانگونه 
که مشاهده می‌شود اعتبارسنجی بال ساده گلند با استفاده از تئوری 
ناپایای واگنر از دقت مناسبی برخوردار بوده و تنها با استفاده از دو 
مود خمشی و پیچشی، همگرایی نتایج ملاحظه می‌گردد. شایان ذکر 
)یعنی  مود  تعداد  کمترین  از  حاكم،  معادلات  عددي  حل  در  است 
پنج  تا  نتایج  و  کرده  شروع  پیچشی(  مود  یک  و  خمشی  مود  یک 

  ] 6[ اي مورد مطالعه : مشخصات هندسي و فيزيكي بال جعبه1جدول 
Table 1. Geometric and physical characteristics of the box-wing 

 
  مقدار براي بال عقب (واحد)   مقدار براي بال جلو (واحد)   پارامترهاي بال جلو 

  EI(  )N.m2 (810×156/4    )N.m2 (810×359/1صلبيت خمشي (
  GJ (  )N.m2 (710×760/7  )N.m2 (710×490/4صلبيت پيچشي (

  m(   )kg/m (9.349   )kg/m (6/268جرم بال بر واحد طول ( 
  ɵI(  )kg.m (4/150   )kg.m (7/63اينرسي بال ( ممان 

  c(   )m  (6/2   )m (0/2طول وتر ايرفويل ( 
  a(  0  0ثابت آيروديناميكي ( 

  ɵx (   )m (0   )m (0فاصله مابين مركز جرم و مركز الاستيك ايرفويل ( 
  l(   )m (3/19   )m (25/19طول بال ( 

  -Λ(   )° (5/28   )° (28زاويه عقبگرد ( 
  A.R. (  1/13  0/17نسبت منظر ( 
  winlgetL(   )m (2/5   )m (2/5طول بالچه ( 

 
  : سرعت و فركانس فلاتر بال ساده گلند بدون زاويه عقبگرد2جدول   

Table 2. Flutter frequency and velocity of Goland's un-swept clean wing 
 

  سرعت فلاتر  تعداد مود   مرجع 
)km/h(  

  فركانس فلاتر 
)Hz (  

  25/11  1/494 - (حل دقيق)]24[مرجع 
  15/11  2/493  -  ]25[ مرجع

  27/11  1/483  -  ] 26[مرجع 
  34/11  7/492 6 ]27[مرجع 

  13/11  15/492  6  مطالعه حاضر با استفاده از مدل تئودرسون
  34/11  04/491  6  مطالعه حاضر با استفاده از مدل پيترز

  مطالعه حاضر با استفاده از مدل واگنر

1  40/419  87/12  
2 56/493  02/11  
3  56/493  02/11  
4  56/493 02/11  
5 56/493 02/11  

 
  

جدول 1. مشخصات هندسی و فیزکیی بال جعبه‌ای مورد مطالعه ]6[
Table 1. Geometric and physical characteristics of the box-wing

جدول 2. سرعت و فرکانس فلاتر بال ساده گلند بدون زاويه عقبگرد
Table 2. Flutter frequency and velocity of Goland’s un-swept clean wing
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ارائه شده‌اند. همانگونه که مشاهده  مود خمشي و پنج مود پيچشي 
می‌شود، پس از استفاده از دو مود خمشی و دو مود پیچشی، نتایج 
همگرا می‌شوند. از طرفي استفاده از تعداد مودهاي بيشتر از دو مود 
ارتعاشي، اثري بر دقت سرعت و فركانس فلاتر نخواهد داشت. یکی از 
مهمترین پارامترهای هندسی در بال هواپیما که اثر قابل ملاحظه‌ای 
بر سرعت و فرکانس فلاتر می‌گذارد، زاویه عقبگرد است. همانگونه که 
در بخش سوم نیز بدان اشاره شد، جهت بررسی اثر زاویه عقبگرد بر 
فلاتر بال آیروالاستیک، ضروری است برخی ضرایب اصلاحی در مدل 
آیرودینامیکی اعمال گردد. ضرایب اصلاحی که تاکنون پیشنهاد شده 
است عموماً بر روی تئوری‌های تئودرسن و پیترز پیاده‌سازی شده‌اند. 
با توجه به اینکه در تحقیق حاضر از تئوری آیرودینامیکی ناپایا بر پایه 
تابع واگنر استفاده شده است، لذا اثر اعمال ضرایب اصلاحی بر این 
تئوری، مطابق شکل 3 نشان داده شده است. همانگونه که ملاحظه 
و  پیشین]22[  تحقیقات  با  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  با  می‌شود، 
]23[، اعتبارسنجی این ضرایب به ازای زاوايای عقبگرد مثبت و منفي 

به خوبی انجام شده است. 
به منظور اعتبارسنجي نتايج فلاتر بال جعبه‌اي و با توجه به عدم 
انجام داد، سعي شده  با آن  را  اعتبارسنجي  بتوان  وجود مرجعي که 
افزار  نرم  در  مطالعه  مورد  جعبه‌اي  بال  فلاتر  تحليل  نتايج  از  است 
نسترن استفاده شود. مدلسازی بال جعبه‌اي مورد مطالعه مطابق شکل 

4 و در نرم‌افزار پترن1 انجام شده است. علاوه بر این، ساختار سازه‌اي 
این بال نیز مطابق جدول 3 در نظر گرفته شده است و شامل اجزاي 
مختلف كي بعدي )پست، کپ(2 و دو بعدي )اسپار، ريب و پوسته(3 
می‌باشد. مدلسازی مدل المان محدود در نرم‌افزار با فرض ثابت بودن 
سطح مقطع ایرفویل در طول بال انجام شده است. همچنین مدلسازی 
تیر جعبه‌ای4 به گونه‌ای انجام شده که ضخامت آن ثابت در نظر گرفته 

شده است ]6[. 
پس از مدلسازی ساختار بال جعیه‌ای در نرم‌افزار پترن )با توجه 
به مشخصات ذکر شده در جدول فوق( لازم است تا خواص فیزیکی 
هر کدام از اجزای آن )بال‌های جلو و عقب( مانند جرم بر واحد طول و 
ممان اینرسی قطبی جهت جایگذاری در ترم‌های ثابت معادلات حاکم 
استخراج گردند. لازم به ذکر است جهت استخراج گشتاور دوم سطح و 
گشتاور قطبی نیز کافی است هر کدام از بال‌های جلو و عقب را به تنهایی 
در نرم‌افزار مدلسازی نمود و با استفاده از آنالیز مودال در نرم‌افزار نسترن 
فرکانس‌های اول طبیعی خمشی و پیچشی آنها را استخراج نمود. حال با 
استخراج فرکانس‌های طبیعی اول هر کدام از بال‌ها، گشتاور دوم سطح 

و گشتاور قطبی آنها قابل محاسبه خواهد بود. 

1   MSC PATRAN
2   Post and cap
3   Spar, rib and skin
4   Box-beam

 
 : اثر زاويه عقبگرد بر سرعت فلاتر 3شكل 

Fig. 3. Effect of sweep angle on the flutter velocity 
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گرفتن  نظر  در  با  نسترن،  نرم‌افزار  در  بال جعبه‌ای  فلاتر  تحليل 
مدل در سطح دريا و با استفاده از تئوري دابلت-لاتيس و روش پی‌کی1 
انجام شده است. علاوه بر این، جهت انجام یک تحلیل فلاتر مناسب 
آیرودینامیکی کنترل شوند.  برآی  است سطوح  نرم‌افزار، ضروری  در 

1   P-K method

بایستی مقدار  به طول موج2  بدین صورت که حداقل نسبت مش‌ها 
12 بوده و حداکثر نسبت منظر جعبه‌ای3 نیز مقدار 3 باشد. در این 
راستا انتخاب مقدار مناسب برای فرکانس‌های حداقل و حداکثر4 و نیز 

2   Min Boxes/Wavelength
3   Max. Box Aspect Ratio
4   Min. and max. frequency

   
 شكل 4: شماتيكي از مدل المان محدود مورد استفاده در نرمافزار نسترن 

Fig. 4. A schematic of the finite elements model in MSC NASTRAN 

  

شكل 4. شماتکیی از مدل المان محدود مورد استفاده در نرم‌افزار نسترن
Fig. 4. A schematic of the finite elements model in MSC NASTRAN

  اي مورد مطالعهاي بال جعبه: ساختار سازه3جدول 
Table 3. Structural model of the box-wing 

 
  بال جلو 

  ) mضخامت (  تعداد  المان يك بعدي   )m2مقطع ( سطح   تعداد  المان يك بعدي 
  021/0  60  پوسته (آلومينيوم)  00005/0  48  (فولاد) پست

  003/0  15 اسپار جلو (آلومينيوم) 0005/0 30  (فولاد) كپ اسپار جلو
  005/0  15  اسپار وسط (آلومينيوم)  004/0  30  (فولاد) كپ اسپار وسط
  003/0  15  اسپار عقب (آلومينيوم)  0005/0  30  (فولاد)كپ اسپار عقب 

  0005/0  32  ريب (آلومينيوم) 00005/0 64 (فولاد)كپ ريب 
  بال عقب 

  02/0  60  پوسته (آلومينيوم) 00005/0 48  )آلومينيوم (پست
  003/0  15 اسپار جلو (آلومينيوم)  0005/0  30  )آلومينيوم(  كپ اسپار جلو

  005/0  15  اسپار وسط (آلومينيوم)  004/0  30  (فولاد) اسپار وسطكپ 
  003/0  15  اسپار عقب (آلومينيوم) 0005/0 30 )آلومينيوم(كپ اسپار عقب 

  0005/0  32  ريب (آلومينيوم)  00005/0  64 )آلومينيوم( كپ ريب 
  بالچه 

  003/0  32  پوسته (آلومينيوم)  -  0  پست 
  01/0  8 (آلومينيوم)اسپار جلو   -  0   كپ اسپار جلو

  02/0  8  اسپار وسط (آلومينيوم) - 0    كپ اسپار وسط
  01/0  8  اسپار عقب (آلومينيوم)  -  0  كپ اسپار عقب  

  02/0  9  ريب (آلومينيوم)  -  0  كپ ريب 
 
  

جدول 3. ساختار سازه‌اي بال جعبه‌اي مورد مطالعه
Table 3. Structural model of the box-wing
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سرعت‌های حداقل و حداکثر سیال هوا1 بسیار قابل اهمیت می‌باشد. 
با انجام آنالیز مودال در نرم‌افزار نسترن، چهار مود اول ارتعاشات آزاد 

بال جعبه‌ای مطابق شکل 5 نمایش داده شده است.
مورد  جعبه‌اي  بال  ميرايي  تغييرات  نمودار  از  نمونه‌ای  همچنین 
مطالعه بر حسب سرعت سيال و براي شش مود حركت در شكل 6  
نشان داده شده است. همانگونه كه ملاحظه مي‌شود، بال در مود سوم 
و در سرعت 267 متر بر ثانيه و فركانس 44/12 راديان بر ثانيه دچار 

1   Min. and max. velocity

پديده فلاتر شده است. 
اعتبارسنجي سرعت و فركانس فلاتر براي بال جلو و بال عقب به 
بال جعبه‌اي مطابق جدول 4  برای كل  و همچنین  صورت جداگانه 
انجام شده است. همانگونه كه مشاهده مي‌شود، تطابق خوبي مابين 
نتايج سرعت فلاتر بدست آمده از نرم‌افزار نسترن و روش حل عددي 
معادلات مشاهده مي‌شود. اختلاف مشاهده شده در فرکانس‌های فلاتر 
را می‌توان به استفاده از دو فنر خطی جهت مدلسازی بالچه که در 

نرم‌افزار به صورت کامپوزیت مدل شده، مرتبط دانست.

  

  
 شكل 5: چهار مود اول ارتعاشات بال جعبهاي در نرمافزار نسترن  

Fig. 5. The first four natural modes of the box-wing in MSC NASTRAN 

  

شكل 5. چهار مود اول ارتعاشات بال جعبه‌ای در نرم‌افزار نسترن
Fig. 5. The first four natural modes of the box-wing in MSC NASTRAN

  اي مورد مطالعه : اعتبارسنجي فلاتر بال جعبه4جدول  
Table 4. Validation of the box-wing flutter 

 
  ماخ   ) Hzفركانس فلاتر (   )m/sسرعت فلاتر (  روش حل   مدل 

  84/0  58/4  287  حل نيمه تحليلي   بال جلو
  85/0  29/3  289افزار نسترن حل توسط نرم 

  81/0  89/6 274 حل نيمه تحليلي  بال عقب 
  80/0  75/6  271افزار نسترن حل توسط نرم 

  79/0  63/6  269  حل نيمه تحليلي   ايبال جعبه
  79/0  63/4 270افزار نسترنتوسط نرمحل

 

جدول 4. اعتبارسنجي فلاتر بال جعبه‌اي مورد مطالعه
Table 4. Validation of the box-wing flutter
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5-2- نتایج
اثر زوایه عقبگرد بال‌ها بر فلاتر و واگرایی بال جعبه‌ای در شکل 7 
نمایش داده شده است. با افزايش زوایه عقبگرد بال‌های جلو و عقب، 
افزايش قابل توجهي خواهد داشت. به عبارتی چنانچه  سرعت فلاتر 
زاويه عقبگرد بال‌ها از مقدار 30 درجه بيشتر شود، مرز پايداري كل 
بال، به ميزان بسيار زيادي افزايش نشان خواهد داد. علاوه بر این، با 

به سرعت  واگرایی نسبت  زاویه عقبگرد، میزان رشد سرعت  افزایش 
فلاتر بیشتر خواهد بود. فرکانس فلاتر نیز تا زاویه عقبگرد 40 درجه 
ثابت بوده و پس از آن رشد قابل ملاحظه‌ای در آن مشاهده می‌شود.

شکل 8 اثرات ضریب سفتی بالچه بر فلاتر بال جعبه‌ای را نشان 
بالچه  طولی  سفتی  افزایش  می‌شود  مشاهده  که  همانطور  می‌دهد. 
باعث کاهش سرعت فلاتر و افزایش فرکانس فلاتر می‌شود. همچنین 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( تغييرات ميرايي )ب( فرکانس مودال  [6]اي مطابق مدل مرجع : فلاتر بال جعبه6شكل 
Fig. 6. The box-wing flutter as Ref. [6] (a) Damping variation (b) Modal frequency 
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افزایش سرعت فلاتر خواهد شد  بالچه باعث  افزایش سفتی پیچشی 
ولی اثری بر فرکانس فلاتر ندارد. 

بر  فلاتر  فرکانس  و  سرعت  بر  بال‌ها  عقبگرد  زاویه  تغییرات  اثر 
حسب میزان سفتی پیچشی بالچه در شکل 9 نشان داده شده است. 
نتایج این نمودار نشان می‌دهد که بیشترین و کمترین سرعت فلاتر 
و کمترین  بیشترین  و  و 2 مشاهده می‌شود  مقادیر 1  ترتیب در  به 

فرکانس فلاتر نیز به ترتیب متعلق به مقادیر 0/1 و 2 می‌باشد. علاوه 
بر این، افزایش زاویه عقبگرد بال‌ها باعث افزایش قابل توجه مرز فلاتر 
بال جعبه‌ای می‌شود که شیب این افزایش، برای زوایای بیشتر از 30 

درجه تندتر خواهد بود. 
برای  فلاتر  فرکانس  و  سرعت  بر  جعبه‌ای  بال  عقبگرد  زاویه  اثر 
قرار  مطالعه  مورد   10 شکل  در  بالچه  طولی  سفتی  مختلف  شرایط 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 هاي جلو و عقب : نمودار تغييرات )الف( سرعت فلاتر و واگرايي )ب( فرکانس فلاتر بر حسب تغييرات زاويه عقبگرد بال7شكل 
Fig. 7. The variation of (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. sweep angles of the front 

and rear wings 
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گرفته است. به منظور پوشش دادن همه شرایط ممکن، چهار حالت 
مختلف برای سفتی طولی بالچه در نظر گرفته شده است که دو حالت 
مورد  مدل  از  کمتر  بالچه  طولی  سفتی  که  است  وضعیتی  برای  آن 
مطالعه باشد )یعنی ضریب یک( و یک حالت آن نیز برای وضعیتی 
تغییرات  مطابق  یابد.  افزایش  حد  از  بیش  طولی  سفتی  که  است 
فلاتر  باشد، سرعت  کمتر  بالچه  هر چه سفتی طولی  مشاهده شده، 
بال جعبه‌ای بیشتر خواهد بود و این در حالی است که کاهش سفتی 
طولی بالچه موجب کاهش فرکانس فلاتر می‌شود. همچنین افزایش 
زاویه عقبگرد بال جعبه‌ای همواره اثر مثبتی بر افزایش سرعت فلاتر 

دارد ولی هیچ اثری بر فرکانس فلاتر نمی‌گذارد.
ضروری  که  جعبه‌ای  بال  هندسی  پارامترهای  مهمترین  از  یکی 
میزان  گیرد،  قرار  بررسی  مورد  فلاتر  تحلیل  در  آن  تغییرات  است 
اثرگذاری طول وتر بال‌های جلو و عقب می‌باشد. شکل‌های 11 و 12 
به ترتیب میزان تأثیر طول وتر بال‌های جلو و عقب را به ازای تغییرات 
سه  شکل‌ها  این  در  می‌دهند.  نشان  بالچه  طولی  و  پیچشی  سفتی 
حالت مختلف برای این نسبت در نظر گرفته شده است که یک حالت 
آن برای وضعیتی است که وتر بال جلو از بال عقب کوچکتر می‌باشد 
و دو حالت آن نیز برای وضعیتی است که وتر بال جلو از بال عقب 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 : نمودار تغييرات )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنرهاي طولي و پيچشي8شكل 
Fig. 8. The variation of (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal and torsional 

springs 
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 )الف( 

 
 )ب( 

 نمودار اثر زاويه عقبگرد بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر پيچشي : 9شكل 
Fig. 9. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the torsional spring 
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Fig. 9. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the torsional spring

شکل 10. نمودار اثر زاویه عقبگرد بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضریب سفتی فنر طولی
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal spring

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر طولي: نمودار اثر زاويه عقبگرد بر  10شكل 
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal 

spring 
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 )الف( 

 
 )ب( 

 )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب ضريب سفتي فنر طولي: نمودار اثر زاويه عقبگرد بر  10شكل 
Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal 

spring 
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 )الف( 

 
 )ب( 

 : نمودار تغييرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب سفتي پيچشي بالچه 11شكل 
Fig. 11. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet 

torsional stiffness 
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Continued Fig. 10. Effect of sweep angle on (a) Flutter velocity (b) Flutter frequency vs. stiffness of the longitudinal spring

شکل 11. نمودار تغییرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب سفتی پیچشی بالچه
Fig. 11. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet torsional 

stiffness
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بزرگتر است. با توجه به روند تغییرات نمودار، افزایش نسبتِ طول وتر 
بال‌ها موجب افزایش در سرعت و فرکانس فلاتر بال جعبه‌ای می‌شود. 
بزرگ‌تر بودن وتر بال جلو نسبت به بال عقب، افزایش کمی در سرعت 
فلاتر را در پی دارد؛ بنابراین می‌توان افزایش 20 درصدی طول وتر 
بال جلو نسبت به بال عقب را بهترین مقدار برای بال‌ها در نظر گرفت. 
همچنین فرکانس فلاتر نیز با افزایش این نسبت کاملًا رفتار افزایشی 

از خود نشان می‌دهد.
  

6- نتيجه‌گيري
در اين مقاله با استفاده از اصل هاميلتون و بارگذاري ناپايا بر پایه 

آيروالاستكي  جعبه‌اي  بال  نمونه  كي  بر  حاكم  معادلات  واگنر،  تابع 
استخراج شدند. در محدود تحقیقاتی که تاکنون با استفاده از روش 
مدلسازی ریاضی انجام گرفته، معادلات آیروالاستیک بال جعبه‌ای با 
استفاده از مقاطع دوبعدی بال‌های جلو و عقب استخراج شده‌‌اند و این 
در حالی است که در تحقیق حاضر مدل سه‌بعدی بال جعبه‌ای مورد 
توجه قرار گرفته است. علاوه بر این، در دیگر مطالعات آیروالاستیسیته 
برده  بهره  تخصصی  نرم‌افزارهای  از  نیز  جعبه‌ای  بال  فلاتر  پیرامون 
نرم‌افزارها  این  از  استفاده  زمان  در  است  ذکر  به  لازم  است.  شده 
علاوه بر اینکه نیاز به صرف هزینه بسیار زیاد می‌باشد؛ گاهی اوقات 
لازم است جهت تعیین اثر پارامترهای مختلف طراحی بر مرز فلاتر، 

 
 )الف( 

 
 )ب( 

 : نمودار تغييرات  نسبت وتر بال جلو به عقب بر )الف( سرعت فلاتر )ب( فرکانس فلاتر بر حسب سفتي طولي بالچه 12شكل 
Fig. 12. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet 

longitudinal stiffness 
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Fig. 12. The variation of chords ratio on (a) Flutter velocity and divergence (b) Flutter frequency vs. winglet longitudinal 

stiffness
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مدلسازی‌های مکرر انجام گیرد که این موضوع باعث صرف زمان قابل 
تحقیقات  در  ریاضی  مدلسازی  از  استفاده  لذا  شد.  خواهد  توجه‌ای 
هزینه  با صرف  تا  محققان می‌دهد  به  را  امکان  این  آیروالاستیسیته 
تعیین  را  سیستم  فلاتر  بر  طراحی  پارامترهای  اثر  مناسب،  زمان  و 
با استفاده  نمایند. از طرفی همانگونه که ملاحظه شد، معادلاتی که 
از دستگاه‌های مختصات واسط استخراج می‌شوند پیچیده می‌باشند. 
روش حل نیمه‌تحلیلی ارائه شده در این مقاله و همچنین دقت مناسب 
نتایج حاصل از آن را می‌توان به عنوان یک نوآوری در تحقیق حاضر به 
حساب آورد که می‌توان با استفاده از آن به حل معادلات دیفرانسیل 
پاره‌ای-انتگرالی که شامل جمله‌های انتگرالی وابسته به زمان و مکان 

می‌باشند، دست یافت.
در این مطالعه جهت مدلسازي اثر بالچه از دو فنر خطي طولي و 
پيچشي استفاده شده كه دو انتهاي آنها بر محور الاستكي بال‌ها قرار 
گرفته است. با فرض وجود دو نوع تغيير شكل خمشي و پيچشي براي 
بال‌ها، معادلات حاكم به شكل معادلات ديفرانسيل پاره‌اي-انتگرالي 
استخراج شده و جهت حل عددي اين معادلات از تكن‌كيهای رياضي 
استفاده گردید. جهت اعتبارسنجي حل عددي معادلات حاكم، نتايج 
بدست آمده با نتايج خروجي از نرم‌افزار نسترن مقايسه شد كه نتایج 
تعیین  مقاله  این  در  مي‌باشد.  مدلسازی  مناسب  دقت  نشان‌دهنده 
اثرات زاويه عقبگرد بال‌ها و نیز سفتی طولی و پیچشی بالچه بر سرعت 
و فرکانس فلاتر بال جعبه‌اي به عنوان پارامترهای مهم طراحی مورد 
توجه قرار گرفته است. نتایج این مطالعه نشان داد که کاهش میزان 
سفتی طولی در بالچه می‌تواند موجب افزایش قابل توجه‌ای در مرز 
پایداری شود، در حالی که افزایش در سفتی پیچشی بالچه می‌تواند 
مرز فلاتر بال جعبه‌ای را کمی ارتقا دهد. علاوه بر این، افزایش زاویه 
عقبگرد بال‌ها موجب افزایش بسیار زیاد در سرعت فلاتر می‌گردد و 
این در حالی است که بزرگ‌تر بودن وتر بال جلو نسبت به بال عقب 

اثر کمتری بر افزایش مرز فلاتر بال جعبه‌ای نشان می‌دهد.

فهرست علائم
علائم انگليسي

aپارامتر بدون بعد آيروالاستكي
A.E.محور الاستكي
A.Rنسبت ديد

bm ،نصف وتر بال
C.G.مركز ثقل
Clɵضريب ليفت بال
EN/m2 مدول يانگ، 
GN/m2 مدول برشي، 

ˆ ˆ ˆI J K0 0 0

بردارهاي كيه سيستم مختصات قرارگرفته روي 
مركز ثقل بدنه هواپيما

ˆˆ ˆIJK
بردارهاي كيه سيستم مختصات بال بدون زاويه 

عقبگرد

ˆˆ ˆi j k
بردارهاي كيه سيستم مختصات بال با زاويه 

عقبگرد و قبل از تغيير شكل

ˆˆ ˆi j k′ ′ ′
بردارهاي كيه سيستم مختصات بال با زاويه 

عقبگرد و بعد از تغيير شكل
Im4 ممان اينرسي سطح مقطع بال، 
Jm4 ممان اينرسي قطبي سطح مقطع بال، 
kN/m ،ضريب سختي فنر
lm ،طول بال
LN ،نيروي آيرودينامكيي
mkg ،جرم
MN.m ،ممان آيرودينامكيي
qمختصات تعميم يافته
Rبردار جابجايي
ts ،زمان
TtJ ،انرژي جنبشي كل
Um/s ،سرعت سيال هوا
UFm/s ،سرعت فلاتر
UDm/s ،سرعت واگرايي
UkJ ،انرژي پتانسيل فنر
UtJ ،انرژي كرنشي كل
wm ،z تغيير شكل خمشي بال در راستاي
wiتوابع شكل براي تغيير شكل خمشي بال

Wn.cJ ،كار انجام شده توسط نيروهاي ناپايستار

, ,X Y Z0 0 0

سيستم مختصات قرار گرفته روي مركز جرم 
بدنه هواپيما

X,Y,Zسيستم مختصات بال بدون زاويه عقبگرد

x,y,z سيستم مختصات بال با زاويه عقبگرد و قبل از
تغيير شكل
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x’,y’,z’ سيستم مختصات بال با زاويه عقبگرد و بعد از
تغيير شكل

xθ
فاصله مابين مركز جرم و مركز الاستكي سطح 

m ،مقطع بال
علائم يوناني

( )i tηتوابع وابسته به زمان براي مود خمشي

iϕتوابع شكل براي مود پيچشي بال

( )tφتابع واگنر

δاپراتور تغييرات

Dδتابع دلتاي ديراك

,η ξ
بردارهاي كيه بال بعد از تغيير شكل در راستاي 

z’ و y’

Λ° ،زاويه عقبگرد بال
Γ° ،زاويه بالاگرد بال

ρ∞kg/m3 دانسيته هوا، 

i ( t )Ψتوابع وابسته به زمان براي مود پيچشي

θ
 ،x تغيير شكل پيچشي بال در راستاي محور

rad

زيرنويس
مركز ثقل بدنه هواپيما0
Dواگرايي
fبال جلو
Fفلاتر
kفنر
rبال عقب
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