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ABSTRACT: Recently, it has been substantiated that besides initially curved micro-structures, 
pressurized flat micro-plates can also experience snap-through instability. Given the potential applications 
of these micro-plates in designing high-sensitive sensors, the present work aims to investigate the bi-
stable behavior of such structures when they are integrated with a piezoelectric layer. To this end, the 
modified couple stress theory together with the geometric nonlinear Kirchhoff plate model are employed. 
Hiring Galerkin’s method, the reduced governing equilibrium, and stability equations are then achieved. 
The limit points associated with the micro-plate equilibrium path are then determined through the 
simultaneous solution of these equations. The present findings are compared and validated by available 
results in the literature. The influence of the piezoelectric actuation on the bi-stable response of the 
system is then investigated. The results reveal that the shape of the micro-plate equilibrium path and the 
number and the position of its limit points can seriously be affected by applying the piezoelectric voltage. 
Despite the previous studies, the present paper shows that applying positive piezoelectric voltage does 
not decrease the pull-in threshold of the system all the time and can sometimes increase it when the 
micro-plate undergoes large differential pressures. Furthermore, the results reveal that applying positive 
piezoelectric voltages expands the snapping zone while negative ones downsize this region. The present 
results can be very useful for micro-electromechanical system engineers.
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1- Introduction
Investigating the behavior of bi-stable micro-structure as 

the building block of high-sensitive micro-sensors motivates 
the attention of many researchers to date [1]. Despite the 
usual belief that only initially curved micro-structures can 
experience snap-through instability when they are subjected 
to loading in the opposite direction of the incline, recently 
it has been substantiated that pressurized flat systems can 
also behave bi-stably [2]. Bearing in mind that flat micro-
structures are less stiff in comparison to equivalent arch-
shaped systems, this strange feature of pressurized flat micro-
plates is proposed to be utilized as the operation principle for 
designing high-sensitive micro-sensors [1, 3].

In view of the fact that micro-plates equipped with 
piezoelectric layers play a crucial role in designing tunable 
micro-sensors [4], the main goal of the present work is to 
investigate the bi-stable behavior of such structures when 
they exhibit differential pressures. To this end, the governing 
equilibrium equations are obtained based on the modified 
couple stress theory. Employing the Galerkin projection 
method, the governing equilibrium equations are then 
reduced to some algebraic equations. Vanishing the Jacobean 
of the reduced governing equations of equilibrium together 
with these equations themselves, the micro-plate stability 

is then examined [3]. Hiring the present stability analysis 
approach, the combined effects of the piezoelectric voltage as 
well as the differential pressure on the limit points map of the 
system are studied in detail. The results revealed that despite 
the negative voltages, applying positive ones expands the bi-
stable zone in the limit points map. 

2- Mathematical Model of the Problem
Fig. 1 depicts a schematic of a pressurized micro-electro-

mechanical plate. As it is seen, the length, width, and thickness 
of the plate are b, a, and h, respectively. The micro-plate is 
made of two layers: a substrate layer and a piezoelectric 
one with a thickness of hp. The initial gap between the two 
electrodes is d. It is assumed that the micro-plate is subjected 
to both the piezoelectric and electrostatic excitations. That 
is the piezoelectric voltage is Vp and the capacitive voltage, 
which is applied between the two electrodes, is denoted by 
VDC. The opposing differential pressure between the two 
electrodes is also p. Considering the size-dependent thin plate 
model based on the modified couple stress theory (MCST) 
[3], the equilibrium equations are obtained as
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where,   is the dielectric constant of the media between 
the two electrodes. Also,  , , ,i iN M i x y xy  and 

 , , , ,j j x y xy xz yz   denote the stress and couple 
stress resultants. 

Applying the Galerkin projection method on the in-
plane governing equilibrium equations, the in-plane 
displacements, which are discretized using n basis 
functions in each direction, can be expressed in terms of 
the transverse deflection that is approximated with only 
one basis function. Having the in-plane displacements in 
terms of the out-of-plane one, the present reduced order 
model is obtained through the application of the Galerkin 
method on the transverse equilibrium equation [3]. 
Differentiating the reduced equilibrium equation with 
respect to the transverse generalized coordinate, the 
reduced stability equation can also be obtained [3]. The 
micro-plate limit points in its equilibrium path can then 
be obtained through the simultaneous solution of these 
two equations. 

 
Fig. 1. Three-dimensional schematic of a rectangular 

micro-plate with a piezoelectric layer. 

3. Results and Discussions 
Performing a convergence study, one can simply observe 
that by setting the number of the included in-plane basis 
functions in each direction to n = 4, the present solutions 
are completely converged. To validate the accuracy of the 
present model, a square silicon micro-plate with 

1000μma  , 3μmh   , 10μmd  , 0.3 , 
169GPaE   and 0.592μml   is considered. The 

equilibrium paths of this system under some different 
pressures are compared by those reported in reference 
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[3]. As Fig. 2 depicts, the present solutions agree 
excellently with those published in the literature [3]. 

 
Fig. 2. Influence of the differential pressure on the 

behavior of the present silicon micro-plate. Solid lines are 
corresponding to the present findings and dashed lines 

depict the results reported in Ref. [3]. 

 

Fig. 3. Influence of the piezoelectric voltage on the 
occurrence of snap-through instability  

To investigate the influence of piezoelectric 
actuation, a square silicon micro-plate equipped with a 
0.01 μm piezoelectric layer with properties 11=132GPaC
, 12 =71GPaC , 13 =73GPaC , 33 =115GPaC , 

2
13 = -4.1c.me   and 2

33 =14.1c.me   is considered. It is 
also assumed that the initial gap between the two 
electrodes is three times greater than the micro-plate 
thickness. Fig. 3 illustrates the limit points map of the 
present system for three different values of the 
piezoelectric voltage. As it is seen, applying piezoelectric 
voltage can seriously affect the bi-stable region in the 
limit points map graph. Therefore, piezoelectric-based 
pressurized micro-plates can be considered as the 
building block for designing tunable high sensitive 
micro-sensors. 

4. Conclusions 
The main purpose of the present study was to investigate 
the snap-through instability in pressurized flat micro-
plates equipped with a piezoelectric layer. To this end, 
the modified couple stress thin plate model was 
considered to obtain the governing equilibrium 
equations. The Galerkin projection method was then 
hired to reduce the equilibrium equations to an algebraic 
equation. Differentiating this algebraic equation with 
respect to the transverse generalized coordinate, the 
reduced stability equation was then obtained. Both the 
stable and unstable behaviors of the system as well as the 
bi-stable zone in the limit points map were investigated 
through the simultaneous solution of these two equations. 
The present findings were compared and successfully 
validated by the available results in the literature. Despite 
the previous belief that applying positive piezoelectric 
voltage decreases the pull-in threshold of the system all 
the time, it was found that if the system is subjected to 
some large values of the differential pressure, its pull-in 
threshold may increase. It was also observed that despite 
the negative voltages, applying positive ones expands the 
bi-stable region in the limit points map of the system.  
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present model, a square silicon micro-plate with 1000a mµ=

, 3h mµ=  , 10d mµ= , 0.3=ν , 169GPaE =  and 
169E Gpa=  is considered. The equilibrium paths of this 

system under some different pressures are compared by 
those reported in reference [3]. As Fig. 2 depicts, the present 
solutions agree excellently with those published in the 
literature [3].

To investigate the influence of piezoelectric actuation, 
a square silicon micro-plate equipped with a 0.01 
μm piezoelectric layer with properties 11 =132GPaC , 

12 =71GPaC , 13 =73GPaC , 33 =115GPaC , 2
13 = -4.1c.me −  

and 2
33 =14.1c.me −  is considered. It is also assumed that the 

initial gap between the two electrodes is three times greater 
than the micro-plate thickness. Fig. 3 illustrates the limit 
points map of the present system for three different values of 
the piezoelectric voltage. As it is seen, applying piezoelectric 
voltage can seriously affect the bi-stable region in the limit 
points map graph. Therefore, piezoelectric-based pressurized 
micro-plates can be considered as the building block for 
designing tunable high sensitive micro-sensors.

4- Conclusions
The main purpose of the present study was to investigate 

the snap-through instability in pressurized flat micro-plates 
equipped with a piezoelectric layer. To this end, the modified 
couple stress thin plate model was considered to obtain the 
governing equilibrium equations. The Galerkin projection 
method was then hired to reduce the equilibrium equations to 
an algebraic equation. Differentiating this algebraic equation 

with respect to the transverse generalized coordinate, the 
reduced stability equation was then obtained. Both the stable 
and unstable behaviors of the system as well as the bi-stable 
zone in the limit points map were investigated through the 
simultaneous solution of these two equations. The present 
findings were compared and successfully validated by the 
available results in the literature. Despite the previous belief 
that applying positive piezoelectric voltage decreases the 
pull-in threshold of the system all the time, it was found 
that if the system is subjected to some large values of the 
differential pressure, its pull-in threshold may increase. It was 
also observed that despite the negative voltages, applying 
positive ones expands the bi-stable region in the limit points 
map of the system. 
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بررسی دوپایداری میکروصفحات پیزوالکتریک تحت فشار بر مبنای تئوری تنش کوپل بهبودیافته
مریم محمدجانی، امیر رضا عسکری*

گروه مهندسی مکانیک، دانشگاه حکیم سبزواری، سبزوار، ایران. 

خلاصه: اخیراً ثابت شده  است علاوه بر ریزسازه  های دارای خمیدگی اولیه، میکرو ورق هاي مسطح تحت فشار نیز می توانند ناپایداری 
واجهش را تجربه کنند. با توجه به کاربرد های بالقوه ی این میکروصفحات در طراحی سنسور های فوق حساس، هدف این مقاله بررسی 
رفتار دوپایدار چنین سازه هایی هنگام ترکیب آن ها با یک لایه ی پیزوالکتریک است. بدین منظور از تئوری تنش کوپل بهبود یافته به 
همراه مدل صفحه ی غیرخطی کیرشهف استفاده می شود. با استفاده از روش گالرکین، معادلات کاهیده شده تعادل و پایداری حاصل 
می گردند. سپس با حل همزمان این معادلات، نقاط بحرانی مسیر تعادل میکرو ورق تعیین می گردند. یافته  های حاضر با نتایج موجود 
در منابع مقایسه و تأیید می شوند. در ادامه تأثیر تحریک پیزوالکتریک بر پاسخ دوپایدار سیستم بررسی می گردد. نتایج نشان می دهند 
شکل مسیر تعادل و همچنین تعداد و موقعیت نقاط بحرانی آن با اعمال ولتاژ پیزوالکتریک شدیداً تحت تأثیر قرار می گیرند. مقاله حاضر 
برخلاف مطالعات پیشین نشان می دهد، اعمال ولتاژ پیزوالکتریک مثبت همواره باعث کاهش آستانه ی ناپایداری کشیدگی سیستم 
نمی شود و گاهی اوقات تحت تحریک مقادیر بزرگ فشار دیفرانسیلی، می تواند باعث افزایش آن گردد. همچنین نتایج حاکی از آنند که 
با اعمال ولتاژ پیزوالکتریک مثبت، ناحیه ی واجهش منبسط و با اعمال مقادیر منفی، این ناحیه منقبض می گردد. نتایج حاضر می تواند 

برای مهندسان صنعت سیستم های میکروالکترومکانیکی بسیار مفید باشد.
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مقدمه-  
سیستم  های میکروالکترومکانیکی بیشتر به عنوان محرک یا حسگر به 
بسیار  ابعاد  نیز  و  پایین  انرژی  دلیل مصرف  به  این سیستم   ها  کار می روند. 
کوچک، امروزه کاربرد گسترد ه ای دارند ]1[. ریزسیستم  های الکترومکانیکی 
متحرک  الکترود  بعنوان  میکروصفحه  یک  و  ثابت  الکترود  یک  از  معمولًا 
تشکیل می شوند ]2[. با اعمال اختلاف پتانسیل الکتریکی، میکروصفحه به 
الکترود  ولتاژ ورودی، خیز  افزایش  با  آن خم می شود.  زیرین  پایه ی  سمت 
الکتریکی  جاذبه ی  افزایش  به  منجر  خود  نوبه  به  که  افزوده شده  متحرک 
نیروی  الکترود،  دو  بین  جاذبه ی  افزایش  با  می گردد.  نیز  الکترود  دو  بین 
و  نداشته  را  الکتریکی  جاذبه ی  با  مقابله  توان  الاستیک  برگرداننده ی 
رفتار  این  به  برخورد می کند.  ثابت زیرینش  پایه ی  به  ناگهان  میکروصفحه 
ریزسازه  های الکترومکانیکی، ناپایداری کشیدگی و به کوچکترین ولتاژی که 
 .]3[ گویند  کشیدگی  پتانسیل  اختلاف  می دهد،  رخ  اتفاق  این  آن  ازای  به 
تیلور]4[  توسط  همزمان  صورت  به  بار  نخستین  برای  کشیدگی  ناپایداری 

ناپایداری  گرچه  که  است  ذکر  شایان  است.  شده  مشاهده   ]5[ ناتانسون  و 
کشیدگی در میکروابزار های تشدیدی مشکل ساز بوده، اما در میکروسوئیچ  ها 
عامل مطلوب طراحی است، به گونه ای که با ایجاد این ناپایداری سیستم در 

وضعیت روشن قرار می گیرد.
اولیه  خمیدگی  دچار  که  ریزسازه  هایی  کشیدگی،  ناپایداری  بر  علاوه 
توسط  که  هنگامی  واجهش  ناپایداری  نام  به  دیگری  ناپایداری  با  هستند، 
مواجه  می شوند،  تحریک  اولیه  قوس  جهت  خلاف  در  الکتریکی  میدان 
نوع  این  مشاهده ی  بر  مبنی  عموم  تصور  برخلاف  هرچند   .]6[ می گردند 
است  شده  داده  نشان  اخیراً  اولیه،  خمیدگی  با  سیستم  هایی  در  ناپایداری 
پدیده  این  است  ممکن  نیز  دیفرانسیلی  فشار  تحت  مسطح  میکروصفحات 

را تجربه نمایند ]7 و 8[. 
تحقیقات اخیر نشان می دهند که رفتار مکانیکی مواد در ابعاد میکرون 
تحت تأثیر اندازه ی آن  ها است ]9[. از آن جایی که مکانیک محیط پیوسته ی 
تئوری  های  کند،  توصیف  را  مواد  بعد  به  وابسته  رفتار  نمی تواند  کلاسیک 
تئوری  نظریه  ها،  این  میان  در  شده اند.  ارائه  بعد  به  وابسته  پیوسته  محیط 
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گرادیان کرنش ]10[ و تئوری تنش کوپل بهبودیافته ]11[ به دلیل دقت بالا 
و در عین حال سادگی تعیین پارامتر مقیاس طول مورد توجه بیشتری قرار 
گرفته اند. تئوری  های گرادیان کرنش و تنش کوپل بهبودیافته به ترتیب از 3 
و 1 ثابت مادی علاوه  بر ثوابت لامه برای توصیف رفتار وابسته به بعد مواد 
دقتی  بهبودیافته  تنش کوپل  تئوری  هرچند  می کنند.   استفاده  همسان گرد 
بعد  به  وابسته  رفتار  تئوری گرادیان کرنش در توصیف  با دقت  برابر  تقریباً 

سازه  های تحت خمش دارد ]12[.
گرادیان  تئوري   از  شده اي  ساده  حالت  بهبودیافته  تنش کوپل  تئوري    
بارگذاري  یک  اعمال  اثر  در  مادي  ذره ي  یک  آن  در  که  می باشد  کرنش 
دلخواه، در مقیاسی مشخص علاوه بر انتقال دچار دوران نیز مي  شود. بنابراین 
در تئوری تنش کوپل بهبودیافته، انرژی کرنشی علاوه بر تانسورکرنش )مزدوج 
با تانسور تنش کوشی(، شامل تانسور انحنا )مزدوج با بخش انحرافی تانسور 
تانسور های  که  همان طور  است  ذکر  شایان   .]11[ می باشد  نیز  تنش کوپل( 
تنش و کرنش از طریق رابطه هوک با هم مرتبط می شوند، تانسور انحنا و 
بخش انحرافی تانسور تنش کوپل از طریق پارامتر  های مقیاس طول مادی 
به هم مرتبط می گردند. شایان ذکر است مهم ترین مزیت تئوری تنش کوپل 
بهبودیافته نسبت به سایر تئوری  های مرتبه بالای وابسته به بعد، در بر گرفتن 
تنها یک پارامتر مقیاس طول مادی با هدف لحاظ کردن اثر اندازه سیستم 
می باشد. این ویژگی تئوری تنش کوپل بهبودیافته استفاده از آن را بسیار آسان 
نموده و مدلسازی  های دقیق تری را در مقایسه با تئوری کلاسیک مکانیک 
محیط پیوسته ارائه می دهد. در اینجا خلاصه ای از پژوهش  هایی که تاکنون 
به بررسی رفتار وابسته به بعد میکروصفحات با استفاده از تئوری تنش کوپل 

بهبودیافته پرداخته اند، مرور می گردند. 
اصغری ]13[، با استفاده از تئوری تنش کوپل بهبود یافته مدلی وابسته به 
بعد برای ورق  های نازک با شکل دلخواه ارائه نمود. طهانی و همکاران ]14[، 
اثرات هم زمان میدان الکتریکی و ابعاد کوچک را بر ناپایداری کشیدگی در 
میکروصفحات مستطیل شکل وابسته به بعد چهار طرف گیردار و چهارطرف 
ساده با صرف نظر از جملات غیرخطی هندسی از طریق روش اجزای محدود 
مورد بررسی قرار  دادند. آن ها دریافتند تنها فرکانس طبیعی اول میکروصفحه 
در هنگام وقوع ناپایداری کشیدگی به صفر می رسد. آن  ها همچنین دریافتند 
را  میکروصفحه  مود های  شکل  وجه  هیچ  به  تنش کوپل  مؤلفه  های  که 
تحت تأثیر قرار نمی دهند. عسکری و طهانی ]15[، یک مدل کاهیده شده 
صفحه ای  تشدیدی  میکروحسگر های  برای  بعد  به  وابسته  الکترومکانیکی 
مستطیل شکل بر اساس تئوری بهبودیافته ی تنش کوپل ارائه کردند، آن ها 

دریافتند که استفاده از این تئوری در تحلیل ناپایداری کشیدگی قادر است 
حذف  را  آزمایشگاهی  نتایج  و  کلاسیک  تئوری  نتایج  بین  موجود  شکاف 
حساب  به  اولیه  خیز  دارای  میکروصفحات  در  که  دریافتند  همچنین  نماید 
و  ژائو  است.   میکروصفحات تخت  از  بسیار ضروری تر  اندازه  اثرات  آوردن 
ناپایداري  و  آزاد  ارتعاشات  ارائه ي یک مدل کاهیده شده  با  همکاران ]16[ 
کشیدگی حول وضعیت تعادل استاتیکي را براي میکرو ورق  هاي غیرخطي 
مخرج  ضرب  با  آن  ها  نمودند.  بررسي  الکتریکي  میدان  حضور  در  هندسي 
نیروي الکترواستاتیک در معادله ي حاکم بر تعادل جابجایي برون  صفحه اي، 
و  صفحه  عرضي  جابجایي  برحسب  صفحه اي  درون  جابجایي  هاي  تقریب 
مدل  سیستم،  نامیراي  و  خطي  مود  شکل  وسیله ی  به  آن  سازي  گسسته 
خود را ارائه نمودند. وانگ و همکاران ]17[ با در نظر گرفتن جابجایی  های 
میکروصفحات  برای  را  بعدی  به  وابسته  و  غیرخطی  مدل  درون صفحه ای 
از مدل کاهیده شده اي کاملًا  با استفاده  ارائه نمودند. آن  ها  الکترومکانیکی 
اثرات  بود،  شده  ارائه   ]18[ همکاران  و  باترا  توسط  قبلًا  که  کاری  مشابه 
همزمان اندازه، نیروي کسیمیر، انرژي سطحي و میدان الکتریکي را بر پاسخ 
نانو/میکرو ورق  هاي مستطیل شکل چهار طرف  ارتعاشات آزاد  استاتیکي و 
از  سیستم  ابعاد  شدن  کوچک  با  که  دریافتند  آن ها  نمودند.  بررسي  گیردار 
مقیاس میکرو به نانو، در نظر گرفتن اثرات نیروي کسیمیر و انرژي سطحي  
کشیدگی  ناپایداری   ]19[ طهانی  و  عسکری  مي  گردد.  اهمیت  حائز  بسیار 
دینامیکی میکروصفحات غیر خطی هندسی را بر اساس تئوری تنش کوپل 
بهبودیافته بررسی نمودند. آن  ها در این پژوهش اثرات جابجایی  های درون 
صفحه ای، نسبت ابعاد صفحه، مؤلفه  های تنش کوپل و فاصله  اولیه بین دو 
و  کاظمی  کردند.  مطالعه  سیستم  دینامیکی  ناپایداری  آستانه  بر  را  الکترود 
یک  با  همراه  غیرخطی  میکروصفحات  کشیدگی  ناپایداری   ]20[ همکاران 
بررسی  مورد  بهبود یافته  تنش کوپل  تئوری  اساس  بر  را  پیزوالکتریک  لایه 
قرار دادند. آن  ها دریافتند که نتایج بدست آمده از تئوری غیرخطی بزرگتر از 
نتایج تئوری خطی است و اختلافات آن  ها با افزایش نسبت فاصله اولیه بین 
دو الکترود به ضخامت میکروصفحه افزایش می یابد. همچنین نشان دادند 
پتانسیل  اختلاف  پیزوالکتریک  به لایه  مثبت کوچک  ولتاژ  یک  اعمال  که 
کشیدگی سیستم را همواره کاهش می دهد. در این راستا شایان ذکر است 
فشار  تحت  ورق  های  میکرو  در  شد  خواهد  داده  نشان  پیش رو  پژوهش  در 
لایه  به  مثبت  ولتاژ  اعمال  شده،  اعمال  فشار  میزان  براساس  دیفرانسیلی 
سیستم  ناپایداری  مرز  افزایش  موجب  می تواند  اوقات  گاهی  پیزوالکتریک 
تک پایدار،  سیستم های  خلاف  بر  دوپایدار  سیستم های  در  چراکه  گردد. 
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اوقات  گاهی  ناپایداری کشیدگی  که  است  گونه ای  به  تعادل سیستم  مسیر 
بجای نقطه حدی بالایی، از نقطه حدی پایینی به وقوع می پیوندد. لذا چون، 
همان طور که در ادامه نشان داده خواهد شد، اعمال ولتاژ پیزوالکتریک مثبت 
موجب کاهش اختلاف پتانسیل متناظر با نقطه حدی بالایی و افزایش آن 
در نقطه حدی پایینی می شود، تأثیر آن بر مرز ناپایداری کشیدگی سیستم 

همواره کاهشی نخواهد بود.
قایش و فرخي اثرات اندازه را بر پاسخ وابسته به بعد دینامیکي میکرو 
و   ]21[ کریشهف  تئوري  از  استفاده  با  نازک  هندسي  غیرخطي  ورق  هاي 
بررسي  عددي  صورت  به   ]22[ برشي  سوم  مرتبه  تئوري  براساس  ضخیم 
نمودند. آن  ها همچنین با استفاده از روشي مشابه اثر نقص اولیه را بر پاسخ 
نازک ]23[ و ضخیم ]24[ تحت  بعد دینامیکي میکرو ورق  هاي  به  وابسته 
مرتبه  و  کریشهف  تئوري  هاي  توسط  ترتیب  به  ساده  هارمونیک  تحریک 
غیرخطی  مکانیک  همچنین  قایش  و  فرخی  کردند.  بررسي  برشي  سوم 
میکروصفحات با تحریک الکتریکی را مورد بررسی قراردادند ]25[. بر خلاف 
این باور معمول که ناپایداری واجهش تنها در سیستم  های دارای خمیدگی 
اولیه رخ می دهد، اخیراً ثابت شده است که میکروسازه  های مسطح نیز تحت 
را تجربه کنند. عسکری ]8[  ناپایداری واجهش  فشار دیفرانسیلی می توانند 
بررسی  مورد  الکتریکی  فشار  تحت  را  تخت  میکروصفحات  دوپایدار  رفتار 
قرار داد. برخلاف آن چه پیش تر فرض می شد که رفتار دوپایدار و ناپایداری 
این  در  می دهد؛  رخ  اولیه  خمیدگی  دارای  میکروصفحات  در  تنها  واجهش 
تحت  که  گیردار  چهارطرف  تخت  میکروصفحات  شد  داده  نشان  پژوهش 
از فشار  ازای مقادیر خاصی  به  نیز می توانند  قرارگرفته اند  فشار دیفرانسیلی 

این ناپایداری را تجربه کنند.
 همان طور که پیش تر نیز اشاره شد، اخیراً رفتار دوپایدار وابسته به بعد 
در سازه  های مسطح تحت فشار دیفرانسیلی مورد بررسی قرار گرفته است. 
هرچند مطابق بهترین جستجو های صورت گرفته توسط نویسندگان، پدیدهی 
واجهش در میکروصفحات مستطیلی مجهز شده به لایه پیزوالکتریک تاکنون 
فقط  که  است  بوده  این  بر  فرض  عمدتاً  که،  انجا  از  است.  نشده  مطالعه 
سیستم  های با قوس اولیه می توانند با ناپایداری واجهش روبرو شوند، تاکنون 
توجه کمتری به بررسی امکان وقوع ناپایداری واجهش در میکروسازه  های 
ورق  های  میکرو  بر  مبتنی  دوپایدار  حسگر های  هرچند  است.  شده  مسطح 
مسطح، با توجه به صلبیت خمشی پایین این سازه  ها نسبت به سیستم  های با 

قوس اولیه، از حساسیت بیشتری برخوردار هستند ]8[. 
با توجه به توضیحات ارائه شده در بالا، مشاهده می شود حسگر های مبتنی 

بر میکرو ورق  های دوپایدار مسطح، علی رغم حساسیت بالاترشان نسبت به 
از  قرارگرفته اند.  بررسی  مورد  کمتر  بسیار  تاکنون  اولیه،  قوس  با  سازه های 
حسگر های  در  پیزوالکتریک  مواد  گسترده  بسیار  کاربرد  به  توجه  با  طرفی 
میکروالکترومکانیکی ]28-26[، هدف اصلی مقاله پیش رو، بررسی ناپایداری 
واجهش در میکروصفحات الکترومکانیکی دارای لایه ی پیزوالکتریک تحت 
فشار دیفرانسیلی بر اساس تئوری تنش کوپل بهبودیافته می باشد. بدین منظور 
سایر قسمت های پژوهش حاضر به صورت زیر سازمان یافته اند. بخش دوم 
به مرور تئوری تنش کوپل بهبودیافته به صورت خلاصه می پردازد. در ادامه با 
معرفی میدان جابجایی میکرو ورق  های نازک مستطیل شکل، معادلات حاکم 
به خدمت  با  استخراج می گردند. در بخش چهارم  تعادل در بخش سوم  بر 
گرفتن روش باقیمانده وزن دار گالرکین، مدل کاهیده شده چند مؤدی متناظر 
با میکرو ورق حاضر استخراج می شود. یافته  های حاصل از مدل ارائه شده 
نتایج گزارش شده در پژوهش  های پیشین  با  در این مقاله در بخش پنجم 
مقایسه و صحه گذاری می شوند. در این قسمت همچنین اثر اختلاف پتانسیل 
پیزوالکتریک بر وقوع ناپایداری واجهش در صفحات تحت فشار دیفرانسیلی 
به تفصیل مورد بررسی قرار می گیرد. خلاصه نتایج حاصل از پژوهش پیش رو 

نیز در بخش ششم جمع بندی می شود.  

مروری برتئوری تنش کوپل بهبودیافته-  
بر  علاوه  کرنشی  انرژی  بهبودیافته،  تنش کوپل  تئوری  مبنای  بر 
انحنا  متقارن  تانسور  شامل  است(،  تنش  تانسور  مزدوج  )که  تانسورکرنش 
)که مزدوج بخش انحرافی تانسور تنش کوپل است( نیز می باشد. از این رو 
انرژی کرنشی به  در تغییر شکل  های کوچک یک ماده ی الاستیک خطی، 

صورت رابطه )1( بیان می گردد.
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ijχ به ترتیب تانسور تنش کوشی، تانسور  ijm و  ، ijε  ، ijσ که در آن
کرنش، بخش انحرافی تانسور تنش کوپل و تانسور انحنای متقارن، می باشند.
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در روابط فوقu بردار جابجایی،θ  بردار چرخش وl پارامتر مقیاس طول 
مادی نامیده می شوند. همچنین λ وμ  ثوابت لامه هستند.

 لازم به ذکر است، رابطه ی مؤلفه  های بردار چرخش θ و مؤلفه  های بردار 
جابجایی  uبه شکل زیر می باشد.
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میدان جابجایی، روابط ساختاری و معادلات حاکم بر تعادل- 3
شکل 1 شماتیکی از یک میکروصفحه ی مستطیلی به طول b، عرض a و 
ضخامت کل h، را نشان می دهد. مطابق این شکل یک لایه ی پیزوالکتریک 

به ضخامت  hpدر بالای میکرو ورق قرار دارد. همچنین فاصله ی اولیه ی بین 
میکروصفحه و الکترود ثابت نیز d می باشد.

جاذبه ی الکترواستاتیک با صرف نظر از اثرات لبه، به دلیل پهن بودن 
الکترود متحرک، به صورت رابطه ی )7( بیان می گردد ]29[.
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∋، ضریب گذردهی دی الکتریک مابین دو الکترود است که  که در آن 
  ( )/ C N m− − −∈= × 12 2 1 28 854 10 مقدار آن برای شرایط خلأ به صورت 
w معرف  DCV نیز اختلاف پتانسیل اعمالی به سیستم بوده و می باشد ]30[. 

خیز می باشد.
بر مبنای تئوری کلاسیک صفحات، میدان جابجایی یک نقطه ی دلخواه 
از میکروصفحه در دستگاه مختصات کارتزین به صورت رابطه ی )8( توصیف 

می شود ]31[.
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 پیزو الكتریک یی مستطیلی با یک لایه: شماتیک سه بعدی میكروصفحه1 شكل

Fig. 1. Three-dimensional schematic of a rectangular micro-plate with a piezoelectric layer 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شماتیک سه بعدی میکروصفحه ی مستطیلی با یک لایه ی پیزو الکتریک

Fig. 1. Three-dimensional schematic of a rectangular micro-plate with a piezoelectric layer
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نشان دهنده ی مؤلفه  های میدان جابجایی یک نقطه  ( ), ,u v w که در آن 
 ( ), ,x y z واقع بر سطح میانی میکروصفحه به  ترتیب در امتداد مختصات 
است. با توجه به این حقیقت که میکروصفحات الکترومکانیکی معمولًا حین 
تغییر شکل، با جابجایی  های بزرگ، شیب  های متوسط و کرنش های کوچک 
مواجه می شوند ]19[، رابطه ی کرنش-جابجایی بر اساس تئوری فون کارمن 

]31[ تقریب زده می شود. بنابراین خواهیم داشت.
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بیان گر  کاما  علامت  از  پس  شده  نوشته  مستقل  متغیر های  آن  در  که 
مشتقات جزئی نسبت به آن متغیر ها می باشند.

مؤلفه  های غیر صفر تانسور انحنا نیز بر اساس رابطه ی )5( به صورت 
رابطه ی )10( بدست خواهند آمد ]13[.
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جهت استخراج معادلات حرکت حاکم و شرایط مرزی مرتبط با آن از 
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که در آن δU تغییرات انرژی کرنشی بوده و به صورت رابطه ی )12( 
می باشد.
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همچنین  δWext کار مجازی انجام شده توسط نیرو های خارجی بوده که 
شامل دو بخش به قرار زیر است
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Ωبه سطح پایینی میکروصفحه اشاره دارد. که در آن  ها
با جایگزین کردن روابط )12( و )13( در رابطه ی )11(، به خدمت گرفتن 
روابط تنش کرنش برای مواد همسانگرد در حالت تنش صفحه ای و استفاده 
از لم اساسی حساب تغییرات ]32[، معادلات تعادل به صورت زیر استخراج 

می شوند.
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همچنین شرایط مرزی بدست آمده از روابط )14( به صورت روابط )15( 
بیان می گردند. 
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که در آن nx و ny  مؤلفه  های بردار یکه ی  قائم بر سطح هستند. همچنین
 ( ), , , ,j j x y xy xz yzϒ = )  و  ), , ,i iN M i x y xy=

تعریف  زیر  به صورت  که  بوده  تنش کوپل  و  تنش  منتجه های  ترتیب  به  
می شوند:
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) و به  ترتیب مؤلفه  های تانسور تنش  ), ,p
i i x y xyσ = که در آن 

در لایه پیزوالکتریک و لایه زیرین آن در میکروصفحه ی مستطیلی می باشند. 

بنابراین روابط )16( به صورت زیر، بر حسب مؤلفه  های میدان جابجایی به 

صورت روابط )17( بازنویسی می شوند:
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 ,i =1 6 ( ijD ، ijB  ، ijA z/ و ضرایب  p pE v h= − که در آن 

( در پیوست 1 داده شده است.  ,k =1 2 ( kb3 ka3 و   ،N ،) , ,j =1 2 6 و 

با جایگزین کردن روابط )17( در معادلات تعادل )14(، پس از ساده سازی، 

معادلات حاکم بر تعادل به صورت روابط )18( استخراج می شوند:
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برای   )15( روابط  در  شده  داده  مرزی  شرایط  است  ذکر  به  لازم 
میکروصفحه  های چهار طرف گیردار به صورت روابطه ی )20( ساده می شوند 

.]19[
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اثر  بررسی  امکان  منظور  به  و  محاسباتی  خطا های  از  جلوگیری  برای 

بدین  می شوند.  بی بعد  بر حرکت  حاکم  معادلات  مؤثر،  پارامتر های  ترکیبی 

منظور پارامتر های بی بعد مسأله به صورت رابطه ی )21( انتخاب می گردند:
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مدل4کاهش4مرتبه4داده4شده-4 
به دلیل رفتار خیلی غیرخطی مجموعه معادلات حاکم بر تعادل داده شده 
در روابط )22(، تاکنون راه حلی تحلیلی برای آن  ها ارائه نشده است ]33[. از 
این رو، این معادلات با روش تقریبی باقیمانده ی وزن دار گالرکین حل خواهند 
وابسته  متغیر های  که  میکروصفحه  جابجایی  های  روش،  این  طبق  بر  شد. 
هستند، به صورت مجموعه ای از توابع خطی مستقل بیان می شود. در اینجا 
با توجه به شباهت موقعیت نهایی میکرو ورق تحت تحریک الکترواستاتیک 

به شکل مود خطی و نامیرای اول صفحه ی مستطیلی شکل، جابجایی برون 
صفحه ای تنها با یک مود به صورت حاصل ضرب شکل مود های نامیرا و 
خطی اول دو تیر دو طرف گیردار تقریب زده می شود ]32[. جابه جایی  های 
درون صفحه ای ریزسازه نیز به صورت زیر با به خدمت گرفتن بیش از یک 

تابع تقریب زننده، گسسته سازی می شوند.
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iju پارامتر های مجهولی هستند که باید بدست  ijv و   ،w 0 که در آن 
آورده شوند. همچنین n تعداد شکل مود های درون صفحه ای را در هریک از 
wϕ نیز به ترتیب توابع پایه ی  ij و 

vϕ ، ij
uϕ جهات  xوy نشان می دهد. 

صورت  به  که  می باشند   wو  v  ،u جابه جایی  های  با  متناظر  تقریب زننده ی 
روابط )25( نوشته می شوند.
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iψ نشان دهنده ی شکل مود های فرد خطی و نامیرای تیر  +2 1 که در آن 
دو طرف گیردار بوده ]34[ که به صورت رابطه ی )26( می باشند
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میکروصفحه  تعادل  بر  حاکم  شده ی  کاهیده  معادله ی   )31( رابطه ی 
می باشد. برای تعیین آستانه ی ناپایداری باید تغییرات دوم انرژی پتانسیل کل 
نیز علاوه بر تغییرات اول آن صفر گردد. بدین منظور کافی است معادله ی 
w به  طور همزمان صفر  0 )31( و مشتق آن نسبت به مختصات تعمیم یافته   

گردند. بدین منظور با مشتق گیری از معادله ی )31( داریم:

(33)
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برای تعیین مقادیر بحرانی ولتاژ ورودی و خیز، با حذف  از معادلات )31( 
و )33( می توان نوشت:

(34)
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معادله ی )34(، یک معادله ی جبری غیرخطی است که از طریق روش 
خیز  مقادیر  داشتن  با  می شود.  به صورت عددی حل   ]35[ نیوتن-رافسون 
نقطه ی بحرانی )(، ولتاژ های بی بعد متناظر )( را می توان به صورت رابطه ی 

)35( استخراج کرد:

(35)
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نتایج4و4بحث-4 
با  میکروصفحه ای  حاضر،  پژوهش  یافته  های  صحت  تأیید  به منظور 
مشخصات مکانیکی و هندسی داده شده در جدول 1 در نظر گرفته می شود. 
همگرایی   2 پیزوالکتریک، جدول  دادن ضخامت لایه ی  قرار  برابر صفر  با 
نتایج حاضر را برای مقادیر بحرانی خیز نقطه میانی و اختلاف پتانسیل  های 
PI به ترتیب جابه جایی  های نقاط 

midw متناظر با آن  ها ارائه می دهد. مقادیر  ، و 
PI به ترتیب ولتاژ های 

midV ST و 
midw بازگشت، واجهش و کشیدگی و مقادیر  ،

این جدول مشاهده  از  را نشان می دهند. همان طور که  نقاط  این  با  متناظر 
مجموعاً  جهت،  هر  در  تقریب زننده  تابع  چهار  گرفتن  نظر  در  با  می گردد، 
شانزده تابع برای هر جابجایی درون صفحه ای، نتایج همگرا شده و تطابق 

خوبی بین آن  ها و یافته  های منتشر شده در مرجع ]8[ مشاهده می گردد.
شکل 2 تأثیر مقادیر مختلف فشار دیفرانسیلی را بر میکروصفحه ی حاضر 
با خواص داده شده در جدول 1، مورد بررسی قرار می دهد. نتایج ارائه شده 
در این شکل همچنین با یافته  های گزارش شده در مرجع ]8[ به ازای مقادیر 
اساس  بر  مقایسه و صحه گذاری شده اند.  دیفرانسیلی  فشار های  از  مختلفی 
مقادیر  ازای  به  حاضر  پژوهش  نتایج  می گردد،  مشاهده  این شکل  از  آنچه 
مختلف فشار دیفرانسیلی با نتایج مرجع ]8[ به خوبی تطابق دارد.  همچنین 
مشاهده می گردد که تنها اعمال مقادیر مشخصی از فشار دیفرانسیلی می تواند 

موجب ایجاد امکان وقوع رفتار دوپایدار در میکروصفحه شود.
شکل 3 مقایسه دیگری را بین یافته  های حاضر و نتایج گزارش شده در 
مرجع ]20[ برای میکروصفحه ای با مشخصات داده شده در جدول 3، ارائه 
می دهد. بر اساس آنچه از این شکل مشاهده می گردد، نتایج پژوهش حاضر 

با آن چه در مرجع ]20[ ارائه شده است، کاملًا بر هم منطبق می باشند.
انجام محاسبات  نتایج و همچنین زمان لازم برای  جدول 5 همگرایی 
مربوط به مرز وقوع ناپایداری  های یک میکروصفحه ی مجهز شده به لایه 
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جدول 1. مشخصات هندسی و مکانیکی میکروصفحه مورد بررسی در مرجع ]8[

Table 1. Geometric and material properties of the micro-plate studied in reference [8]
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 [8]: مشخصات هندسی و مکانیکی میکروصفحه مورد بررسی در مرجع 1جدول 

Table 1. Geometric and material properties of the micro-plate studied in reference [8] 
(μm)sl  GPasE 

s (μm)d (μm)h (μm)b (μm)a (kPa)P 
295/0  169 3/0  10 3 1000 1000 3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. همگرایی و صحه گذاری جابجایی  های بحرانی و ولتاژ مربوط به آن  ها

Table 2. Convergence and validation of critical deflections and their associated voltages
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 های بحرانی و ولتاژ مربوط به آنهاگذاری جابجایی: همگرایی و صحه2جدول 
Table 2. Convergence and validation of critical deflections and their associated voltages 

 n 1 n  2 n  3 n   [8]مرجع  4
SB
mid (μm)w - 252/1 205/1 202/1 206/1 

SB
mid (V)V - 1/560 1/560 1/560 11/560 

ST
mid (μm)w - 315/0 3195/0 3195/0 315/0 

ST
mid (V)V - 2/560 2/560 2/560 2/560 
PI
mid (μm)w 522/0 23/2 251/2 251/2 238/2 

PI
mid (V)V 2/560 8/569 1/520 1/520 01/520 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
. خطوط توپُر 1داده شده در جدول  یو هندس یكیحاضر با خواص مكان یكونیلیس یكروصفحهیبر رفتار م یلیفرانسیاعمال فشار د ری: تأث2شكل 

 .کشندیم ریتصو [ را به8گزارش شده در مرجع ] جینتا هانیچبوده و خط روشیپژوهش پ یهاافتهیمربوط به 
Fig. 2. Influence of the differential pressure on the behavior of the present silicon micro-plate with geometric and 
material properties given in Table 1. Solid lines are corresponding to the present findings and dashed lines depict 

the results reported in reference [8] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. تأثیر اعمال فشار دیفرانسیلی بر رفتار میکروصفحه ی سیلیکونی حاضر با خواص مکانیکی و هندسی داده شده در جدول  . خطوط توپُر 
مربوط به یافته های پژوهش پیش رو بوده و خط چین  ها نتایج گزارش شده در مرجع ]8[ را به تصویر می کشند.

Fig. 2. Influence of the differential pressure on the behavior of the present silicon micro-plate with geometric and 
material properties given in Table 1. Solid lines are corresponding to the present findings and dashed lines depict 

the results reported in reference [8]
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Vpv برای میکرو ورق های  =1 پیزوالکتریک را تحت ولتاژ پیزوالکتریک 
تک ایدار و دوپایدار مورد مقایسه قرار می دهد. مشخصات هندسی و مکانیکی 
 4 در جدول  پیزوالکتریک  و مشخصات لایه ی   1 در جدول  زیرین  لایه ی 
بدون  سیستمی  برای  پایدار  تک  نتایج  است  ذکر  شایان  است.  شده  آورده 
دیفرانسیلی  فشار  تحت  ساز ه  های  برای  دوپایدار  نتایج  و  دیفرانسیلی  فشار 
kPaP شبیه سازی شده است. همچنین لازم به ذکر است برای انجام  = 2

محاسبات از نرم افزار متلب ]36[ و یک کامپیوتر قابل حمل مجهز به پردازنده 

اینتل نسل ششم1 و حافظه رم 8 گیگابایت استفاده شده است. بر اساس نتایج 
دوحالت  هر  برای  حاضر  نتایج  می شود  مشاهده   ،5 در جدول  گزراش شده 
تک پایدار و دوپایدار با در نظر گرفتن سه تابع تقریب زننده در هر راستا به 
خوبی همگرا می شود. هرچند برای انجام محاسبات سیستم  های تک پایدار 

زمان بیشتری از سازه  های دوپایدار مورد نیاز است. 
شکل 4 تأثیر تغییر هم زمان اعمال ولتاژ پیزوالکتریک و فشار دیفرانسیلی را 

Intel Core i7-6500U @ 2.50GHz  1

جدول 3. مشخصات هندسی و مکانیکی میکروصفحه بررسی شده در مرجع ]0 [

Table 3. Geometric and material properties of the miro-plate studied in reference [20]
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 [22]: مشخصات هندسی و مکانیکی میکروصفحه بررسی شده در مرجع 3جدول 

Table 3. Geometric and material properties of the miro-plate studied in reference [20] 
(μm)sl  GPasE 

s (μm)d (μm)h (μm)b (μm)a (kPa)P 
0 169 06/0  1 3 520 520 0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 [22]ی پژوهش حاضر و نتایج ارائه شده در مرجع ها: مقایسه بین یافته3شكل 

Fig. 3. Comparison between the present finding and the results reported in reference [20] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                     
          

شکل 3. مقایسه بین یافته  های پژوهش حاضر و نتایج ارائه شده در مرجع ]0 [

Fig. 3. Comparison between the present finding and the results reported in reference [20]

جدول  . خواص هندسی و مکانیکی لایه پیزوالکتریک ]0 [

Table 4. Geometric and material properties of the piezoelectric layer [20]
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 [22]: خواص هندسی و مکانیکی لایه پیزوالکتریک 4جدول 

Table 4. Geometric and material properties of the piezoelectric layer [20] 
(cm )e 2

33 (cm )e 2
13 (GPa)C33 (GPa)C13 (GPa)C12 (GPa)C11 (μm)h (μm)b (μm)a 

1/15  1/5-  112 23 21 135 01/0  1000 1000 
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بر رفتار میکروصفحه ای مجهز شده به یک لایه پیزوالکتریک مورد بررسی قرار 
می دهد. مشخصات هندسی و مکانیکی لایه ی زیرین میکروصفحه در جدول 
1 داده شده است. همچنین خواص لایه ی پیزوالکتریک فوقانی نیز در جدول 4 
آورده شده است. بر اساس آن چه از شکل 4 مشاهده  می گردد، با اعمال ولتاژ 
مثبت به لایه ی پیزوالکتریک، ولتاژ نقطه ی بحرانی بالایی کاهش می یابد در 
حالی که ولتاژ نقطه ی بحرانی پایینی افزایش پیدا می کند. بنابراین با توجه به 
این مهم که میکرو ورق  های تحت فشار دیفرانسیلی براساس سطح فشار اعمال 
شده، می توانند ناپایداری کشیدگی را از نقاط بحرانی پایینی یا بالایی خود تجربه 
کنند، برخلاف میکرو ورق  های تک پایدار نمی توان ادعا کرد که افزایش ولتاژ 
پیزو الکتریک همواره باعث کاهش ناپایداری کشیدگی می شود و این امر به 

ازای مقادیر مختلف فشار دیفرانسیلی متغییر است.
 در این راستا شایان ذکر است، میکرو ورق  های تک پایدار بدون فشار 
دیفرانسیلی تنها یک نقطه حدی در مسیر تعادل خود دارند ]20[ که متناظر 
با نقطه ی حدی بالایی در مسیر تعادل میکرو ورق  های دوپایدار تحت فشار 
دیفرانسیلی حاضر است. بنابراین در این سیستم  ها، افزایش ولتاژ پیزوالکتریک 

همواره باعث کاهش اختلاف پتانسیل کشیدگی سیستم می شود ]20[. 
این است  قابل دریافت می باشد،  از شکل 4  نتیجه ی مهم دیگری که 
لایه ی  به  شده  اعمال  ولتاژ  توسط  واجهش  ناپایداری  وقوع  منطقه ی  که 

پیزوالکتریک قابل کنترل است. به عبارتی می توان با اعمال مقادیر مشخصی 
داد؛  کاهش  را  دوپایدار  رفتار  وقوع  آستانه ی  مثبت،  پیزوالکتریک  ولتاژ  از 
بگونه ای که میکرو ورق به ازای مقادیر کوچکتری از فشار دیفرانسیلی اعمالی 
در  می تواند  مهم  این  است  بذکر  لازم  نماید.  تجربه  را  واجهش  ناپایداری 

ارائه ی ریزحسگر های میکروالکترومکانیکی قابل تنظیم کاربرد داشته باشد.
می تواند  دیفرانسیلی  فشار  افزایش  شد،  ذکر  نیز  پیش تر  که  همان طور 
نقاط بحرانی میانی و بالایی را در سیستم ایجاد کند و امکان وقوع ناپایداری 
واجهش را فراهم سازد، اما اگر افزایش فشار دیفرانسیلی همچنان ادامه پیدا 
بحرانی  نقطه ی  برای  متناظر  مقدار  از  پایینی،  نقطه ی  بحرانی  ولتاژ  کند، 
بالایی بیشتر شده و در نتیجه سیستم، علی رغم وجود منطقه ی دوپایدار، دیگر 
ناپایداری واجهش را حین افزایش و یا کاهش ولتاژ اعمالی تجربه نمی کند. 
میکرو  حالت،  این  در  واجهش  ناپایداری  مشاهده ی  برای  است  ذکر  شایان 
ورق بایستی به نحوی در مسیر تعادل بالایی خود قرار بگیرد که این امر حین 
تحریک متداول میکرو ورق  های الکترومکانیکی رخ نخواهد داد ]8[. در ادامه 
قابل ذکر است، با افزایش فشار دیفرانسیلی، نقاط بحرانی بالایی و میانی از 
بین رفته و سیستم ناپایداری را از نقطه ی بحرانی پایینی اش تجربه می کند.

شکل 5 نقشه ی تغییرات نقاط حدی موجود در مسیر تعادل میکروصفحه ای 
مربعی شکل را با خواص لایه ی زیرین مطابق جدول 1 و مشخصات لایه ی 

جدول  . مقایسه بین نتایج دوپایدار و تک پایدار برای میکروصفحه ی مجهز شده به لایه ی پیزوالکتریک

Table 5. Comparison between the monostable and bistable results of a micro-plate equipped with a piezo-
electric layer

 

2 
 

 پیزوالکتریک یمجهز شده به لایهی میکروصفحه پایدار برایتک و مقایسه بین نتایج دوپایدار: 5جدول
Table 5. Comparison between the monostable and bistable results of a micro-plate equipped with a piezoelectric 

layer 

MCST 
P)تک پایدار  0)   دوپایدار(kPaP  2) 

n 1 n  2 n  3 n  4 n 1 n  2 n  3 n  4 

SB
mid (μm)w - - - -  - 683/1 666/1 662/1 

SB
mid (V)V - - - - - 8/508 8/508 8/508 

ST
mid (μm)w - - - - - 688/0- 629/0- 628/0- 

ST
mid (V)V - - - - - 2/513 2/513 2/513 

PI
mid (μm)w 932/6 088/2 113/2 113/2 809/0- 359/6 328/6 329/6 

PI
mid (V)V 16966 9/502 6/506 2/506 9/513 532 6/532 6/532 

 st 282/5 291/3 300/5 020/2 235/3 225/5 969/5 855/2 
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پیزوالکتریک طبق جدول 4 به ازای دو مقدار فاصله ی اولیه ی بین دو الکترود 
این شکل  عبارتی  به  ارائه می کند.  پیزوالکتریک  ولتاژ  از  مقادیر مختلفی  و 
محدوده ی وقوع ناپایداری واجهش را بر حسب تغییرات پارامتر بی بعد ولتاژ 
)β( به ازای مقادیر بی بعد فشار دیفرانسیلی )γ( به تصویر می کشد. مطابق 
این شکل، مشاهده می گردد برخلاف ناپایداری کشیدگی، ناپایداری واجهش 
تنها به ازای مقادیر خاصی از فشار دیفرانسیلی اعمالی رخ می دهد که حداقل 
و حداکثر آن بر حسب فاصله ی اولیه بین دو الکترود و میزان ولتاژ اعمالی 
قسمت  هرگز  است  ممکن  حتی  که  گونه ای  به  است؛  متغیر  پیزوالکتریک 

دوپایدار مشاهده نگردد مانند قسمت )ه( در شکل مذکور.
همان طور که از شکل 5 مشاهده می شود، خط واجهش به ازای مقدار 

 )γmax( شروع شده و تا مقدار حداکثر آن )γmin( مشخصی از فشار دیفرانسیلی
بین خط  ناحیه ی  به  با خط کشیدگی تلاقی می کند.  آن  در  و  یافته  امتداد 
واجهش و خط کشیدگی ناحیه ی واجهش اطلاق می گردد. بر اساس شکل 5 
مشاهده می گردد که افزایش فاصله ی اولیه بین دو الکترود موجب گسترش 
ولتاژ  اعمال  ازای  به  می شود  دیده  همچنین  می گردد.  پایدار  دو  ناحیه ی 
پیزوالکتریک مثبت، مقدار حداقل و حداکثر فشار مجاز برای وقوع ناپایداری 
که  همان گونه  می یابد.  گسترش  واجهش  ناحیه ی  و  یافته  کاهش  واجهش 
پیش تر نیز ذکر شد، این خاصیت ولتاژ پیزوالکتریک مثبت که در واقع باعث 
رخداد ناپایداری واجهش در فشار های دیفرانسیلی کوچکتر می شود، می تواند 
در طراحی حسگر های میکروالکترونیکی با حساسیت بالاتر مورد استفاده قرار 

 

 
 ی حاضر تحت چند فشار دیفرانسیلی مختلف: تأثیر اعمال ولتاژ پیزوالكتریک بر مسیر تعادل میكروصفحه4شكل

Fig. 4. Influence of the piezoelectric voltage on the equilibrium path of the present micro-plate under some 
different values of the differential pressure 
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شکل  . تأثیر اعمال ولتاژ پیزوالکتریک بر مسیر تعادل میکروصفحه ی حاضر تحت چند فشار دیفرانسیلی مختلف

Fig. 4. Influence of the piezoelectric voltage on the equilibrium path of the present micro-plate 
under some different values of the differential pressure
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 دوالكترود. نیب هاولی  یدو مقدار مختلف از پارامتر فاصله یواجهش به ازا یداریبر وقوع ناپا کیزوالكتریاعمال ولتاژ پ ریتأث :5شكل

Fig. 5. Influence of the piezoelectric voltage on the occurrence of snap-through instability for two different values 
of the gap parameter 
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شکل  . تأثیر اعمال ولتاژ پیزوالکتریک بر وقوع ناپایداری واجهش به ازای دو مقدار مختلف از پارامتر فاصله ی  اولیه بین دوالکترود.

Fig. 5. Influence of the piezoelectric voltage on the occurrence of snap-through instability for two different 
values of the gap parameter
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بگیرد. همچنین شکل 5 نشان می دهد به ازای ولتاژ های منفی اعمال شده به 
لایه ی پیزوالکتریک، مقادیر حداقل و حداکثر فشار دیفرانسیلی افزایش یافته 
ازای مقادیر بزرگ  به  به گونه ای که  ناحیه ی واجهش منقبض می گردد؛  و 
ولتاژ پیزوالکتریک منفی ممکن است سازه اصلًا ناپایداری واجهش را تجربه 
نکند. چرا که در واقع اعمال اختلاف پتانسیل منفی به لایه ی پیزوالکتریک 
رخ  واجهش  ناپایداری  آن  در  که  را  الکترود  دو  بین  اولیه  فاصله ی  حداقل 

می دهد، می افزاید.
همان گونه که از رابطه )17-الف( دیده می شود، با اعمال ولتاژ مثبت به 
لایه ی پیزوالکتریک، میکرو ورق دچار پیش فشار و با اعمال ولتاژ منفی به 
لایه ی پیزوالکتریک، میکرو ورق دچار پیش کشش می شود. لذا همان طور 
که انتظارش نیز می رفت ]37[، اعمال ولتاژ مثبت موجب گسترش محدوده ی 
واجهش و اعمال ولتاژ منفی موجب کاهش این ناحیه می شود. شایان ذکر 
است، در صورت عدم اعمال ولتاژ پیزوالکتریک تنها پارامتر مؤثر بر کنترل 
ناحیه ی واجهش، برای یک فشار دیفرانسیلی مشخص، پارامتر فاصله ی اولیه 
اولیه  فاصله ی  پارامتر  افزایش  که  است  ذکر  شایان  است.  الکترود  دو  بین 
بین دو الکترود، افزایش ولتاژ مورد نیاز جهت وقوع ناپایداری در سیستم را 
به میزان قابل توجهی به همراه دارد. با توجه به این مهم که بر اساس نوع 
کاربرد این سیستم  ها، محدودیت  هایی برای ولتاژ اعمالی وجود دارد، یکی از 
نیاز به تغییر فاصله ی  مهم ترین مزیت  های اعمال ولتاژ پیزوالکتریک، عدم 
اولیه بین دو الکترود برای گسترش ناحیه ی واجهش می باشد. بعبارتی درجه 
آزادی طراح برای تنظیم خواص سیستم در این حالت بیشتر است. به عنوان 
مثال در طراحی سنسور های فوق حساس و دوپایدار جرم، می توان بر اساس 
رنج فشار قابل اعمال، محدوده ی ناحیه ی واجهش را برای رنج مشخصی از 
ولتاژهای اعمالی به کمک ترکیب ولتاژ پیزوالکتریک و پارامتر فاصله ی اولیه 

بین دو الکترود تنظیم نمود.
که  می گردد  مشاهده  همچنین   5 شکل  نتایج  عددی  بررسی  در 
محدوده ی ناحیه ی واجهش با افزایش پارامتر فاصله ی اولیه بین دو الکترود 
است )شکل  های 5  یافته  افزایش  میزان 423/91 درصد  به   pv =0 برای 
Vpv با افزایش این پارامتر، محدوده ی  =1 )ج( و 5 )د((. اما برای حالت 
ناحیه ی واجهش به میزان 143/78 درصد افزایش داشته )شکل  های 5 )الف( 
و 5 )ب((، که این اعداد نشان دهنده کاهش تأثیر پارامتر فاصله ی اولیه بین 
دو الکترود در صورت افزایش ولتاژ پیزوالکتریک می باشد. همچنین با بررسی 
شکل  های 5 )ج( و 5 )الف( در می یابیم که با افزایش ولتاژ پیزوالکتریک از 
α، محدوده ی ناحیه ی واجهش 240/65  =3 3 صفر به یک ولت برای حالت 

حالت  برای  افزایش  میزان  این  است  ذکر  شایان  می باشد.  گسترش  درصد 
نتیجه  در  )د((.   5 و  )ب(   5 )شکل  های  می باشد  درصد   58/51  ،α =3 4

می توان گفت با افزایش پارامتر فاصله ی اولیه بین دو الکترود، تأثیر افزایش 
ولتاژ پیزوالکتریک شدیداً کاهش می یابد.

نتیجه4گیری-4 
هدف اصلی این پژوهش بررسی ناپایداری واجهش در میکروصفحه  های 
برای  بدین منظور  بود.  دیفرانسیلی  پیزوالکتریک تحت فشار  با لایه  همراه 
دستیابی به مدل ریاضی مسأله، مدل وابسته به بعد و غیرخطي ورق کریشهف 
بر اساس تئوري تنش کوپل بهبودیافته در نظر گرفته شد. با استفاده از روش 
باقیمانده ی وزن دار گالرکین، معادلات کاهیده شده حاکم بر تعادل و پایداری 
سیستم به دست آمدند. سپس نقاط حدی مسیر تعادل میکروصفحه از طریق 
یافته  های پژوهش  پایداری تعیین گردیدند.  حل هم زمان معادلات تعادل و 
شد  مشاهده  شدند.  و صحه گذاری  مقایسه  منابع  در  موجود  نتایج  با  حاضر 
وجود فشار دیفرانسیلی در جهت مخالف میدان الکتریکی امکان ایجاد رفتار 
گزارش  نتایج  برخلاف  شد  مشخص  همچنین  می کند.  فراهم  را  دوپایدار 
شده در مطالعات پیشین، اعمال ولتاژ مثبت به لایه ی پیزوالکتریک همواره 
اوقات،  گاهی  و  نشده  سیستم  کشیدگی  ناپایداری  آستانه ی  کاهش  موجب 
هنگامی که سیستم تحت مقادیر بزرگی از فشار دیفرانسیلی مخالف قرار دارد، 
به لایه ی  منفی  ولتاژ  اعمال  که  بودند  آن  از  حاکی  نتایج  می افزاید.  را  آن 
پیزوالکتریک آستانه ی ناپایداری کشیدگی را افزایش می دهد. همچنین دیده 
مقادیر  و  منبسط  را  واجهش  ناحیه ی  پیزوالکتریک  ولتاژ  مثبت  مقادیر  شد 
نتایج  عددی  بررسی  در  بعلاوه  می کنند.  منقبض  را  ناحیه  این  آن،  منفی 
مشاهده گردید که محدوده ی ناحیه ی واجهش برای سیستم مورد مطالعه با 
افزایش پارامتر فاصله ی اولیه بین دو الکترود هنگامی که ولتاژی به لایه ی 
گشترش  درصد   423/91 میزان  به   ) pv =0 ( نشود  اعمال  پیزوالکتریک 
( پیزوالکتریک  ولتاژ  تحت  سیستمی  برای  میزان  این  حالیکه  در  می یابد؛ 

فاصله ی  پارامتر  تأثیر  شد  دیده  لذا  می باشد.  درصد   143/78  ،) Vpv =1

اولیه بین دو الکترود در صورت افزایش ولتاژ پیزوالکتریک کاهش می یابد. 
ولت  یک  به  صفر  از  پیزوالکتریک  ولتاژ  افزایش  با  گردید  مشاهده  متقابلًا 
α، محدوده ی  =3 3 برای سیستمی با پارامتر فاصله ی اولیه بین دو الکترود 
درصد   58/51  ،α =3 4 حالت  برای  و  درصد   240/65 واجهش  ناحیه ی 
ولتاژ  تأثیر  کاهش  بیان گر  حقیقت  این  است  ذکر  شایان  می یابد.  افزایش 

پیزوالکتریک با افزایش پارامتر فاصله ی اولیه بین دو الکترود می باشد.
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