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ABSTRACT: In this paper, the dynamic behavior of a small-scale parallelogram (P) flexure is studied. 
First, using the beam constrain model and the modified strain gradient theory, the nonlinear strain energy 
of a small-scale beam is obtained in terms of its tip displacements. This energy expression is utilized 
to derive the strain energy of a P-flexure. Then the governing dynamic equations of motion are derived 
using Lagrange equations and are linearized around the operating equilibrium point. This linear model is 
employed to determine the allowable forces which do not lead to instability of the system. Moreover, the 
natural frequencies of the system are also extracted and the size effect as well as the static components 
of the applied loads on them are studied in detail. It is observed that by reducing the dimensions, the 
normalized transverse natural frequency of the system is increased. However, since there is no strain 
gradient in an axial mode, the axial normalized frequency is remained constant reducing the dimensions 
of the system. Moreover, it was observed that the tensile static forces lead to an increase, and transverse 
forces lead to a decrease in normalized natural frequency of the system. The procedure utilized for 
dynamic modeling of parallelogram flexures in this paper can be further extended for modeling more 
complex flexure systems.
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1- Introduction
Flexure mechanisms are kind of mechanisms that instead 

of using classical joints, employs the elastic deformation of its 
elements for providing the desired motion. Since fabricating 
classical mechanisms in small dimensions is very difficult, the 
main advantage of the flexure mechanisms is their application 
in small scales. Miniaturization provides the possibility of 
reducing the dimensions of the currently available devices. 
Moreover, it offers the possibility of fabricating new systems 
with unique applications. Among various examples of small-
scale systems, one can point to the position sensors [1], 
accelerometers [2], force sensors [3], resonators [4], pressure 
gauges [5] gyroscopes [6], and micromirrors [7]. Most of 
the micro-scale mechanisms are fabricated using small-scale 
parallelogram (P) flexures which in turn are made up of two 
slender parallel beams connected to a moving stage. This 
element has very large stiffness in the constraint (rotational 
and axial) directions while presenting very low stiffness in 
the transverse direction. This specification has made them 
very suitable for applications in positioning systems. So, 
dynamic analysis of these elements is of primary importance.

The beam constraint model (BCM) is a simple yet 
efficient approach for the analysis of flexure mechanisms. 
The base of this method was first presented by Awtar and 
Slocum [8]. Then Awtar and Sen [9, 10] extended this method 

by presenting a closed-form expression for the nonlinear 
strain energy of a beam in terms of its tip displacements. This 
innovation made this method very suitable for the analysis of 
more complex flexure units. Based on BCM, the static [11-
13] and vibration [14-16] behavior of many flexure systems 
were studied. However, all these researches were based on 
classical elasticity theory which is not sufficiently accurate in 
small-scale systems. So, the objective of the current research 
is to extend the BCM to micro dimensions using the modified 
strain gradient method and then use it for dynamic analysis of 
micro-scale P-flexures.

2- Methodology
Fig. 1, shows the schematic view of a P-flexure with a 

rigid motion stage, under the effect of end loads FX, FZ, 
and MY. The length, width, and thickness of the beams are 
respectively L, b, and h.

In P-flexures, the rotation of the stage is very small and 
can be easily neglected [16]. In this condition, the transverse 
and axial displacement components of the beams will be 
identical to those of point O. Moreover, it can be shown that 
the normalized nonlinear strain energy of a P-flexure using 
BCM and modified strain gradient theory can be obtained as
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where fx and fz are respectively the normalized forms of 
FX and FZ shown in Fig. 1., Eqs. (2) and (3) can be 
linearized around the operating point as 
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where the mass matrix [ ] is the identity and    is the 
symmetric stiffness matrix. By observing the location of 
the poles of the transfer function of the system, its 
stability limit can be determined. 

 Results and Discussion 

In Fig. 2, the stability limit along with the map of w < 
0.15 within which the BCM is valid, is depicted for a P-
flexure for the case of 17.6 μml  . Also, the natural 
frequencies of the system and their dependence on h are 
depicted in Fig. 3. It is observed that as h is increased, the 
results of the proposed model tend to be those of classical 
BCM. However, at small dimensions, there is a 
remarkable deviation between the models. 

3- Conclusion 

The objective of the current research is an analysis of the 
dynamic behavior of P-flexures as the flexure module 
utilized in most compliant mechanisms. To this end, first, 
the nonlinear strain energy of the P-flexure is determined 
using the BCM and modified strain gradient theory. 
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where u and w are respectively the normalized axial and 
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motion. The linearized form of these equations was employed 
to determine the stability map of the system and to study the 
corresponded eigenvalue problem. The related results were 
used to study the effects of the applied static loads as well as 
the dimensions of the system on the system. The approach 
proposed in this paper can be further extended to study the 
dynamic behavior of more complex compliant mechanisms.
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تحلیل دینامیکی میکرو المان منعطف موازی با مدل قیدی تیر و تئوری گرادیان کرنشی اصلاح 
یافته

محمد ارحامی1، حمید معین فرد* 1.2

1- دانشکده مهندسی، دانشگاه فردوسی مشهد، ایران
2- قطب علمی رایانش نرم و پردازش هوشمند اطلاعات، دانشگاه فردوسی مشهد، ایران

 .
خلاصه: در این پژوهش، رفتار دینامیکی میکرو المان منعطف موازی تحت بار انتهایی، مورد بررسي قرار مي‌گيرد. ابتدا با تئوری 
گرادیان کرنشی اصلاح یافته و به کمک مدل قیدی تير، انرژی کرنشی يک ميکرو تیر منعطف، برحسب مؤلفه‌های جابجایی انتهای تير 
به دست آمده، و از آن براي تعيين انرژي کرنشي المان منعطف موازي استفاده می‌شود. در ادامه، با روش لاگرانژ، مدل دینامیکی میکرو 
المان منعطف استخراج شده و حول نقطه تعادل، خطی‌سازی می‌گردد. سپس محدوده مجاز براي اعمال نيروهاي استاتيکي به سکوي 
حرکتي، به نحوي که هم تئوري مورد استفاده از دقت کافي برخوردار باشد، و هم پايداري ديناميکي سيستم تحت اغتشاشات ديناميکي 
کوچک خدشه‌دار نشود، مشخص ‌می‌گردد. نتايج بدست آمده حاکي از اين است که تئوري الاستيسيته کلاسيک، سخت‌گيري بيش 
از حدي براي مشخص کردن دقيق ناحيه پايداري مکانيزم دارد. همچنين فرکانس‌های طبیعی سيستم نيز استخراج شده و اثر ابعاد و 
مؤلفه‌هاي استاتيکي نيرو بر آن‌ها‌، مورد مطالعه قرار گرفته است. مشاهده مي‌شود که با کاهش ابعاد، فرکانس طبيعي بي‌بعد عرضيِ 
سيستم افزايش ميي‌ابد، اما فرکانس طبيعي بي‌بعُد طولي سيستم، به دليل عدم وجود گراديان کرنش در مُد طولي، ثابت مي‌ماند. 
همچنين مشاهده شد که نيروي استاتيکي کششي باعث افزايش، و نيروي استاتيکي خمشي باعث کاهش فرکانس‌هاي طبيعي سيستم 
‌می‌شوند. با توجه به بی‌بعد بیان شدن روابط و نتايج ارائه شده در اين پژوهش، مي‌توانند به سادگي براي تحليل ديناميکي مکانيزم‌هاي 

منعطف پيچيده‌تر، استفاده شوند.
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مقدمه-1 
مکانیزم منعطف، نوعی مکانیزم است که در آن به منظور ایجاد حرکت، 
به‌جای استفاده از مفاصل سنتی، از تغییر شکل الاستیک یک سری المان‌ 
منعطف بهره گرفته می‌شود. از آنجايي که ساخت مکانيزم‌هاي کلاسيک در 
ابعاد کوچک، بسيار پيچيده است، کاربرد اصلي مکانيزم‌هاي منعطف، فراهم 
کردن حرکت مناسب در ابعاد ميکرو  است. بسياري از ميکرو مکانيزم‌هاي 
تشکيل  موازي  منعطف  المان  ميکرو  مانند  پايه‌اي،  ماژول‌هاي  از  منعطف، 
‌می‌شوند. اين مکانيزم نيز به نوبه‌ي خود، از دو میکرو تیر یکسرگیردار موازی 
متصل به یک سکوی صلب تشکیل شده است. این المان به دلیل داشتن 
در  پایین  سفتي  و  محوری(  و  دورانی  )حرکت  قیدی  جهات  در  بالا  سفتي 
جهت درجه‌ي آزادی )حرکت عرضی(، خصوصاً در کاربردهای موقعیت‌دهی 
بارگذاری‌های  اغلب  دینامیکی  ذاتِ  است.  توجه  مورد  میکرو،  دقت  با 
میکرو  دینامیکی  تحلیل  که  است  شده  موجب  منعطف،  میکرومکانیزم‌های 

ماژول‌هاي منعطف )از جمله ميکرو المان منعطف موازی( از اهمیت ویژه‌ای 
پيوسته‌ي جرم و سفتي، داشتن  توزيع  از جمله،  اما مسائلی  باشد.  برخوردار 
بی‌شمار درجه آزادی و تغییر شکل‌هاي بزرگ موجب شده است که تحلیل 
به راحتی  را  رفتار آن‌ها  نتوان  باشد و  با مشکلاتی همراه  المان‌ها  نوع  این 
ارزیابی نمود. از طرف ديگر، عدم توانایی مکانیک کلاسیک در پیش‌بینی رفتار 
اين ميکرو مکانيزم‌ها باعث پيچيدگي بيشتر تحليل ديناميکي اين سيستم‌ها 
نيز مي‌شود. لذا نياز به ارائه‌ي روشی مناسب و دقيق برای پیش‌بینی رفتار 

دینامیکی میکرو المان منعطف موازی، به شدت احساس مي‌شود.
از  خود  فرد  به  منحصر  ویژگی‌های  دلیل  به  منعطف،  مکانیزم‌های 
نیاز  )عدم  اصطکاک  نبود  مونتاژ،  عملیات  حذف  ساختار،  یکپارچگی  جمله 
به  نسبت  زیادی  مزایای  سایش،  و  لقی  نداشتن  همچنین  و  روانکاری(  به 
مکانیزم‌های سنتی داشته و در بسیاری از کاربردها از جمله در مواردی که 
موقعیت‌دهی دقیق مدنظر است، عملکرد بهتری دارند ]1[. اجزای منعطفِ 
 ،]4 و   3[ گیره‌ها   ،]2[ فضایی  و  صفحه‌ای  مفاصل  انواع  همچون  متنوعی 
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لوازم  و  فنرها  و  ]7 و 8[  و 6[، کلیدهای دوحالته و چندحالته   5[ سوئیچ‌ها 
ذخیره‌سازی انرژی ]9 و 10[، طراحی و ساخته شده‌اند که از آن‌ها می‌توان در 

ساخت انواع دستگاه‌های الکترومکانیکی بهره برد. 
تحلیل مکانیزم‌های منعطف نسبت به مکانیزم‌های سنتی به دلیل داشتن 
بی نهایت درجه آزادی پیچیدگی خاصی دارد که با افزودن اثر غیرخطی به 
این پیچیدگی  تغییرشکل‌ها در محدوده متوسط و بزرگ،  قرار داشتن  دلیل 
برای  روش‌هایی  امروز،  به  تا  پیش  سال‌ها  از  درنتیجه  می‌شود.  دوچندان 
تحلیل تغییرشکل غیرخطی مکانیزم‌های منعطف ارائه شده است که برخی 
از آن‌ها به منظور استفاده آسان‌تر، همراه با ساده‌سازی‌هایی بوده‌اند. از این 
بین می‌توان به روش‌های انتگرال بیضوی1 ]11[، کمان دایروی ]12[، مدل 
شبه صلب2 ]13[، مدل قیدی تیر3 ]14[ و الگوریتم زنجیری مدل قیدی تیر 

]15[ اشاره کرد.
شد.  پی‌ریزی   ]16[ اسلوکام  و  اوتر  توسط  ابتدا  تیر  قیدي  مدل  مبانی 
سپس اوتر و سن ]17[ به این تئوری در تحلیل یک تیر یکسر گیردار تحت 
بارگذاری انتهایی، شکل بخشیدند. در ادامه، آن دو با بیان انرژی کرنشی تیر 
انتهایی ]14[ براساس مدل قیدی تیر،  مذکور برحسب مؤلفه‌های جابجایی 
این روش را بسیار توانمند نموده و ابزار لازم را براي آن به منظور گسترش 
در حوزه تحلیل مکانیزم‌های منعطف، فراهم کردند. این روش بر تقسیم‌بندی 
حرکت نقطه مورد نظر مکانیزم به درجات آزادی و درجات قیدی استوار است. 
هر حرکت مستقل، داراي یک سفتی مشخص است که به‌صورت نرخ تغییر 
بار نسبت به جابه‌جایی در راستاي اعمال بار تعریف می‌شود. بسته به ‌اندازه 
نسبی مقادیر سفتی، راستاهاي مستقل به‌صورت درجه آزادي یا درجه قیدي 
تعیین  به  توجه  با  تیر  قیدی  مدل  گفت  می‌توان  می‌شوند. پس  دسته‌بندي 
رابطه‌ای صریح بین نیرو و جابه‌جایی، بیان انرژی کرنشی به شکل مستقل 
به  نیاز  عدم  پیچیده،  منعطف  مکانیزم‌های  به  تعمیم  قابلیت  و  بارگذاری  از 
المان‌بندی عضوهای منعطف، بررسی درجات آزادی و قیدی و درنظر گرفتن 
اثر غیرخطی و پدیده‌های سفت شوندگی عرضی و الاستوسینماتیک، یکی 
از بهترین روش‌های تحلیل مکانیزم‌های منعطف است. بر این اساس، اوتر 
و همکاران ]18[ با این روش به بررسی رفتار استاتیکی ماژول‌هاي منعطف 
ساخته شده از تیرهاي نازک پرداختند. در بررسی آن‌ها، رفتار نیرو-جابه‌جایی 
تیرهاي منعطف و مکانیزم‌هاي موازی4 و موازی مزدوج5 مورد مطالعه قرار 

1  Elliptic Integral Solution( EIS)
2  Pseudo-Rigid Body Model( PRBM)
3  Beam Constraint Method( BCM)
4  Parallelogram (P)
5  Double Parallelogram (DP) 

گرفت. در پژوهشی دیگر، با کمک رویکرد انرژي و اصل کار مجازي، اوتر و 
سن ]14[، یکی از پایه‌اي‌ترین پژوهش‌ها را در حوزه بررسی رفتار استاتیکی 
یک تیر منعطف ارائه دادند. در این پژوهش، آن‌ها از مدل قیدی تیر براي 
تیر منعطف  افقی و عرضيِ یک  بر سفتی  نیروي محوري  اثر  لحاظ کردن 
از  یکی  نمودند.  استفاده  هندسی  غیرخطی  اثرات  گرفتن  نظر  در  با  نازک 
فرمول  ارائه‌ي یک  استخراج شد،  پژوهش  این  در  که  نتایجی  کلیدي‌ترین 
تحلیلی براي انرژي پتانسیل سیستم، برحسب جابه‌جایی‌هاي افقی، عمودي 
رفتار  تحلیل  به  شایانی  کمک  رابطه،  این  بود.  تیر  انتهاي  صرفاً  دورانیِ  و 
نیرو-جابه‌جایی در تیر و همچنین سایر مکانیزم‌هاي پیچیده‌تر می‌کرد. آن‌ها 
چند سال بعد ]19[ مدل قیدی غیرخطی فضایی را برای تیر نازک و متقارن 
براساس روش انرژی ارائه دادند و خطاهای حرکتی در جهات قیدی همچنین 

پدیده سفت شوندگی درجات آزادی را بررسی کردند.
معمولًا کارایی یک مکانیزم منعطف به دلیل خطای حرکتی در جهات 
قیدی کاهش می‌یابد. یک مکانیزم منعطف ایده‌آل باید سفتی کم در جهت 
درجات آزادی و سفتی بینهایت در جهت درجات قیدی داشته باشد. ولی در 
آزادی، موجب کاهش  المان‌های منعطف، حرکت در جهت  اتفاق  به  قریب 
محسوس سفتی جهت قیدی می‌شود. پژوهشگران، راه‌حل‌هایی در جهت رفع 
)افزایش صلبیت(  افزایش ضخامت  روش،  دادند. یک  پیشنهاد  این مشکل 
ناحیه‌ای از تیر است. بختیاری و معین‌فرد ]20[ بهبود ویژگی‌های تیر و المان 
منعطف موازی را با افزودن ناحیه‌ای صلب به طول و موقعیت دلخواه از تیر 
بررسی کردند. آن‌ها از مدل قیدی تیر6 به منظور تعیین روابط صریح نیرو-

جابه‌جایی انتهایی تیر بهره گرفته و در نهایت با استفاده از الگوریتم ژنتیک، 
مشخصه‌های مکانیزم را بهینه‌سازی و نتایج را با شبیه‌سازی المان محدود 
مقایسه نمودند. در پژوهشی دیگر، ملائکه و معین‌فرد ]21[ ادعا نمودند که 
استفاده از دو قسمت صلب در طول تیر، موجب بهبود مشکل کاهش شدید 
سفتی محوری در تغییر شکل‌های زیاد و همچنین افزایش کارایی مکانیزم 
می‌شود. فولی‌ما7 و چن ]22[ براساس مدل قیدی تیر، بیشینه نیروی محوری 
نتایج  با  و  آوردند  تکیه‌گاهی مختلف بدست  را در شرایط  تیر  بر  وارد  مجاز 
مدل قیدی تیر زنجیره‌ای و اجزا محدود مقایسه نمودند. بررسی‌ها نشان داد 
که اولًا مدل قیدی تیر در تغییرشکل‌های متوسط، مناسب است، ولی برای 
ثانیاً  کرد.  استفاده  زنجیره‌ای  تیر  قیدی  مدل  از  باید  بزرگ  تغییرشکل‌های 
مرز استفاده یا عدم استفاده از مدل قیدی تیر، وابسته به شرایط تکیه‌گاهی 
است. از دیگر پژوهش‌های انجام شده در حوزه تحلیل استاتیک المان‌های 

6  Beam Constraint Model (BCM)
7  Fulei Ma
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منعطف، می‌توان به ارزیابی تیر با انحنای اولیه توسط چن1 و همکاران ]15[ 
با مدل قیدی تیر زنجیره‌ای اشاره کرد. در این پژوهش انحنای اولیه تیر به 
شکل‌های کمان دایره، سینوسی و سهموی درنظر گرفته شد. همچنین هی2 
و همکاران ]23[ به عنوان یک مثال کاربردی، مدل‌سازی دسته کابل هادی3 

در نیروگاه‌ها را با همان تئوری بررسی کردند. 
از  که  انجام شده  کارهایی  نیز  منعطف  المان‌های  دینامیکی  تحلیل  در 
آن جمله می‌توان به مدل‌سازی ارتعاشات آزاد غیرخطی تیر با جرم انتهایی 
توسط معین فرد و اوتر ]24[ اشاره کرد. آن‌ها به کمک تکنیک اغتشاشات 
توانستند روابط صریح برای جابجایی محوری و عرضی جرم انتهایی بدست 
آورند. همچنین اثر تغییر ضخامت تیر ]25[ و جرم خارج مرکز میانی ]26[ 
قرار  ارزیابی  مورد  محققين،  توسط  تیر  ارتعاشی  رفتار  بر  و   ]27[ انتهایی  و 
گرفته‌است. برادران و همکاران ]28[ ارتعاشات المان منعطف موازی با درنظر 
گرفتن تغییرشکل غیرخطی را بررسی کردند. ایجاد رابطه صریح و مقایسه 
نتایج شکل مدهای سیستم با مدل اجزا محدود از کارهای انجام شده در این 
پژوهش است. در پژوهش‌های مذکور، برای تعیین معادلات حاکم از اصل 
همیلتون استفاده شده و انرژی کرنشی تیر از انتگرالگیری روی حجم تیر 
با درنظر گرفتن تغییر شکل غیرخطی حاصل شده است. سیلوا و دقاق ]29[ 
رفتار ارتعاشی غیرخطی یک تیر نازک با ضخامت ثابت ولی عرض متغیر را 
آن‌ها،  و حل  معادلات حاکم  تعیین  از  پژوهش پس  این  در  بررسی کردند. 
نتایج حاصل با روش المان‌محدود مقایسه شد که خطای زیاد تقریب خطی 
را در تغییر شکل‌های بزرگ نشان داد. سایاگ و داول ]30[ ارتعاشات یک 
تیر یکسرگیردار با بار نقطه‌ای در انتها که تحت تحریک از پایه قرار داشت 
را بررسی کردند. همانطور که مشاهده می‌شود، اغلب کارهای تحلیلی انجام 
شده روی المان‌های منعطف در حوزه تحلیل دینامیکی، بر روی تیر انجام 
شده و هنوز جای کار زیادی بر روی المان‌های منعطف پیچیده‌تر وجود دارد.

مزیت اصلی مکانیزم‌های منعطف در سیستم‌هایی با ابعاد میکرو  خود را 
نشان می‌دهد، ابعادی که ساخت مکانیزم‌های سنتی اگر نگوییم غیرممکن 
موجب  میکرو   ابعاد  به  دستیابی  بود.  خواهد  مشکل  بسیار  بی شک  است، 
با  جدید  تجهیزات  معرفی  همچنین  و  موجود  تجهیزات  کوچک‌سازی 
کاربردهای منحصر به فرد شده که با ابعاد بزرگتر غیرقابل دستیابی بود. به 
عنوان نمونه میکرو المان‌های منعطف به دلیل جرم ناچیز، فرکانس طبیعی 
با فرکانس  بسیار بالایی دارند و این پدیده موجب دستیابی به عملگرهایی 

1  Chen 
2  He
3  Bundled conductors

تحریک و سرعت پاسخ زیاد و حسگرهایی با حساسیت و دقت بالا و همچنین 
مکانیزم‌هایی با قابلیت موقعیت‌دهی دقیق شده است. از کاربردهای عملیاتی 
این حوزه می‌توان به سنسورهای جابجایی ]31[، شتاب ]32[ و نیرو ]33[، 
  ]37[ میکروآینه  و   ،]36[ ژیروسکوپ   ،]35[ فشارسنج   ،]34[ نوسانگر  انواع 

اشاره کرد.
راستای  در  منعطف،  مکانیزم‌های  طراحی  علم  جهت‌گیری  به  توجه  با 
رفتار  تحلیل  روش‌های  ایجاد  میکرو،  ابعاد  در  مکانیزم‌ها  انواع  ساخت 
به  ترجیح،  حالت  از  منعطف  مکانیزم‌های  میکرو  دینامیکی  و  استاتیکی 
مکانیک  بر  مبتنی  روش‌های  که  است  شده  اثبات  است.  شده  تبدیل  الزام 
محیط پیوسته کلاسیک، در ابعاد میکرو  با خطا همراه است. از این جهت، 
روش‌هایی برای تحلیل رفتار مکانیکی در ابعاد میکرو پیشنهاد شده است که 
شامل دینامیک مولکولی4 ]38[، مکانیک ساختاری ]39[ و مکانیک محیط 
غیرکلاسیک،  پیوسته  محیط  مکانیک  است.   ]40[ غیرکلاسیک5  پیوسته 
جسم  یک  را  منعطف  میکرو-عضو  که  است  روش‌هایی  از  مجموعه‌اي 
را  ابعاد کوچک  اثر  اعمال تصحیحاتی،  با  و  پیوسته درنظر گرفته  الاستیک 
قابل  دقت  و  محاسبات  کمتر  بسیار  دلیل حجم  به  درنتیجه  می‌کند  اعمال 
قبول، از دو روش دیگر پرکاربردتر است ]41 و 42[. از روش‌های پرکاربرد 
مکانیک محیط پیوسته غیرکلاسیک می‌توان به تئوری تنش کوپل اصلاح 
شده ]43[ و تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده ]44[، اشاره کرد. هرچند 
تئوری تنش کوپل اصلاح شده همانند تئوری گرادیان کرنشی اصلاح شده، 
بر روش انرژی بنا شده‌ است، ولی حالت خاصی از آن به حساب می‌آید. در 
واقع اگر دو پارامتر از سه پارامتر اندازه در روش گراديان کرنش اصلاح شده 
برابر صفر قرار داده شود، اين روش به روش تنش کوپل اصلاح شده تبديل 
گرادیان کرنشی اصلاح شده،  تئوری  رو می‌توان گفت،  این  از  خواهد شد. 
انرژی  بر  کرنش  گرادیان  مؤلفه‌های  اکثر  اثرات  گرفتن  درنظر  به  توجه  با 

کرنشی، نسبت به روش تنش کوپل اصلاح شده، دقیق‌تر است ]45[. 
در حوزه پژوهشی مکانیزم‌های منعطف، کمتر پژوهشگرانی اثر ابعاد را 
در میکرو مکانیزم‌های منعطف درنظر گرفته‌اند و اغلب پژوهش‌های انجام 
روابط مکانیک  از همان  یا  نام تحلیل میکرو مکانیزم‌های منعطف،  با  شده 
را میکرومتری  ابعاد مکانیزم  استفاده کرده و فقط  پیوسته کلاسیک  محیط 
درنظر گرفته ]46[ و یا منظور پژوهشگر این است که دقت حرکتی )نه ابعاد( 
روابط کلاسیک  از همان  بازهم  و  است  میکرومتر  در حد  منعطف  مکانیزم 
بهره گرفته‌ است ]47 و 48[. درنتیجه در بررسی انجام شده توسط مولفان 

4  Molecular dynamics
5  Non classical continuum mechanics
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اين مقاله، روشی مدون یافت نشد که مخصوص تحلیل میکرو مکانیزم‌های 
منعطف باشد.

المان منعطف موازی یکی از المان‌های منطف پایه‌ای بوده که در ساختار 
المان‌های منعطف پیچیده‌تر، همچون المان منعطف موازی مزدوج و المان 
منعطف موازی مزدوج دوگانه کاربرد دارد و از اين‌رو تحليل رفتار ديناميکي 
اين مقاله اطلاع  تا جايي که نويسندگان  آن، حائز اهميت است. همچنين، 
اندازه تا کنون  اثر  با لحاظ کردن  المان منعطف موازي،  دارند، رفتار ميکرو 
تحليل نشده‌است. لذا، هدف اصلی این پژوهش، ارائه مدلی ساده و در عین 
حال با دقت مناسب برای پیش‌بینی رفتار دینامیکی اين نوع المان منعطف 
است که در آن علاوه بر درنظر گرفتن تغییر شکل غیرخطی، اثر ابعاد کوچک 
نیز لحاظ شده است. این درحالی است که نتایج مدل مکانیک کلاسیک در 
این ابعاد با خطای زیادی همراه است.  برای رسیدن به این هدف از تئوری 
و  گرفته شده  بهره  تیر  قیدی  اعمال مدل  و  یافته  گرادیان کرنشی اصلاح 
ارائه  پس از خطی‌سازی، يک مدل دینامیکی مناسب، برای سيستم مذکور 
شده است. به کمک اين مدل خطي، پايداري سيستم، تحت بارگذاري‌هاي 
مختلف در جهات قيدي و آزادي مورد مطالعه‌ي دقيق قرار گرفته و محدوده‌ي 
با حل مسئله‌ي مقدار ويژه،  نيز  پايداري سيستم، تعيين مي‌شود. در نهايت 
فرکانس‌هاي طبيعي و شکل مُدهاي سيستم استخراج شده و وابستگي آن‌ها 

به ابعاد مکانيزم مورد بررسي قرار مي‌گيرد. 

انرژی کرنشی میکرو تیر-2 
قبل از بررسی دینامیکی میکرو المان موازی لازم است که انرژی کرنشی 
میکرو تیر یکسرگیردار تحت بار انتهایی محاسبه شود. در این بخش سعی بر 
آن است که این انرژي ابتدا به‌صورت انتگرالی با تئوری گرادیان کرنش بیان 
شده و سپس با تکنیک مدل قیدی تیر برحسب مؤلفه‌های جابجایی نقطه 
انتهایی بیان شود تا بتوان از آن به راحتی برای فرمولاسیون دینامیکی بهره 
برد. میکرو تیر یکسرگیردار مفروض، به طول L، عرض b و ضخامت h در 
ZF و   ، XF شکل 1 نشان داده شده است. این تیر تحت بارگذاری انتهایی 

YM قرار می‌گیرد.

براساس تئوری اویلر-برنولی برای تیر نازک، بردار جابجایی المان دلخواه 
در فاصله Z از تار خنثی به‌شکل زیر است ]49[.
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Fig. 1. Cantilever micro-beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. میکرو تیر یکسرگیردار

Fig. 1. Cantilever micro-beam
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 Y ،X 3 به‌ترتیب، جابجایی در راستای 2 و   ، 1 در این رابطه 

( )W X و  خنثی  تار  طولی  جابجایی   ، ( )U X به‌علاوه  هستند.   Z و 
جابجایی عرضی آن است. براساس تئوری ون-کارمن و استفاده از رابطه )1( 

تنها درایه غیرصفر تانسور کرنش مطابق زیر است.
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 )1( رابطه  از  استفاده  با  یافته،  گرادیان کرنشی اصلاح  تئوری  براساس 
) تعیین می‌شود. )È curl1

2
=




 بردار دوران کوچک 
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دوران  گرادیان  تانسور  متقارن  قسمت  آن،  کمک  به  سپس 
) می‌تواند حاصل شود. مؤلفه‌های غیر صفر این  ), ,È È / 2χ = +s

ij i j j i

تانسور مطابق زیر است.
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 ,i mm iγ ε= ε به‌منظور تعیین بردار گرادیان اتساع  از تانسور کرنش
می‌توان بهره گرفت.
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تانسور گرادیان کششی انحرافی  نیز از رابطه زير محاسبه شود ]50[.
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تنش تانسور  درایه‌های  می‌توان   )11( تا   )2( روابط  کمک  به  حالا 
 ، 2

02µ γ=i ip l بالاتر  مرتبه  تنش‌های  و   ( )tr 2σ λ ε δ µε= +ij ij ij

 ، 0l 2 را محاسبه نمود. در اين روابط، 
22µ χ=s s

ij ijm l ) و  ) ( )1 12
12τ µ η=ijk ijkl
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826

µ ثابت‌های  λ و  2l پارامترهای مقیاس طول یا پارامترهای اندازه و  1l و 

کرنشی  گرادیان  تئوری  مبنای  بر  کرنشی  انرژی   .]51 و   50[ لامه هستند 
اصلاح‌یافته به این شکل نوشته می‌شود ]44[.
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با جایگذاری )2( تا )11( و همچنین تانسورهای تنش در رابطه )12( و 
به  ( )/v L EI V= اعمال انتگرال روي سطح، انرژی کرنشی بي‌بعد تیر 

صورت زير حاصل می‌شود.
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در این معادله، از کمیات بی‌بعد رابطه )14( استفاده شده و پارامترهای
رابطه  تیر در  به جنس و هندسه  وابسته  4a برحسب مشخصه‌های  تا  1a
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کرنش محوری تار خنثی است.
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لازم به ذکر است که در اين مقاله، فرض ‌می‌گردد که پارامترهاي اندازه 
l است. در  ، هر سه با يکديگر برابر بوده و مقدار آن‌ها برابر  2l 1l و   ، 0l

δ را روي رابطه انرژی کرنشي اعمال کرده و سپس  ادامه، عملگر تغييرات 
دو بار انتگرال‌گیری جزء به جزء اعمال می‌شود. حال با استفاده از اصل کار 
( معادلات حاکم و  X tip Z tip Y tipV F U F W Mδ δ δ δθ= + +    مجازی )
شرایط مرزی کلاسیک و غیرکلاسیک )برای تیر یکسرگیردار( به شکل زیر 

حاصل می‌شوند.
• معادلات حاکم	
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• شرایط مرزی	
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، ثابت و  ( )0ε x از حل معادله )16( با شرایط مرزی )18( و )19( کمیت 
) از 0 تا 1 و در نظر  )0ε x / بدست می‌آید. با انتگرال‌گيري از  1xf a برابر 

، مي‌توان نوشت: ( ) tipu u=1 ) و  )u =0 0 داشتن اينکه 
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برای حل معادله دیفرانسیل )17( از شرط مرزی )20( و بجای دو شرط 
، استفاده می‌شود.  ( ) tipw θ′ =1 ) و  ) tipw w=1 مرزی )21( و )22( از 
xf گرفته شود، مي‌توان  چنانچه بسط تيلور نتيجه حلِ اين معادله نسبت به 

نوشت:
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با  x هستند.  از و طولاني  پيچيده  توابعي  ها  ( )j i xξ , رابطه، اين  در 
جايگذاري معادله )24( در )23( و صرف نظر از عبارات شامل توان‌هاي دوم 
tipθ بدست آورد. tipw و   ، tipu xf را به صورت زير برحسب  ، مي‌توان  xf
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ها به شرح  ijξ ] به صورت توابعي از  ]g در معادله )25(، ماتريس‌هاي 
ذيل قابل محاسبه هستند:
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) در  )0 1/ε = xx f a ) از رابطه )24( و  )w x در نهايت با جايگذاری 
xf از معادله حاصل به کمک  فرم بي‌بعد انرژي کرنشي )معادله )13(( حذف
برحسب  بي‌بعد،  کرنشی  انرژی  لازم،  ساده‌سازي‌هاي  اعمال  و   )25( رابطه 

مؤلفه‌های جابجایی انتهای تیر به شکل زیر حاصل می‌شود.
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ها ماتریس‌های سفتی نام داشته و مقدار آن‌ها به  ( )ik در این معادلات،

کمک روابط ذيل قابل محاسبه است:

)29(

   11 ' ' ' '
,0 ,1 ,0 ,10

1  ,    
2

, 1,2

ij i j j ig dx

i j

     



 (27) 

 

 

 
   

   

 
   

   

 
   

   

0 0
11 12

0 0
12 22

2
1 1

11 12
1 1

12 221
2 2

11 12
1 2 2

12 22

, ,

1  
2

1  
2

2
1  

tip tip tip

tip
tip tip

tip

tip
tip tip tip

tip

tip
tip tip

tip

v u w

wk k
w

k k

wk k
u w

k ka
wk k

a w
k k














     
    

               
              




 

(28) 

 

   10 '' '' ''' '''
3 ,0 ,0 4 ,0 ,00

 ,    

, 1,2
ij i j i jk a a dx

i j

    




 

(29) 

   11 ' '
,0 ,00

 ,    , 1,2 ij i jk dx i j   (31) 

   
 

'' '' '' '' '' ''
1 3 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,22

''' ''' ''' ''' ''' '''0
4 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,2

,   

, 1,2

i j i j j i
ij

i j i j j i

a
k dx

a

i j

     

     

   
 
   



 (31) 

 

        0 1 2 32
2 1 1 ,    

, 1,2
ij ij ij ijk b b b

i j

    



 
(32) 

 
   

 

4 5
1 1

6
1

,    , 1,2ij ij
ij

ij

b
k i j

b
 




 
 (33) 

�

)30(

   11 ' ' ' '
,0 ,1 ,0 ,10

1  ,    
2

, 1,2

ij i j j ig dx

i j

     



 (27) 

 

 

 
   

   

 
   

   

 
   

   

0 0
11 12

0 0
12 22

2
1 1

11 12
1 1

12 221
2 2

11 12
1 2 2

12 22

, ,

1  
2

1  
2

2
1  

tip tip tip

tip
tip tip

tip

tip
tip tip tip

tip

tip
tip tip

tip

v u w

wk k
w

k k

wk k
u w

k ka
wk k

a w
k k














     
    

               
              




 

(28) 

 

   10 '' '' ''' '''
3 ,0 ,0 4 ,0 ,00

 ,    

, 1,2
ij i j i jk a a dx

i j

    




 

(29) 

   11 ' '
,0 ,00

 ,    , 1,2 ij i jk dx i j   (31) 

   
 

'' '' '' '' '' ''
1 3 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,22

''' ''' ''' ''' ''' '''0
4 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,2

,   

, 1,2

i j i j j i
ij

i j i j j i

a
k dx

a

i j

     

     

   
 
   



 (31) 

 

        0 1 2 32
2 1 1 ,    

, 1,2
ij ij ij ijk b b b

i j

    



 
(32) 

 
   

 

4 5
1 1

6
1

,    , 1,2ij ij
ij

ij

b
k i j

b
 




 
 (33) 

�

)31(

   11 ' ' ' '
,0 ,1 ,0 ,10

1  ,    
2

, 1,2

ij i j j ig dx

i j

     



 (27) 

 

 

 
   

   

 
   

   

 
   

   

0 0
11 12

0 0
12 22

2
1 1

11 12
1 1

12 221
2 2

11 12
1 2 2

12 22

, ,

1  
2

1  
2

2
1  

tip tip tip

tip
tip tip

tip

tip
tip tip tip

tip

tip
tip tip

tip

v u w

wk k
w

k k

wk k
u w

k ka
wk k

a w
k k














     
    

               
              




 

(28) 

 

   10 '' '' ''' '''
3 ,0 ,0 4 ,0 ,00

 ,    

, 1,2
ij i j i jk a a dx

i j

    




 

(29) 

   11 ' '
,0 ,00

 ,    , 1,2 ij i jk dx i j   (31) 

   
 

'' '' '' '' '' ''
1 3 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,22

''' ''' ''' ''' ''' '''0
4 ,1 ,1 ,0 ,2 ,0 ,2

,   

, 1,2

i j i j j i
ij

i j i j j i

a
k dx

a

i j

     

     

   
 
   



 (31) 

 

        0 1 2 32
2 1 1 ,    

, 1,2
ij ij ij ijk b b b

i j

    



 
(32) 

 
   

 

4 5
1 1

6
1

,    , 1,2ij ij
ij

ij

b
k i j

b
 




 
 (33) 

�

با اعمال عمليات رياضي معادلات فوق، مي‌توان المان‌هاي ماتريس‌هاي 

سفتي را به شکل زیر بیان نمود.
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2 بوده و همچنین پارامترهای  4=b a 1/ و  3 4=b a a در این روابط 
) ثابت‌هایی هستند که در جدول 1 معرفی شده‌‌اند. )n

i jκ

انرژی کرنشی میکرو تیر صرفاً  نکته قابل توجه در رابطه )28(، یافتن 

مکانیزم‌های  به  مدل  این  تعمیم  که  است  آن  انتهایی  جابجایی  براساس 
منعطف پیچیده‌تر را بسیار آسان می‌نماید.

تحلیل دینامیکی میکرو المان منعطف موازی-3 
شکل 2، یک میکرو المان موازی را نشان می‌دهد که از دو تیر موازی 
h تشکیل شده است که به یک سکوی  b و ضخامت ، عرض L به طول 
نیروهای  تحت   ،)O ( میانی سکو  نقطه  شده‌اند.  متصل   m جرم به  صلب 

)  ظاهر شده در روابط )32( تا )34( )n
i jκ جدول 1. مقادیر عددی پارامترهای 

Table 1. Numerical values of ( )n
i jκ  presented in Eqs. (32) to (34)

مقادیر عددی پارامترهای  :1جدول  n
i j  روابط ظاهر شده درError! Reference source not found.  تاError! 

Reference source not found. 

Table 1. Numerical values of  n
i j presented in Eqs. )32( to )34( 

 ,i j 
 n
ij 

 2,2  1,2  1,1 

4 6 12 (1) 

(n) 

4 12 36 (2) 
29 62 150 (3) 
2
15   1

10  6
5  (4)  

11
10  16

15  5 (5)  

9  11  3  (6)  

 11
6300  1

1400   1
700  (7)  

3  3
2  1 (8)  

74  160 62  (9)  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 (Pمیکرو المان موازی ) -2شکل 

Fig. 1. Micro-Parallelogram flexure 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)P( شکل 2. میکرو المان موازی

Fig. 2. Micro-Parallelogram flexure
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YM قرار می‌گیرد.  ZF و گشتاور خمشی XF ، عرضی  دینامیکی محوری 

تشکیل معادلات حاکم-3 -1 
می‌توان از روش لاگرانژ به‌منظور تعیین معادلات حاکم بر این سیستم 
کرنشی،  پتانسیل  انرژی  روابط  باید  منظور  این  به  نمود.  استفاده  دینامیکی 
انرژی جنبشی و کار مجازی نوشته شود. براي بيان اين موارد، از يک مدل 
ديناميکي پارامتر متمرکز استفاده خواهد شد. در بخش قبل نشان داده شد که 
انرژی کرنشی تیر در تغيير شکل‌هاي بزرگ و غيرخطي را مي‌توان با دقت 
مناسب، برحسب مؤلفه‌های جابجایی انتهایی، از رابطه )28( بدست آورد. در 
مورد المان منعطف موازی با تیرهای یکسان اثبات شده است که دوران سکو 
بسیار کم بوده و می‌توان از آن صرف نظر کرد ]18 و 52[. در این صورت، 
مؤلفه‌های  با  و  یکدیگر  با  تیر  دو  عرضی  و  محوری  جابجایی  مؤلفه‌های 
0θ و با استفاده از )28(،  =tip جابجایی نقطه  برابر است. درنتیجه، با فرض 
رابطه انرژی کرنشی المان منعطف موازی برحسب مؤلفه‌های جابجایی نقطه 

میانی سکو به فرم زیر بیان می‌شود.
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ترتیب،  به   ( )ˆw t و   ( )ˆu t و  بعد  بدون  زمان   t̂ رابطه این  در 
( )0
11k مؤلفه‌های بی‌بعد جابجایی محوری و عرضی نقطه  هستند. همچنین 

) درایه‌های اول ماتریس‌های سفتی بوده که در روابط )32(  )2
11k ) و  )1

11k  ،
تا )34( معرفی شدند. انرژی کرنشی رابطه )35( به فرم بی‌بعد است و برای 
و   )14( رابطه  از  منظور  این  به  شود.  بابعد  باید  لاگرانژ  رابطه  در  استفاده 

ˆ استفاده می‌شود. /  3=t EI mL t همچنین رابطه زمان بی‌بعد 
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تیر  جرم  بودن  ناچیز  فرض  به  توجه  با  جنبشی،  انرژی  محاسبه  برای 
نسبت به جرم انتهایی، فقط انرژی جنبشی جرم درنظر گرفته می‌شود. این 
فرض با توجه به اینکه از تیرهای بسیار نازک در المان‌های منعطف استفاده 
منعطف  المان  دوران  مقدار  که  شد  بیان  همچنین  است.  صحیح  می‌شود، 

موازی بسیار اندک است. پس از انرژی دورانی نیز صرفنظر می‌شود.
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به‌صورت  موازی  المان  مجازی  کار  طرفی  از 
 U ) نوشته می‌شود. بنابراین ) ( ) ( )ext X ZW t F t U F t Wδ δ δ= +

) نیروهای عمومی  )ZF t ) و  )XF t ( و  iq W مختصه‌های عمومی ) و
( هستند. طبق معادله لاگرانژ می‌توان نوشت: iQ (
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با جایگذاری انرژی کرنشی و جنبشی از روابط )36( و )37( در معادله 
لاگرانژ، معادلات ارتعاشی حاکم بر المان منعطف موازی حاصل شده که پس 
ساده‌تر  برای  می‌شوند.  نوشته  زیر  به‌صورت   ،)14( رابطه  با  بی‌بعدسازی  از 

شدن عبارات از نوشتن متغیر زمان صرف‌نظر شده است.
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خطی‌سازی-3 -2 
در ادامه برای درک بهتر رفتار ارتعاشی المان منعطف موازی، معادلات 
که  است  اين  مهم  بسيار  نکته  البته،  می‌شوند.  خطی‌سازی   )40( و   )39(



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 4، سال 1401، صفحه 821 تا 842

830

خطي‌سازي مدل ديناميکي، بايد حول نقطه کاري صورت‌پذيرد که از تحليل 
معادلات تعادل استاتيکيِ غيرخطي سيستم حاصل مي‌شود. به این منظور، 
فرض می‌شود که بارگذاری‌های انتهایی، حاصل‌جمع یک بارگذاری استاتیکی 
و ديناميکي باشد. بارگذاري استاتيکي، باعث ایجاد خیز اولیه در المان منعطف 
‌می‌گردد و بارگذاری دینامیکی منجر به ارتعاش آن حول نقطه تعادلِ حاصل 

از بارگذاري استاتيکي مي‌شود.
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همچنین مؤلفه‌های جابجایی انتهای تیر را نیز می‌توان به دو بخش ثابت 
ناشی از بار استاتیکی و متغیر ناشی از بار دینامیکی تجزیه کرد.
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معادلات  در   )44( تا   )41( روابط  از  را  و جابجایی  بارگذاری  مؤلفه‌های 
)39( و )40( جایگذاری کرده و با حذف عبارات ثابت ناشی از تعادل استاتیکی 
حاصل  استاتیکی  تعادل  نقطه  حول  سیستم  ارتعاشی  معادلات  طرفین،  از 
می‌شود. درادامه با فرض کوچک بودن تغییرات حول نقطه تعادل، با استفاده 
از بسط تیلور، معادلات حاکم، خطی‌سازی شده و به فرم ماتریسی زیر نوشته 

می‌شوند.
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 [ ] ، یک ماتریس همانی بوده و  [ ] در این رابطه ماتریس جرم 
این  درایه‌های  معرفی می‌کند.  را  است که سفتی سیستم  متقارن  ماتریسی 

ماتریس یه شرح زیر است.
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است  توجه  قابل  شده‌اند.  تعریف  قبلًا  روابط،  این  در  موجود  کمیات 
 0w به و/يا   u0 به ديناميکي خطي،  مدل  در   [ ] ماتريس  المان‌هاي  که 
حاصل  استاتيکي  غيرخطيِ  معادلات  حل  از  نيز  پارامتر  دو  اين  وابسته‌اند. 
کرنش‌هاي  از  صرف‌نظر  که  گرفت  نتيجه  مي‌توان  بنابراين،  و  ‌می‌شوند 
0w گردد. اين  0u و غيرخطي هندسي، مي‌تواند باعث بروز خطا در تخمين
] در مدل  ] خطا نيز به نوبه خود باعث پيش‌بيني ناصحيح براي ماتريس 
گرفتن  نظر  در  دليل،  همين  به  مي‌شود.   )45( معادله  در  شده  ارائه  خطي 
کرنش‌هاي غيرخطي هندسي، براي ارائه يک مدل ديناميکيِ با دقت مناسب 
مي‌آيند،‌  بدست  تعادل  نقطه  حول  ديناميکي  معادلات  خطي‌سازي  از  که 
اجتناب ناپذير است. به منظور بررسی دقت خطی‌سازی، مقایسه‌ای بین حل 
با حل معادلات خطی‌سازی شده )45( در  معادلات غیرخطی )39( و )40( 
شرایط بارگذاری موردی، انجام می‌پذیرد. در این تحلیل، فرض شده است 
) به سيستم اعمال  )s

zf = 3 ) و  )s
xf = 4 که در ابتدا، بارگذاري استاتيکي 

از  ترتيب  به  )که  استاتيکي  معادلات  با حل  بارگذاري،  اين  اثر  در  مي‌شود. 
w از معادلات )39( و )40( حاصل ‌می‌شوند(، نقطه تعادل بی‌بعد  u و حذف
0 حاصل ‌می‌گردد. سپس، بارگذاري ديناميکي  0/095=w 0 و 0/0053=u

آن  ارتعاش  باعث  و  اعمال ‌می‌گردد  سيستم  به    ( ) ( )sˆ iˆ ˆnzf t t= 10

مي‌شود. در شکل‌های 3 و 4 به ترتيب جابجایی بی‌بعد محوری و عرضی 
سکوي حرکتي برحسب زمان بی‌بعد، قابل مشاهده است. در این شکل‌ها، 
جابجایی حاصل شده از حل معادلات خطی و غیرخطی با یکدیگر مقایسه 
شده‌‌اند. لازم به ذکر است که براي حل معادلات غيرخطي )39( و )40( از 
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 بعد حاصل از حل معادلات خطی و غیرخطیبرحسب زمان بیبعد جابجایی محوری بیمقایسه  :3شکل 

Fig. 3. Time response of nondimensional axial displacement resulted from linear and nonlinear solution 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مقايسه جابجایی محوری بي‌بعد برحسب زمان بی‌بعد حاصل از حل معادلات خطی و غیرخطی

Fig. 3. Time response of nondimensional axial displacement resulted from linear and nonlin-
ear solution

 

 
  بعد حاصل از حل معادلات خطی و غیرخطیبرحسب زمان بیبعد جابجایی عرضی بیمقایسه  :4شکل 

Fig. 4. Time response of nondimensional trasverse displacement resulted from linear and nonlinear 

solution 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. مقايسه جابجایی عرضي بي‌بعد برحسب زمان بی‌بعد حاصل از حل معادلات خطی و غیرخطی 

Fig. 4. Time response of nondimensional trasverse displacement resulted from linear and non-
linear solution
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ode45 در نرم‌افزار متلب استفاده شده است. نکته ديگر  حلگر مقدار اوليه 
اين‌که براي رسم جابجايي مطلق )مجموع مؤلفه‌هاي استاتيکي و ديناميکي( 
حاصل از سيستم خطي، پاسخ محوري و عرضی حاصل از معادله‌ي )45(، 
0w جمع شده است که بتوان آن‌ها را  0u و قبل از ترسيم به ترتيب با کميات
با جابجايي مطلق حاصل از معادلات )39( و )40( مقايسه نمود. نزديکي نتايج 
با سيستم غيرخطي،  تعادل  نقطه  از‌ شبيه‌سازي‌ سيستم خطي حول  حاصل 
در  ويژه  به  شده،  خطي‌سازي  سيستم  نتايج  قبول  قابل  دقت  نشان‌دهنده 
  ml µ=17 / 6  ،ν =0/ 38 راستاي عرضي است. در این شبیه‌سازی‌ها، 

mh  درنظر گرفته شده است. µ= 200 و 

 تعیین محدوده پایداری -3 -3
از المان‌های منعطف برای سیستم‌های موقعیت‌دهی دقیق بهره گرفته 
می‌شود. در این سیستم‌ها معمولًا مکانیزم تحت بارهای استاتیک، در موقعیت 
مورد نظر قرار گرفته و سپس با اعمال باردینامیکی، جابجایی سیستم حول 
آن نقطه کنترل می‌شود. اما مساله‌ای که باید به آن پرداخت، بحث نیروهای 
استاتیکی مجاز است که سیستم بعد از قرارگیری در نقطه تعادل استاتیکی، 
قابلیت کنترل داشته باشد و به عبارت دیگر، ناپایدار نشود. به این منظور، در 
این قسمت تابع تبدیل سیستم و پایداری آن مورد بررسی قرار می‌گیرد. با 

لاپلاس‌گیری از طرفین رابطه )45( می‌توان نوشت:

)49(
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سپس معادله )49( به‌شکل زیر بازنویسی شود.
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نسبت  باید   ، ( )ˆ ˆ
zf t تأثیر  تحت  جهت   در  پایداری  بررسی  به‌منظور 

( به لاپلاس بخش  ( )ˆˆ tw 
  لاپلاس بخش متغیر تغییرشکل عرضی )

( گرفته شود. این نسبت برابر درایه سطر  ( )ˆ ˆ
z tf 

  متغیر نیروی عرضی )
دوم و ستون دوم ماتریس معکوس سمت راست معادله فوق است که آن را 

) می‌نامیم. این پارامتر پس از جایگذاری ماتریس همانی  )G s تابع تبدیل 
] و سپس معکوس‌گیری، برحسب درایه‌های ماتریس سفتی به‌شکل  ]

زیر بدست می‌آید.
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که در این رابطه
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�

از  تابعی  شدند،  معرفی   )48( تا   )46( روابط  در  که   ij مؤلفه‌های
( و مشخصات المان منعطف موازی  0 0u , w مؤلفه‌های جابجایی استاتیک )
باید   )51( رابطه  تبدیل  تابع  قطب‌های  سیستم،  پایداری  به‌منظور  هستند. 
سمت چپ دستگاه مختصات باشند. از طرفی روش ارائه شده در این پژوهش 
با وجود درنظر گرفتن تغییر شکل غیرخطی، برای محدوده جابجایی عرضی 
محدوده  بر  علاوه  بنابراین  دارد.  کافی  دقت   w <0/15 سقفِ  تا  بی‌بعد 
نیز درنظر گرفته می‌شود.  استاتیکی مجاز  پایداری دینامیکی، محدوده خیز 
البته قریب به اتفاق مکانیزم‌های منعطف، در این بازه عملکردی قرار دارند. 
به‌منظور تعیین محدوده پایداری و محدوده خیزِ مجاز، المان منعطف موازی 
ν در نظر گرفته مي‌شود. در بخش الفِ شکل  =0/ 38 از جنس اپوکسی با 
w توسط خط، و  <0/15 ‌های مختلف، مرز محدوده  ( )s

zf ) و )s
xf 5، در

به‌ازاي تیر  برای چند ضخامت  با خط‌چین  دینامیکی  پایداری  مرز محدوده 
ml  ترسیم شده است. در این شکل، سمت راست خط‌چین‌ها،  µ=17 / 6

محدوده پایداری و سمت چپ آن‌ها محدوده ناپایداری بوده و به‌طور مشابه، 
آن‌ها  چپ  سمت  و   w <0/15 محدوده  ممتد،  خط‌های  راست  سمت 
به  نمودارهاي مذکور  نيز،  w است. مشابها در بخش )ب( شکل  >0/15

 ،5 بررسی شکل  با  شده‌اند.  رسم  مختلف  هاي  l در   mh µ=100 ازاي 
نتایج زیر حاصل می‌شود:

• طولِ	 مقياس  افزايش  يا  )الف((،  )بخش  تیر  کاهش ضخامت  با 
نتایج  بین  اختلافِ  و  نشان‌داده  را  خود  کوچک  ابعاد  اثر  )ب((  )بخش   l
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همچنين،  می‌یابد.  افزایش  تصاعدی  به ‌صورت  غیرکلاسیک،  و  کلاسیک 
و  کلاسیک  نتایج   ،  mµ5 از  کمتر  هاي  l يا و    mh µ> 500 برای 

غیرکلاسیک تقریباً یکسان می‌شوند.
• هرچه اندازه نیروی محوری فشاری افزایش یابد، محدوده مجاز 	

محوری  نیروی  هرچه  برعکس،  و  یافته  کاهش  عرضی  نیروی  تغییرات 
کششی افزایش یابد، محدوده مجاز تغییرات نیروی عرضی افزایش می‌یابد.

• حداکثر نیروی محوری فشاری مجاز براساس معیار خیز با نیروی 	

محوریِ معیار پایداری، یکسان است و این مقدار برابر نیروی کمانش المان 
منعطف موازی است. مثلًا براساس تئوری کلاسیک، مقدار نیروی کمانش 
با  می‌شود.  محاسبه   × /2 22 π=X cr

F EI L صورت  به  موازی  المان 
استفاده از بي‌بعدسازي اين رابطه به کمک معادله )21(، نتیجه می‌شود:
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Fig. 5. Stability and deflection range of P-flexure 

a) Effect h  at 17.6 μml b) Effect of l at 100 μmh   
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Fig. 5. Stability and deflection range of P-flexure a) Effect h  at  ml µ=17 / 6  b) Effect of l  at  mh µ=100
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نتيجه ارائه شده در معادله فوق، کاملًا در تطابق با نتايج بدست آمده در 
ml µ=0 mh و  µ= 500 بخش )الف( و )ب( شکل 5 به‌ترتيب به ازاي 

است.
• مقدار نیروی بی‌بعدِ مربوط به مرزِ پايداري، با کاهش ابعاد، افزایش 	

می‌یابد.
  ml µ=17 / 6 ) را در )s

xf با توجه به شکل 5، مي‌توان مقدار حداکثر 
هاي مختلف رسم  l mh  بر حسب µ=100 بر حسب هاي مختلف، و در

مشاهده  که  همان‌گونه  است.  شده  ارائه   6 شکل  در  حاصل  نتيجه  نمود. 
l خاص، مقدار قدر مطلق نيروي بي‌بعُد مجازِ h در يک مي‌شود با افزايش 
، کاهش مي‌يابد و به صورت مجانب‌وار، به نيروي مُجاز بدست آمده  ( )s

xf

h خاص، با کاهش از تئوري کلاسيک نزديک مي‌شود. همچنين در يک
) مجاز نيز کاهش يافته و به صورت مجانب‌وار به مقدار  )s

xf l نيز نيروي

مربوط به تئوري کلاسيک نزديک مي‌شود.
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 محوری بعد مجازقدر مطلق نیروی بی :6شکل  s
xf الف( بر حسب(h  در μml 17 / در یک  l )ب( بر حسب 6

 μmh 100 

Fig. 6. Allowed nondimensional axial force  

a( Versus h  at 17.6 μml   b(Versus l  at 100 μmh  

 

 

 mh µ=100 l در يک  ml   )ب( بر حسب  µ=17 / 6 h در  )   )الف( بر حسب  )s
xf شکل 6. قدر مطلق نيروي بي‌بعد مجاز محوری 

Fig. 6. Allowed nondimensional axial force a) Versus h   at  ml µ=17 / 6   b)Versus l  at  mh µ=100  
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فرکانس طبیعی  و شکل مد-3 -4 
با توجه به اين نکته که براي تحليل ماژول منعطف موازي، از يک مدل 
پارامتر متمرکز با دو درجه آزادي استفاده شده است، سيستم داراي دو شکل 
فرکانس‌های  تعیین  به‌منظور  بود.  خواهد  آزادي  درجه  دو  راستاي  در  مود 
رابطه )45( معادله  از  المان منعطف موازی،  طبیعی و شکل مدهای میکرو 

حرکت سیستم به شکل زیر بیان می‌شود:
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که در آن
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فرض  با  شدن  همگن  از  پس   )54( دیفرانسیل  معادله  کافیست  حال 
nϖ فرکانس طبیعی  } حل شود. بايد توجه داشت که  } { } ˆ  0

ϖ ni tx = x e

 /n n EI mLω ϖ= 3 بی‌بعد بوده که با فرکانس طبیعی بابعد، به‌شکل 
در ارتباط است. 
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�
] یک ماتریس همانی است، می‌توان رابطه‌ای  ] با توجه به اینکه 

المان  میکرو  سفتی  ماتریس  مؤلفه‌های  و  بی‌بعد  طبیعی  فرکانس‌های  بین 
موازی یافت.
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�

nϖ بدست خواهد  از حل این معادله جبری، 2 مقدار حقیقی مثبت برای 
آمد. با قراردهی هر یک از فرکانس‌های طبیعی بی‌بعد در رابطه )56( و سپس 
} حاصل می‌شود که تعیین کننده شکل مُد  }x 0 حل معادله، یک بردار ويژه 

مرتبط با آن فرکانس طبیعی است.
  ml µ=17 / 6  ،ν =0/ 38 به عنوان نمونه با فرض جنس اپوکسی با 
بی‌بعد و شکل  فرکانس‌های طبیعی  مقدار    mh µ= 200 تیر  و ضخامت 

مدها در حالت آزاد المان منعطف، مطابق زیر حاصل می‌شوند.
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ملاحظه می‌گردد که مقدار فرکانس طبيعيِ مربوط به حرکت سکو در 
راستای محوری، بسیار بیشتر از فرکانس مربوط به حرکت عرضی آن است. 

شماتیک دو شکل مد در شکل 7 نمایش داده شده است.
پرداخته خواهد شد.  فرکانس طبیعی  بر  ابعاد  نقش  بررسی  به  ادامه  در 

 
 )الف(                                                                    )ب(

 )محوری( )الف( مد اول )عرضی( )ب( مد دوم Pمدهای ارتعاشی المان منعطف  :7شکل 
Fig. 7. Vibrational modes of P-flexure a)Trasnsverse mode shape b)Axial mode shape 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. مدهای ارتعاشی المان منعطف P )الف( مد اول )عرضی( )ب( مد دوم )محوری(

Fig. 7. Vibrational modes of P-flexure a)Trasnsverse mode shape b)Axial mode shape
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با  اپوکسی  جنس  از  تیرهایی  با  موازی  منعطف  المان  یک  منظور،  این  به 
L انتخاب کرده و فرض می‌شود، ارتعاش حول نقطه صفر انجام  h= 80

عرضی  حرکت‌هاي  بی‌بعد  طبیعی  فرکانس  تغييرات  )الف(   8 شکل  پذیرد. 
مکانیک  تئوری  دو  از  استفاده  با  را  موازی  منعطف  المان  میکرو  طولي  و 
کلاسیک و غیرکلاسیک، برحسب ضخامت تیر نمایش می‌دهد. محورهاي 
سمت چپ و راستِ اين نمودار، به ترتيب نشان‌دهنده فرکانس‌هاي طبيعي 
حرکت عرضي و طولي المان موازی هستند. همان‌گونه که مشاهده مي‌شود، 

تئوری کلاسیک تخمین صحیحی از فرکانس طبیعیِ مربوط به مُد حرکت 
باشند،  ابعاد کوچکتر  ارائه نمی‌دهد. در واقع هرچه  ابعاد کوچک  عرضي در 
تئوري‌هاي کلاسيک و گراديان کرنش اصلاح شده  پيشبيني  بين  اختلاف 
براي فرکانس طبيعي اول، افزایش می‌یابد. اما هنگامي که المان منعطف در 
ارتعاش است، هيچ گونه گراديان کرنش در تيرها وجود  مُد طولي در حال 
تئوري‌هاي  حالت  اين  در  انتظار،  مطابق  دليل،  همين  به  و  داشت  نخواهد 
منجر ‌می‌شوند  يکساني  نتايج  به  يافته  اصلاح  گراديان کرنش  و  کلاسيک 

 
 )الف( 

 

 
 )ب(

μml در hریتأث)الف( بررسی  Pبعد اول و دومِ میکرو المان منعطفِ فرکانس طبیعی بی :8شکل  17 /  ریتأث)ب( بررسی  6
l  در μmh 100  

Fig. 8. First and second nondimensional natural frequency 
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]44[. همچنين به منظور بررسي بهتر اثر اندازه، نمودار فرکانس‌هاي اول و 
mh  در شکل 8  µ=100 l در دوم سيستم بر حسب پارامتر مقياس طول
)ب( رسم شده است. مشاهده مي‌شود که با کاهش مقياس طول، فرکانس 
طبيعي اول بدست آمده از تئوري گراديان کرنش اصلاح يافته کاهش مي‌يابد 
و به صورت مجانب‌وار، به فرکانس طبيعي اولِ بدست آمده از تئوري کلاسيک 
ميل مي‌کند. همچنين، مطابق بخش )الف( اين شکل، از آنجايي که فرکانس 
دومِ سيستم، مربوط به مُد طولي است و در آن گراديان کرنش وجود ندارد، 
نتايج مربوط به فرکانس طبيعي دوم بدست آمده از تئوري گراديان کرنش 
l بوده و کاملًا منطبق بر نتايج بدست آمده از تئوري  اصلاح يافته، مستقل از

کلاسيک است.
شکل  در  کلاسیک  اول  طبیعی  فرکانس  صحه‌سنجی  به‌منظور 
بر  موازی  منعطف  المان  عرضی  سفتی  تقسیم  جذر  است  کافی  )الف(،   8
با  موازی  تیر  دو  از  موازی  المان  که  آنجا  از  نمود.  محاسبه  را  سکو  جرم 
ابتدای گیردار و انتهای شیب صفر تشکیل شده است، سفتی عرضی با بعد 
 .]51[ می‌شود  حاصل   /ZK EI L= 324 رابطه  از  منعطف  المان  این 
جرم  از  صرفنظر  و  سکوی   جرم  با  عرضی  مد  طبیعی  فرکانسِ  بنابراین، 
بدست   ( ) / /n k m EI mLω = =1 324 رابطه  از  استفاده  با  تیر، 
مي‌آيد. با استفاده از این رابطه، مي‌توان فرکانس بي‌بعد سيستم را به کمک 
 ϖ = 4 / 9n n/ محاسبه نمود که حاصل، برابر با  n mL EIϖ ω= 3

با مقدار حدی فرکانس طبیعی بی‌بعد نشان داده  برابر  این فرکانس،  است. 
صورت  در  مختلف  جنس‌های  برای  مذکور  نمودار  است.   8 شکل  در  شده 
با  قابل ترسیم است و توسط آن می‌توان  اندازه،  پارامترهای  دانستن مقدار 
 /n n EI mLω ϖ= 3 درنظر گرفتن اثر ابعاد میکرو و به کمک رابطه 
مقدار فرکانس طبیعی )مد اول( بابعد هر المان منعطف موازی با ابعاد و جرم 

سکوی دلخواه را یافت.
نمودارهاي ارائه شده در شکل 8، با فرض اينکه هيچ نيروي استاتيکي به 
سيستم وارد نمي‌شود و تعادل سيستم در نقطه صفر است بدست آمده بودند. 
به منظور بررسي فرکانس‌هاي طبيعي سيستم هنگامي که نيروهاي وارد بر 
سکوي حرکتي مؤلفه استاتيکي دارند، فرکانس‌هاي طبيعي اول و دوم سيستم 

( )s
xf ) در )s

zf هاي مختلف در شکل 9 و بر حسب ( )s
zf ) در )s

xf برحسب
هاي مختلف در شکل 10 بررسي شده است. همان‌گونه که در شکل 9 )الف( 
( فرکانس طبيعي  ( )s

zf ) )مستقل از مقدار )s
xf مشاهده مي‌شود، با افزايش

اول سيستم افزایش ميي‌ابد. همچنين، با توجه به بخش )ب( شکل، مي‌توان 

، فرکانس طبيعي دوم مستقل از مقدار  ( )s
zf نتيجه گرفت در صورتي که 0=

) خواهد بود. اما در غير اين‌صورت، با افزايش )s
xf نيروي محوري استاتيکي

از شکل  همچنين  ميي‌ابد.  افزايش  نيز  دوم  طبيعي  فرکانس  مقدار   ، ( )s
xf

10 می‌توان نتیجه گرفت که عموماً با افزایش نیروی عرضی، فرکانس‌های 
طبیعی کاهش می‌یابد، ولی میزان کاهش در فرکانس دوم )حرکت محوری( 
بسیار بیشتر است. این مساله به دلیل افت محسوس سفتی محوری با حرکت 

سکو در راستای عرضی در اثر نیروی استاتیک عرضی است.

نتیجه‌گیری-4 
استفاده از مکانيزم‌هاي منعطف، رويکردي تقریباً بدون جايگزين براي 
دستيابي به حرکت‌هاي مورد نياز در ابعاد ميکرو است. از طرفي، هنگامي که 
ابعاد سازه مورد بررسي کوچک باشد، تئوري‌هاي الاستيسيته کلاسيک قادر 
به تحليل رفتار سازه‌ها نخواهند بود. همچنين، به دليل تغيير شکل‌هاي نسبي 
بايد مورد توجه  بزرگ، غيرخطيت‌هاي هندسي نيز در تحليل رفتار سيستم 
با  منعطف  ميکرومکانيزم‌هاي  رفتار  تحليل  فوق،  مطالب  به  توجه  با  باشند. 
چالش‌هاي متنوعي روبرو است. لذا هدف اين پژوهش، بررسي رفتار دینامیکی 
میکرو المان منعطف موازی، به عنوان يک ماژول بسيار مورد استفاده در اکثر 
قیدی  مدل  بر  مبتنی  روشی  ابتدا  منظور  این  به  بود.  منعطف  مکانيزم‌هاي 
تیر و تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده برای تعیین انرژی کرنشی میکرو 
المان منعطف موازي، معرفی شد و سپس به کمک آن، ارتعاشات یک المان 
شد.  تحليل  بود،  گرفته  قرار  انتها  در  دینامیکی  بارگذاری  تحت  که  موازی 
اغتشاشات کوچک  آن،  در  استاتيکي که  بارگذاری  همچنین محدوده مجاز 
بارگذاري‌هاي  تأثیر  گرديد.  استخراج  نيز  نشوند  مکانيزم  ناپايداري  باعث 
استاتيکي بر فرکانس‌هاي طبيعي سيستم در اثر پارامترهاي طول مختلف نيز 
مورد بحث و بررسي قرار گرفت. به طور خلاصه مي‌توان گفت که در ابعاد 
کوچک، به ويژه در مُد عرضي، مکانيزم، سفتي و فرکانس طبيعي بيشتري 
از خود نشان مي‌دهد. همچنين نيروهاي کششي باعث افزايش، و نيروهاي 
خمشي نيز باعث کاهش فرکانس طبيعي ميکرو المان منعطف موازي شدند. 
از نتايج کمي و کيفي بدست آمده در اين پژوهش به راحتي مي‌توان براي 
طراحي ميکرو المان منعطف موازي بهره برد. همچنين، انرژي کرنشي ارائه 
شده در اين مقاله که صرفاً بر حسب جابجايي‌هاي سکوي حرکتي بيان شده 
بود مي‌تواند جهت تحليل ساير ميکرو مکانيزم‌هاي منعطف نيز مورد استفاده 

قرار بگيرد.
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