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ABSTRACT: In this study, the free vibrations of functionally graded graphene platelet-reinforced 
porous nanocomposite plates with various shapes such as rectangular, elliptical, and triangular ones 
embedded on an elastic foundation are analyzed. To mathematically model the considered plate and 
elastic foundation, the first-order shear deformation plate theory, and Pasternak model are used, 
respectively. Three types of graphene nanoplatelet distribution patterns and porous dispersion types 
through the thickness are considered for the nanocomposite plate. To obtain the effective material 
properties of the considered nanocomposite, a micromechanical model is employed. Then, the energy 
functional of considered functionally graded graphene platelet-reinforced porous nanocomposite plates 
are expressed, and the analytical P-Ritz method is used to solve the vibration problem corresponding to 
different shapes and boundary conditions, the influences of porosity coefficient, the weight fraction of 
graphene nanoplatelets, elastic foundation coefficients and also the lengths-to-width and -thickness ratios 
on the natural frequency are analyzed. It is illustrated that the plate with non-uniform and symmetric 
of first type porosity distribution pattern and the first type graphene nanoplatelets has a higher natural 
frequency. Also, by increasing the porosity coefficient, the natural frequency of the plate associated with 
all patterns of graphene nanoplatelets is reduced.
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1- Introduction
In recent years, many studies have been conducted on 

mechanical behaviors of Functionally Graded (FG) graphene 
platelets reinforced porous nanocomposite beams, plates, and 
shells. The effects of the geometry of nanoplatelets, weight 
fraction, porosity distribution, and geometric parameters 
on bending, buckling, and vibrational behaviors have been 
investigated [1].

Literature review shows that no study has been performed 
on free vibration of nanocomposite plate Reinforced 
Graphene Nanoplatelets (GPL) with arbitrary shapes 
including rectangular, elliptical, and isosceles triangular. In 
the present study, based on the first order shear deformation 
theory and using the p-Ritz method, the free vibration of 
arbitrary-shaped porous nanocomposite plates embedded on 
an elastic foundation is investigated. The elastic foundation 
is formulated using the Winkler-Pasternak model. Three 
types of distribution for pores and graphene nanoplatelets 
through the thickness are considered. The modified Halpin-
Tsai micromechanics model and extended rule of the mixture 
are used to determine the effective material properties of the 
porous nanocomposite. 

After convergence study and verifying the accuracy 
of the present results, a comprehensive parametric 
investigation is performed to study the influence of the 
weight fraction and geometric parameters of GPL nanofiller 
and porosity coefficient on the vibrational behavior of 
porous nanocomposite plates with various shapes.   

2- Problem Formulation 
In this paper, three types of FG porous plates along with 

the even porosity distribution case, denoted by ű, ,ű  are 
considered. To further strengthen the mechanical properties, 
the metal matrix of the composite plate is reinforced by 
GPLs. And the distribution of GPLs in the metal matrix may 
be uniform or non-uniform by adjusting the volume fraction 
along the plate thickness. Three different GPLs patterns are 
also considered for each porosity distribution which are [1].

Three distributions of internal pore inside of the proposed 
porous plates and three GPL dispersion patterns regarding 
the varying nanofillers volume contents űV  across the 
thickness are assumed.

The variation of Young’s module, shear module, and 
mass density through the thickness direction for different 
porosity distribution can be described by Eq. (1) and 0N  is 
the coefficients of porosity.
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The effective Young’s module and mass density are 
obtained based on the Halpin-Tsai micromechanics 
model. 

The adopted admissible P-Ritz functions which 
satisfy at least boundary condition for the deflection and 
rotation of plate are given by Eq. (4) [2]: 
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According to the P-Ritz method, the minimizing of 
total potential energy with respect to unknown 
displacement parameters yields: 
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The governing equation for free vibration analysis is 
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3. Results and Discussion 

At the first step, the natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate without pore and graphene 
platelet nanofillers are compared with those given in 
reference [3], as given in Table 1. An excellent 
agreement can be found between the provided results 
and those given in the literature. 

 
 
 
 
 
 
 

 (1)

The effective Young’s module and mass density are 
obtained based on the Halpin-Tsai micromechanics model.

The adopted admissible P-Ritz functions which satisfy 
at least boundary condition for the deflection and rotation of 
plate are given by Eq. (4) [2]:

2 

 

1. Introduction 

In recent years, many studies have been conducted 
on mechanical behaviors of Functionally Graded (FG) 
graphene platelets reinforced porous nanocomposite 
beams, plates, and shells. The effects of the geometry of 
nanoplatelets, weight fraction, porosity distribution, and 
geometric parameters on bending, buckling, and 
vibrational behaviors have been investigated [1]. 

Literature review shows that no study has been 
performed on free vibration of nanocomposite plate 
Reinforced Graphene Nanoplatelets (GPL) with 
arbitrary shapes including rectangular, elliptical, and 
isosceles triangular. In the present study, based on the 
first order shear deformation theory and using the p-Ritz 
method, the free vibration of arbitrary-shaped porous 
nanocomposite plates embedded on an elastic 
foundation is investigated. The elastic foundation is 
formulated using the Winkler-Pasternak model. Three 
types of distribution for pores and graphene 
nanoplatelets through the thickness are considered. The 
modified Halpin-Tsai micromechanics model and 
extended rule of the mixture are used to determine the 
effective material properties of the porous 
nanocomposite.  

After convergence study and verifying the accuracy 
of the present results, a comprehensive parametric 
investigation is performed to study the influence of the 
weight fraction and geometric parameters of GPL 
nanofiller and porosity coefficient on the vibrational 
behavior of porous nanocomposite plates with various 
shapes.      

2. Problem Formulation  
In this paper, three types of FG porous plates along with 
the even porosity distribution case, denoted by  

1 2 3, ,p p p are considered. To further strengthen the 
mechanical properties, the metal matrix of the 
composite plate is reinforced by GPLs. And the 
distribution of GPLs in the metal matrix may be 
uniform or non-uniform by adjusting the volume 
fraction along the plate thickness. Three different GPLs 
patterns are also considered for each porosity 
distribution which are A, B and C [1]. 

Three distributions of internal pore inside of the 
proposed porous plates and three GPL dispersion 
patterns regarding the varying nanofillers volume 
contents GPLV across the thickness are assumed. 

The variation of Young’s module, shear module, and 
mass density through the thickness direction for 
different porosity distribution can be described by Eq. 
(1) and 0N  is the coefficients of porosity. 

( )
( )
( )

max 0

max 0

max

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )





  

= −

= −

= − m

E z E N z

G z G N z

z N z

 

 

(1) 

The effective Young’s module and mass density are 
obtained based on the Halpin-Tsai micromechanics 
model. 

The adopted admissible P-Ritz functions which 
satisfy at least boundary condition for the deflection and 
rotation of plate are given by Eq. (4) [2]: 

0 0

0 0

0 0

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

p q
i q i w i

m b
q i

p q
i q i x i

x m b
q i

p q
i q i y i

y m b
q i

w c e

d e

e e







       

        

        

−

= =

−

= =

−

= =

=

=

=







 

 

 

(2) 

According to the P-Ritz method, the minimizing of 
total potential energy with respect to unknown 
displacement parameters yields: 

*
eU V K

 = = + −


 
(3) 

 

The governing equation for free vibration analysis is 
expressed as: 

   ( )
 
 
 

2

110

110

0
c

K M d
e

Ia
A





 
 − = 
 
 

= 

 

 

 

(4) 

3. Results and Discussion 

At the first step, the natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate without pore and graphene 
platelet nanofillers are compared with those given in 
reference [3], as given in Table 1. An excellent 
agreement can be found between the provided results 
and those given in the literature. 

 
 
 
 
 
 
 

 (2)

According to the P-Ritz method, the minimizing of total 
potential energy with respect to unknown displacement 
parameters yields:

2 

 

1. Introduction 

In recent years, many studies have been conducted 
on mechanical behaviors of Functionally Graded (FG) 
graphene platelets reinforced porous nanocomposite 
beams, plates, and shells. The effects of the geometry of 
nanoplatelets, weight fraction, porosity distribution, and 
geometric parameters on bending, buckling, and 
vibrational behaviors have been investigated [1]. 

Literature review shows that no study has been 
performed on free vibration of nanocomposite plate 
Reinforced Graphene Nanoplatelets (GPL) with 
arbitrary shapes including rectangular, elliptical, and 
isosceles triangular. In the present study, based on the 
first order shear deformation theory and using the p-Ritz 
method, the free vibration of arbitrary-shaped porous 
nanocomposite plates embedded on an elastic 
foundation is investigated. The elastic foundation is 
formulated using the Winkler-Pasternak model. Three 
types of distribution for pores and graphene 
nanoplatelets through the thickness are considered. The 
modified Halpin-Tsai micromechanics model and 
extended rule of the mixture are used to determine the 
effective material properties of the porous 
nanocomposite.  

After convergence study and verifying the accuracy 
of the present results, a comprehensive parametric 
investigation is performed to study the influence of the 
weight fraction and geometric parameters of GPL 
nanofiller and porosity coefficient on the vibrational 
behavior of porous nanocomposite plates with various 
shapes.      

2. Problem Formulation  
In this paper, three types of FG porous plates along with 
the even porosity distribution case, denoted by  

1 2 3, ,p p p are considered. To further strengthen the 
mechanical properties, the metal matrix of the 
composite plate is reinforced by GPLs. And the 
distribution of GPLs in the metal matrix may be 
uniform or non-uniform by adjusting the volume 
fraction along the plate thickness. Three different GPLs 
patterns are also considered for each porosity 
distribution which are A, B and C [1]. 

Three distributions of internal pore inside of the 
proposed porous plates and three GPL dispersion 
patterns regarding the varying nanofillers volume 
contents GPLV across the thickness are assumed. 

The variation of Young’s module, shear module, and 
mass density through the thickness direction for 
different porosity distribution can be described by Eq. 
(1) and 0N  is the coefficients of porosity. 

( )
( )
( )

max 0

max 0

max

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )





  

= −

= −

= − m

E z E N z

G z G N z

z N z

 

 

(1) 

The effective Young’s module and mass density are 
obtained based on the Halpin-Tsai micromechanics 
model. 

The adopted admissible P-Ritz functions which 
satisfy at least boundary condition for the deflection and 
rotation of plate are given by Eq. (4) [2]: 

0 0

0 0

0 0

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

p q
i q i w i

m b
q i

p q
i q i x i

x m b
q i

p q
i q i y i

y m b
q i

w c e

d e

e e







       

        

        

−

= =

−

= =

−

= =

=

=

=







 

 

 

(2) 

According to the P-Ritz method, the minimizing of 
total potential energy with respect to unknown 
displacement parameters yields: 

*
eU V K

 = = + −


 
(3) 

 

The governing equation for free vibration analysis is 
expressed as: 

   ( )
 
 
 

2

110

110

0
c

K M d
e

Ia
A





 
 − = 
 
 

= 

 

 

 

(4) 

3. Results and Discussion 

At the first step, the natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate without pore and graphene 
platelet nanofillers are compared with those given in 
reference [3], as given in Table 1. An excellent 
agreement can be found between the provided results 
and those given in the literature. 

 
 
 
 
 
 
 

 (3)

The governing equation for free vibration analysis is 
expressed as:

2 

 

1. Introduction 

In recent years, many studies have been conducted 
on mechanical behaviors of Functionally Graded (FG) 
graphene platelets reinforced porous nanocomposite 
beams, plates, and shells. The effects of the geometry of 
nanoplatelets, weight fraction, porosity distribution, and 
geometric parameters on bending, buckling, and 
vibrational behaviors have been investigated [1]. 

Literature review shows that no study has been 
performed on free vibration of nanocomposite plate 
Reinforced Graphene Nanoplatelets (GPL) with 
arbitrary shapes including rectangular, elliptical, and 
isosceles triangular. In the present study, based on the 
first order shear deformation theory and using the p-Ritz 
method, the free vibration of arbitrary-shaped porous 
nanocomposite plates embedded on an elastic 
foundation is investigated. The elastic foundation is 
formulated using the Winkler-Pasternak model. Three 
types of distribution for pores and graphene 
nanoplatelets through the thickness are considered. The 
modified Halpin-Tsai micromechanics model and 
extended rule of the mixture are used to determine the 
effective material properties of the porous 
nanocomposite.  

After convergence study and verifying the accuracy 
of the present results, a comprehensive parametric 
investigation is performed to study the influence of the 
weight fraction and geometric parameters of GPL 
nanofiller and porosity coefficient on the vibrational 
behavior of porous nanocomposite plates with various 
shapes.      

2. Problem Formulation  
In this paper, three types of FG porous plates along with 
the even porosity distribution case, denoted by  

1 2 3, ,p p p are considered. To further strengthen the 
mechanical properties, the metal matrix of the 
composite plate is reinforced by GPLs. And the 
distribution of GPLs in the metal matrix may be 
uniform or non-uniform by adjusting the volume 
fraction along the plate thickness. Three different GPLs 
patterns are also considered for each porosity 
distribution which are A, B and C [1]. 

Three distributions of internal pore inside of the 
proposed porous plates and three GPL dispersion 
patterns regarding the varying nanofillers volume 
contents GPLV across the thickness are assumed. 

The variation of Young’s module, shear module, and 
mass density through the thickness direction for 
different porosity distribution can be described by Eq. 
(1) and 0N  is the coefficients of porosity. 

( )
( )
( )

max 0

max 0

max

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )

( ) 1 ( )





  

= −

= −

= − m

E z E N z

G z G N z

z N z

 

 

(1) 

The effective Young’s module and mass density are 
obtained based on the Halpin-Tsai micromechanics 
model. 

The adopted admissible P-Ritz functions which 
satisfy at least boundary condition for the deflection and 
rotation of plate are given by Eq. (4) [2]: 

0 0

0 0

0 0

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

( , , ) (2 ) (2 ) ( , )

p q
i q i w i

m b
q i

p q
i q i x i

x m b
q i

p q
i q i y i

y m b
q i

w c e

d e

e e







       

        

        

−

= =

−

= =

−

= =

=

=

=







 

 

 

(2) 

According to the P-Ritz method, the minimizing of 
total potential energy with respect to unknown 
displacement parameters yields: 

*
eU V K

 = = + −


 
(3) 

 

The governing equation for free vibration analysis is 
expressed as: 

   ( )
 
 
 

2

110

110

0
c

K M d
e

Ia
A





 
 − = 
 
 

= 

 

 

 

(4) 

3. Results and Discussion 

At the first step, the natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate without pore and graphene 
platelet nanofillers are compared with those given in 
reference [3], as given in Table 1. An excellent 
agreement can be found between the provided results 
and those given in the literature. 

 
 
 
 
 
 
 

 (4)

3- Results and Discussion
At the first step, the natural frequencies of the elliptical 

homogenous plate without pore and graphene platelet 
nanofillers are compared with those given in reference [3], 
as given in Table 1. An excellent agreement can be found 
between the provided results and those given in the literature.

The variation of the dimensionless natural frequency of 
the elliptical plate versus the GPL weight fraction is illustrated 
in Fig. 1 for different porosity and graphene platelets 
distribution patterns. Fundamental frequency increases by an 
increase in GPLs weight fraction. Compared to patterns B 
and C, the effect of GPLs with symmetric pattern A on the 
natural frequency is more considerable.

Table 1. Comparting of natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate under simply supported 

boundary conditions

3 

Table 1. Comparting of natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate under simply supported 

boundary conditions 

Present [3]  
0 / 25 = 0 / 5 = 0 / 25 = 0 / 5 = /a b 

4/865272 5/21929 4/865 5/219 1 
4/157386 4/44171 4/157 4/442 1/2 

 
The variation of the dimensionless natural frequency 

of the elliptical plate versus the GPL weight fraction is 
illustrated in Fig. 1 for different porosity and graphene 
platelets distribution patterns. Fundamental frequency 
increases by an increase in GPLs weight fraction. 
Compared to patterns B and C, the effect of GPLs with 
symmetric pattern A on the natural frequency is more 
considerable. 

   

Fig. 1. Comparison of the natural frequency of elliptical 
plate versus the GPL weight fraction for the clamped 

boundary conditions 

Fig. 2 depicts the variation of the dimensionless 
natural frequency of porous nanocomposite isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 
various boundary conditions. Also, Fig. 3 illustrates the 
variations of the dimensionless natural frequency of 
porous nanocomposite rectangular plate versus the GPL 
shape ratio /GPL GPLl t for various /GPL GPLl w .  It can be 
seen that for higher values of /GPL GPLl t , increasing 

/GPL GPLl w , the differences between the natural 
frequencies are negligible. 

 

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 

various boundary conditions 

 

 

Fig. 3. Comparison of the natural frequency of rectangular 
plate versus the length to thickness ratio of GPLs under 

CSCS boundary conditions for GPL pattern A  

4. Conclusions 

• The maximum frequencies can be 
achieved for the no-uniformly symmetric 
porosity distribution 1 and GPL pattern A. 

• An increase in the weight fraction leads to 
an increase in the natural frequencies of 
porous nanocomposite plates. 

• Increasing the /GPL GPLl t  and /GPL GPLl w  
ratios result in increasing and decreasing 
the natural frequencies of porous 
nanocomposite plates, respectively. 

References 

[1] J. Yang, D. Chen, S. Kitipornchai, Buckling and free 
vibration analyses of functionally graded graphene 
reinforced porous nanocomposite plates based on 
Chebyshev-Ritz method, Composite Structures, 193 
(2018) 281-294. 

3 

Table 1. Comparting of natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate under simply supported 

boundary conditions 

Present [3]  
0 / 25 = 0 / 5 = 0 / 25 = 0 / 5 = /a b 

4/865272 5/21929 4/865 5/219 1 
4/157386 4/44171 4/157 4/442 1/2 

 
The variation of the dimensionless natural frequency 

of the elliptical plate versus the GPL weight fraction is 
illustrated in Fig. 1 for different porosity and graphene 
platelets distribution patterns. Fundamental frequency 
increases by an increase in GPLs weight fraction. 
Compared to patterns B and C, the effect of GPLs with 
symmetric pattern A on the natural frequency is more 
considerable. 

   

Fig. 1. Comparison of the natural frequency of elliptical 
plate versus the GPL weight fraction for the clamped 

boundary conditions 

Fig. 2 depicts the variation of the dimensionless 
natural frequency of porous nanocomposite isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 
various boundary conditions. Also, Fig. 3 illustrates the 
variations of the dimensionless natural frequency of 
porous nanocomposite rectangular plate versus the GPL 
shape ratio /GPL GPLl t for various /GPL GPLl w .  It can be 
seen that for higher values of /GPL GPLl t , increasing 

/GPL GPLl w , the differences between the natural 
frequencies are negligible. 

 

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 

various boundary conditions 

 

 

Fig. 3. Comparison of the natural frequency of rectangular 
plate versus the length to thickness ratio of GPLs under 

CSCS boundary conditions for GPL pattern A  

4. Conclusions 

• The maximum frequencies can be 
achieved for the no-uniformly symmetric 
porosity distribution 1 and GPL pattern A. 

• An increase in the weight fraction leads to 
an increase in the natural frequencies of 
porous nanocomposite plates. 

• Increasing the /GPL GPLl t  and /GPL GPLl w  
ratios result in increasing and decreasing 
the natural frequencies of porous 
nanocomposite plates, respectively. 

References 

[1] J. Yang, D. Chen, S. Kitipornchai, Buckling and free 
vibration analyses of functionally graded graphene 
reinforced porous nanocomposite plates based on 
Chebyshev-Ritz method, Composite Structures, 193 
(2018) 281-294. 

Fig. 1. Comparison of the natural frequency of elliptical plate versus the GPL weight fraction for the clamped 
boundary conditions



M. Z. Doust Abed etal., Amirkabir J. Mech. Eng., 54(2) (2022) 77-80, DOI: 10.22060/mej.2022.20132.7174

79

3 

Table 1. Comparting of natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate under simply supported 

boundary conditions 

Present [3]  
0 / 25 = 0 / 5 = 0 / 25 = 0 / 5 = /a b 

4/865272 5/21929 4/865 5/219 1 
4/157386 4/44171 4/157 4/442 1/2 

 
The variation of the dimensionless natural frequency 

of the elliptical plate versus the GPL weight fraction is 
illustrated in Fig. 1 for different porosity and graphene 
platelets distribution patterns. Fundamental frequency 
increases by an increase in GPLs weight fraction. 
Compared to patterns B and C, the effect of GPLs with 
symmetric pattern A on the natural frequency is more 
considerable. 

   

Fig. 1. Comparison of the natural frequency of elliptical 
plate versus the GPL weight fraction for the clamped 

boundary conditions 

Fig. 2 depicts the variation of the dimensionless 
natural frequency of porous nanocomposite isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 
various boundary conditions. Also, Fig. 3 illustrates the 
variations of the dimensionless natural frequency of 
porous nanocomposite rectangular plate versus the GPL 
shape ratio /GPL GPLl t for various /GPL GPLl w .  It can be 
seen that for higher values of /GPL GPLl t , increasing 

/GPL GPLl w , the differences between the natural 
frequencies are negligible. 

 

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 

various boundary conditions 

 

 

Fig. 3. Comparison of the natural frequency of rectangular 
plate versus the length to thickness ratio of GPLs under 

CSCS boundary conditions for GPL pattern A  

4. Conclusions 

• The maximum frequencies can be 
achieved for the no-uniformly symmetric 
porosity distribution 1 and GPL pattern A. 

• An increase in the weight fraction leads to 
an increase in the natural frequencies of 
porous nanocomposite plates. 

• Increasing the /GPL GPLl t  and /GPL GPLl w  
ratios result in increasing and decreasing 
the natural frequencies of porous 
nanocomposite plates, respectively. 

References 

[1] J. Yang, D. Chen, S. Kitipornchai, Buckling and free 
vibration analyses of functionally graded graphene 
reinforced porous nanocomposite plates based on 
Chebyshev-Ritz method, Composite Structures, 193 
(2018) 281-294. 

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of isosceles triangular plate versus the GPL weight fraction for 
various boundary conditions

3 

Table 1. Comparting of natural frequencies of the 
elliptical homogenous plate under simply supported 

boundary conditions 

Present [3]  
0 / 25 = 0 / 5 = 0 / 25 = 0 / 5 = /a b 

4/865272 5/21929 4/865 5/219 1 
4/157386 4/44171 4/157 4/442 1/2 

 
The variation of the dimensionless natural frequency 

of the elliptical plate versus the GPL weight fraction is 
illustrated in Fig. 1 for different porosity and graphene 
platelets distribution patterns. Fundamental frequency 
increases by an increase in GPLs weight fraction. 
Compared to patterns B and C, the effect of GPLs with 
symmetric pattern A on the natural frequency is more 
considerable. 

   

Fig. 1. Comparison of the natural frequency of elliptical 
plate versus the GPL weight fraction for the clamped 

boundary conditions 

Fig. 2 depicts the variation of the dimensionless 
natural frequency of porous nanocomposite isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 
various boundary conditions. Also, Fig. 3 illustrates the 
variations of the dimensionless natural frequency of 
porous nanocomposite rectangular plate versus the GPL 
shape ratio /GPL GPLl t for various /GPL GPLl w .  It can be 
seen that for higher values of /GPL GPLl t , increasing 

/GPL GPLl w , the differences between the natural 
frequencies are negligible. 

 

Fig. 2. Comparison of the natural frequency of isosceles 
triangular plate versus the GPL weight fraction for 

various boundary conditions 

 

 

Fig. 3. Comparison of the natural frequency of rectangular 
plate versus the length to thickness ratio of GPLs under 

CSCS boundary conditions for GPL pattern A  

4. Conclusions 

• The maximum frequencies can be 
achieved for the no-uniformly symmetric 
porosity distribution 1 and GPL pattern A. 

• An increase in the weight fraction leads to 
an increase in the natural frequencies of 
porous nanocomposite plates. 

• Increasing the /GPL GPLl t  and /GPL GPLl w  
ratios result in increasing and decreasing 
the natural frequencies of porous 
nanocomposite plates, respectively. 
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Fig. 3. Comparison of the natural frequency of rectangular plate versus the length to thickness ratio of GPLs under 
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Fig. 2 depicts the variation of the dimensionless natural 
frequency of porous nanocomposite isosceles triangular 
plate versus the GPL weight fraction for various boundary 
conditions. Also, Fig. 3 illustrates the variations of the 
dimensionless natural frequency of porous nanocomposite 
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various /GPL GPLl w  .  It can be seen that for higher values of 
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the natural frequencies are negligible.
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4- Conclusions
•The maximum frequencies can be achieved for the no-

uniformly symmetric porosity distribution 1 and GPL pattern 
A.

•An increase in the weight fraction leads to an increase in 
the natural frequencies of porous nanocomposite plates.

•Increasing the   and   ratios result in increasing and 
decreasing the natural frequencies of porous nanocomposite 
plates, respectively.
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ارتعاشات آزاد ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل مدرج تابعی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی 
با اشکال هندسی مختلف روی بستر الاستیک با روش تحلیلی پی ریتز
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خلاصه: در این مطالعه، ارتعاشات آزاد ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل مدرج تابعی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی در اشکال 
هندسی مستطیلی، مثلثی و بیضوی بر روی بستر الاستیک در شرایط مرزی مختلف مورد تحلیل و بررسی قرار می گیرد. از تئوری 
ورق مرتبه اول برشی برای مدلسازی ورق و از مدل پاسترناک برای مدلسازی بستر الاستیک استفاده می شود. سه نوع توزیع نانو تراشه 
گرافنی و سه نوع توزیع تخلخل در راستای ضخامت برای ورق نانوکامپوزیتی در نظر گرفته می شود. خواص مؤثر مادی نانوکامپوزیت 
با استفاده از یک مدل میکرومکانیکی بدست می آید. با نوشتن فانکشنال انرژی سیستم و بکارگیری روش تحلیلی پی ریتز، نتایج عددی 
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و ضخامت ورق بر فرکانس طبیعی ارائه می شود. نشان داده می شود که ورق با الگوی توزیع تخلخل غیریکنواخت و متقارن نوع اول 
و چیدمان نوع اول نانوتراشه های گرافنی دارای بیشترین فرکانس طبیعی است. همچنین، با افزایش ضریب تخلخل، فرکانس طبیعی 

ورق برای تمامی الگو های توزیع نانوتراشه های گرافنی کاهش می یابد.  
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مقدمه- 1
و  کربنی1  نانولوله های  با  شده  تقویت  نانوکامپوزیت های  توسعه 
دارا  دلیل  به  و  است  شده  آغاز  گذشته  دهه های  از  گرافن2  نانوتراشه های 
بودن ویژگی هایی از قبیل نسبت استحکام به وزن بالا، قابلیت شکل پذیری، 
مختلف  صنایع  در  گسترده ای  استفاده  بالا،  بسیار  حرارتی  عایق  و  پایداری 
دارد.  پتروشیمی  و  گاز  نفت،  صنایع  و  ساختمانی  دریایی،  هوافضا،  قبیل  از 
همچنین از دیگر کاربرد های چنین نانوکامپوزیت هایی می توان به ایجاد ابر 
خازن ها، ایجاد ایمپلنت ها با استحکام بالا، ایجاد توربین های بادی کارآمدتر 
و کاربرد در نمایشگر های کریستال مایع اشاره نمود ]1-2[. به عنوان نمونه، 
با توجه به پیشرفت های اخیر در فناوری مواد متخلخل مدرج تابعی3، می توان 
و لایه  متراکم  و  خارجی سفت  با لایه های  سازگار  استخوانی  ایمپلنت های 

میانی اسفنجی متخلخل ساخت و استفاده نمود ]4-3[. 

1  Carbon Nanotubes (CNTS)
2  Graphene Nanoplatelets (GPLs)
3  Functionally Graded (FG)

نانوکامپوزیتی  ورق های  ارتعاشات  زمینه  در  متنوعی  مطالعات  تاکنون 
تقویت شده با نانولوله های کربنی و نانوتراشه های گرافنی انجام شده است. به  
عنوان مثال، ردی و همکاران]5[ ارتعاشات آزاد صفحات چند لایه کامپوزیتی 
بررسی  را  مختلف  مرزی  شرایط  در  گرافنی  نانوتراشه های  با  شده  تقویت 
کردند. آن ها با استفاده از روش های عددی و تئوری تنش برشی مرتبه اول4، 
به بررسی اثرات نسبت طول به ضخامت، شرایط مرزی مختلف و همچنین 
الگوی چینش، درصد وزنی، هندسه و اندازه نانوتراشه های گرافنی بر فرکانس 
ورق های  آزاد  ارتعاشات  همکاران]6[  و  عارفی  نمودند.  بررسی  را  طبیعی 
را  الاستیک  بستر  بر روی  گرافنی  نانوتراشه های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی 
مورد بررسی قرار دادند. همچنین، یانگ و همکاران ]7[ به بررسی ارتعاشات 
نانوتراشه های گرافنی و  با  تقویت شده  آزاد و کمانش ورق های کامپوزیتی 
مرزی  شرایط  در  کربنی  نانولوله های  با  شده  تقویت  کامپوزیتی  ورق های 
نانوتراشه های گرافنی، درصد وزنی5،  اثرات هندسه  پرداختند. آن ها  مختلف 

4  First-order Shear Deformation Theory (FSDT)
5  Weight fraction
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به  طول  نسبت  جمله  از  هندسی  پارامتر های  همچنین  و  تخلخل1  ضریب 
عرض و ضخامت ورق بر روی فرکانس طبیعی و بار کمانش بحرانی را مورد 
دو لایه  نانوورق  آزاد  ارتعاشات   ]8[ و همکاران  حیدری  دادند.  قرار  بررسی 
تقویت شده با نانولوله های کربنی مدرج تابعی واقع شده بر بستر الاستیک 
تئوری  و  انرژی  روش  از  معادلات  استخراج  برای  آن ها  نمودند.  مطالعه  را 
غیرمحلی ارینگن استفاده کردند و برای حل معادلات در شرایط تکیه گاهی 
ساده از روش حل ناویر استفاده نمودند. آن ها نشان دادند که با افزایش ثابت 
فنریت پاسترناک، فرکانس طبیعی نانو ورق افزایش می یابد در حالی که تأثیر 
ثابت فنریت وینکلر برروی فرکانس طبیعی ورق بسیار کم است همچنین، 
با افزایش نسبت طول به ضخامت ورق، فرکانس طبیعی غیرمحلی کاهش 
می یابد. جاو و همکاران ]9[ ارتعاشات آزاد خطی و غیرخطی میکروورق های 
کامپوزیتی متخلخل تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی در بستر الاستیک 
تحت شرایط مرزی مختلف را به صورت عددی بررسی نمودند. آن ها اثرات 
به  طول  نسبت  ابعادی،  نسبت  گرافنی،  نانوتراشه های  وزنی  کسر  درصد 
ضخامت و ضریب تخلخل برروی فرکانس طبیعی ورق را مورد مطالعه قرار 
دادند. فنگ و همکاران ]10[ ارتعاشات آزاد تیر های کامپوزیتی مدرج تابعی 
تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی را بررسی نمودند. فرمول بندی ریاضی با 
استفاده اصل همیلتون2 و تئوری تیر تیموشنکو انجام شد و با استفاده از روش 
تحلیلی ریتز حل شد. آن ها اثرات الگوی پخش، اندازه نانوتراشه های گرافنی 
و همچنین تعداد کل لایه ها و شرایط مرزی مختلف بر رفتار ارتعاشات آزاد 
ورق را بررسی نمودند. آن ها دریافتند که استفاده از نانوتراشه های گرافنی با 
اندازه بزرگتر و لایه  های کمتر و قرار دادن آنها در نزدیکی سطوح بالا و پایین 
تیر می تواند منجر به افزایش استحکام تیر و افزایش فرکانس طبیعی خطی 
و کاهش نسبت فرکانس غیرخطی گردد. جوانی و همکاران  ] 11 و 12 [

ارتعاشات ورق دایروی نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی را 
بررسی نمودند. حل معادلات با استفاده از روش تربیع دیفرانسیلی3 انجام شد.

رفتار  روی  بر  مطالعه ای  تاکنون  که  می دهد  نشان  منابع  بر  مروری 
ارتعاشات آزاد ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل تقویت شده با نانوتراشه های 
گرافنی در اشکال هندسی مختلف از قبیل بیضوی، دایروی و مثلثی انجام 
نشده است. از این رو، در این مطالعه، با بکارگیری روش تحلیلی پی ریتز و 
نانوکامپوزیتی  ورق های  ارتعاشی  رفتار  بررسی  به  برشی،  اول  مرتبه  تئوری 
مختلف  هندسی  اشکال  در  گرافنی  نانوتراشه های  با  شده  تقویت  متخلخل 

1  Porosity coefficients
2  Hamilton’s principle
3  Differential Quadrature Method (DQM)

واقع شده برروی بستر الاستیک پرداخته می شود. با ارائه نتایج عددی، تأثیر 
عوامل طراحی مختلف نظیر الگوی توزیع تخلخل و نانوتراشه های گرافنی، 
درصد وزنی نانوتراشه های گرافنی، ضریب تخلخل، پارامتر های هندسی ورق 
و تقویت کننده و شرایط مرزی بر فرکانس طبیعی ورق های نانوکامپوزیتی 

متخلخل تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی مورد بررسی قرار می گیرد. 

ورق نانو کامپوزیتی متخلخل تقویت شده با نانوتراشه های - 2
گرافنی: خواص مادی مؤثر و فانکشنال انرژی 

یک ورق نانوکامپوزیتی چند لایه مدرج تابعی متخلخل تقویت شده با 
نظر  در   1 شکل  مطابق  را  دلخواه  هندسی  شکل  با  گرافنی  نانوتراشه های 
تعداد  می باشد.   h ورق  و ضخامت کل   b a عرض  ورق  بگیرید. طول 
در   ( ), ,x y z کارتزین  مختصات  دستگاه  می باشد.   n ورق  لایه های 
گرفته  نظر  در  پایین  به  رو   z محور  مثبت  جهت  و  ورق  میانی  صفحات 
ساده،  نظیر  مختلفی  مرزی  شرایط  می تواند  ورق  مرزی  لبه های  می شود. 
گیردار و آزاد داشته باشد. نام گذاری شرایط مرزی به ترتیب از گوشه سمت 

چپ و در خلاف جهت عقربه های ساعت در نظر گرفته می شود.
p3 مطابق شکل 2 و همچنین  و   p2 و   p1 توزیع تخلخل  نوع  سه 
سه نوع توزیع پخش نانوتراشه های گرافنی در ماتریس به صورت الگوهای 

, در راستای ضخامت مطابق شکل 3 در نظر گرفته می شوند.  ,C B A

جرمی  چگالی  و   ( )G z برشی  مدول   ( )E z یانگ  مدول  تغییرات 
را  گوناگون  تخلخل  توزیع های  برای  ورق  ضخامت  راستای  در   

3 
 

نشان می بر منابع  تاکنون  دهد  مروری  آزاد ورق مطالعه که  ارتعاشات  رفتار  بر روی  تقویت  متخلخل    کامپوزیتینانوهای  ای 
ی انجام نشده است. از این رو، در این  ندسی مختلف از قبیل بیضوی، دایروی و مثلثگرافنی در اشکال ه  هایتراشه نانوشده با  

متخلخل   کامپوزیتینانوهای  ریتز و تئوری مرتبه اول برشی، به بررسی رفتار ارتعاشی ورقمطالعه، با بکارگیری روش تحلیلی پی
ئه نتایج  ا اراشود. بپرداخته می  روی بستر الاستیکواقع شده بردر اشکال هندسی مختلف    گرافنی  هایتراشه نانوتقویت شده با  

تأ نانوتراشه عددی،  و  تحلخل  توزیع  الگوی  نظیر  مختلف  طراحی  عوامل  نانوتراشهثیر  وزنی  درصد  گرافنی،  گرافنی، های  های 
پارامتر متخلخل   کامپوزیتینانوهای  فرکانس طبیعی ورق  شرایط مرزی برو  و تقویت کننده  ورق    های هندسیضریب تخلخل، 

 . گیردمورد بررسی قرار می یگرافن هایتراشه نانو تقویت شده با 

 های گرافنی: خواص مادی مؤثر و فانکشنال انرژی تقویت شده با نانوتراشه نانو کامپوزیتی متخلخلورق  -2

نانوکامپوزیتی   ورق  لایه  یک  نانوتراشه چند  با  شده  تقویت  متخلخل  تابعی  گرافنی  مدرج  دلخواه  های  هندسی  را  با شکل 
دستگاه باشد.  می nهای ورق تعداد لایه باشد.  می  hو ضخامت کل ورق   b عرض   a ول ورقدر نظر بگیرید. ط  1مطابق شکل  

)  مختصات کارتزین ), ,x y z  حوردر صفحات میانی ورق و جهت مثبت م  z  های مرزی  لبهشود.  رو به پایین در نظر گرفته می
گذاری شرایط مرزی به ترتیب از گوشه سمت  . نامداشته باشدساده، گیردار و آزاد  مختلفی نظیر  شرایط مرزی  تواند  می  ورق

 شود.های ساعت در نظر گرفته میچپ و در خلاف جهت عقربه 

 
 نانو کامپوزیتی با شکل دلخواهورق  :1شکل 

Fig. 1. Nanocomposite plate with arbitrary shape 
 

های گرافنی در ماتریس به ش نانوتراشه و همچنین سه نوع توزیع پخ   2مطابق شکل    p3  و  p2  و  p1 سه نوع توزیع تخلخل 
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یانگ،  مدول  ترتیب  به   , , ,GPL GPL GPL GPLl w h E  )5( رابطه  در  که 
نانوکامپوزیت  در  گرافنی  نانوتراشه های  طول  متوسط  و  پهنا  ضخامت، 

می باشند.
شده  تقویت  متخلخل  نانوکامپوزیت  پوآسون  نسبت  و  چگالی  مقادیر 
به  میکرومکانیک  در  مخلوط1  قاعده  از  استفاده  با  گرافنی  نانوتراشه های  با 

1  Rule of mixtures

  
 وم  الگوی تخلخل نوع د الگوی تخلخل نوع اول   

 
 تخلخل نوع سوم  یکنواخت الگوی 

 
 ]7[ های گوناگون در راستای ضخامت : شکل شماتیک توزیع تخلخل  2شکل 

Fig. 2. Schematic view of different porosity distributions through the thickness [7] 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 2 . شکل شماتیک توزیع تخلخل های گوناگون در راستای ضخامت]7[

Fig. 2. Schematic view of different porosity distributions through the thickness [7]
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 به ترتیب چگالی ماتریس فلزی و نانوتراشه گرافنی 

5 
 

  

 Bهای گرافنی نوع الگوی توزیع نانو تراشه  Aهای گرافنی نوع الگوی توزیع نانو تراشه 
 

 Cهای گرافنی نوع الگوی توزیع نانو تراشه 
 های گرافنی در راستای ضخامت : الگوهای مختلف پخش نانوتراشه3شکل 

Fig. 3. Different distribution patterns of graphene nanoplatelets through the thickness  
 

در    1گرافنی با استفاده از قاعده مخلوط   هایتقویت شده با نانوتراشه   متخلخل  پوزیتمکاوسون نان آپو  نسبتو    چگالیر  مقادی
 .]10و  9[ آید( بدست می6میکرومکانیک به صورت رابطه )
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1  Volume fraction

الگوی پخش نانوتراشه های گرافنی نیز به صورت رابطه )8( بیان می شود.
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, برای الگوهای پخش گوناگون از  ,l l lp p p3 2 1 که دررابطه )8( مقادیر 
رابطه )9( بدست می آید ]7-10[.

  

 Bهای گرافنی نوع  الگوی توزیع نانو تراشه Aهای گرافنی نوع  الگوی توزیع نانو تراشه
 

 Cهای گرافنی نوع  الگوی توزیع نانو تراشه
 

 های گرافنی در راستای ضخامت : الگوهای مختلف پخش نانوتراشه 3شکل 
Fig. 3. Different distribution patterns of graphene nanoplatelets through the thickness  
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میدان جابجایی و روابط کرنش- جابجایی- 1- 2
مطابق با تئوری ورق مرتبه اول برشی، میدان جابجایی را می توان به 

صورت رابطه )10( بیان کرد.
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راستای  در  دلخواه  نقطه  هر  جابجایی  ترتیب  به   , ,w v u آن  در  که 
, متناظر با جابجایی سطح میانی ورق می باشد.  ,w v u0 0 0 , همچنین  ,z y x

 به ترتیب برابر است با دوران حول محورهای مختصات 
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 جابجایی -میدان جابجایی و روابط کرنش -1-2
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همچنین،
v, به دلیل تأثیر ناچیز در ارتعاشات عرضی  u0 0 x, در این مطالعه، مقادیر  y

ورق نادیده گرفته می شود.
رابطه خطی کرنش - جابجایی براساس تئوری تغییر شکل مرتبه اول 

برشی به صورت رابطه )11( تعریف می شود]16[.
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روابط )11( را می توان به صورت روابط )12( بازنویسی کرد.
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روابط ساختاری- 2- 2
روابط بین تنش ها و کرنش ها به صورت رابطه )13( بیان می شود.

(13)

شماره معادله و   مورد 
 MathTypeمعادله تایپ شده در  محل قرارگیری 

 6صفحه  12معادله  12

(0) (1)
,

(0) (1)
,

(0) (1)
, ,0

(0) (1)

(0) (1)
0

0
0
0

0
0

xx xx xx x x

yy yy yy y y

xy xy xy x y y x
x

xz xz xz

yz yz yz
y

z zw
x

w
y

   
   
    

  
   

 
                          = + = + +        

+              
             +  






 
 
  

 

 

 7صفحه  13معادله  13

 
( ) ( )( )

11 12

12 22

66

55

44

0 0 0
0 0 0

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

k kk
xx xx

yy yy

xy xy

xz xz

yz yz

Q Q
Q Q

Q
Q

Q

 
 
 
 
 

    
    
    
    =
    
    
        

 

 

 7صفحه  14معادله  14

 
max

11 22 122 2 2
max max max

66 55 44

( )( ) ( ), ,
1 ( ) 1 ( ) 1 ( )

( )

E zE z E zQ Q Q

Q Q Q G z


  

= = =
− − −

= = =
 

 

 7صفحه  15معادله  15

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

/2

/2
/2

/2
/2

/2

, , , ,

, , , ,

, ,

h

x y xy xx yy xyh
h

x y xy xx yy xyh
h

x y xz yzh

N N N dz

M M M zdz

Q Q dz

  

  

 

−

−

−

=

=

=






 

 

 7صفحه  16معادله  16

 

 

( )
,

,

, ,

k

xx x x

yy y y

xy x y y x

N
N B
N




 

   
   =   
   +   

 

 

 7صفحه  17معادله  17

 

 

( )
,

,

, ,

k

xx x x

yy y y

xy x y y x

M
M D
M




 

   
   =   
   +   
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بیان می شوند.
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همچنین، منتجه های نیرو و گشتاور بر واحد طول به صورت رابطه )15( 
تعریف می گردند.
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با جایگذاری رابطه )13( درمعادلات )15( داریم :
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1  Shear correction factor

رابطه )21( نسبت به ضخامت ورق و جایگذاری  از  انتگرال گیری  با  و 
روابط )15( و )17( و )18( در آن، رابطه )22( و )23( به دست می آید.
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نانوکامپوزیتی به صورت رابطه )25(  انرژی جنبشی ورق  علاوه براین، 
محاسبه می شود.
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 2، سال 1401، صفحه 391 تا 414

397

همچنین، انرژی پتانسیل ناشی از بستر الاستیک به صورت زیر تعریف 
می شود.
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pk به ترتیب ثابت های وینکلر و پاسترناک  wk و  که در رابطه )27(، 
روابط  به صورت  بی بعد  پارامتر های  تعریف  با  می باشند.  الاستیک  تکیه گاه 

)28( داریم :
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می توان روابط )23(، )24(، )25(، )27( را برحسب پارامتر های بی بعد به 
صورت زیر بازنویسی کرد.
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برای مسئله ارتعاشات آزاد ورق نانوکامپوزیتی با صرف نظر از اثر بار های 
صفحه ای خارجی در رابطه )33(، انرژی پتانسیل کل به صورت رابطه )34( 

بدست می آید.
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حل مسأله ارتعاش آزاد با روش تحلیلی پی ریتز- 3
براساس روش پی ریتز، پاسخ مختصات تعمیم یافته مجهول را به صورت 
روابط )35( می توان نوشت به طوری که این پاسخ ها شرایط مرزی هندسی 

ورق را نیز ارضا می نمایند.
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 2، سال 1401، صفحه 391 تا 414

398

چند  درجه   )35( رابطه  در  می باشد.  بی بعد  طبیعی  فرکانس   

10 
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,همچنین    دهیمنمایش می  p  ای را با( درجه چند جمله53در رابطه )باشد.  بعد میفرکانس طبیعی بی  ω  که ,m m me d c   به
   .]18-19[ گردد( بیان می63ورت رابطه )( به ص 53در رابطه ) m  نویسزیرباشند. ای میترتیب ضرایب مجهول چند جمله

 
(36 ) 

( )( )1 2
2

q q
m i

+ +
= − 

wای، توابع پایه همچنین
bφ  ،x

bφ   وy
bφ شوند.( بیان می73مرزی به صورت روابط ) براساس هندسه ورق و شرایط 

 
 
 
(37 ) 

1

1

1

[ ( , )]

[ ( , )]

[ ( , )]

w
j

x
j

y
j

ne
w

b j
j

ne
x

b j
j

ne
y

b j
j

  

  

  



=



=



=

= 

= 

= 







 

را گوشه   en  ،(73)  ه بطدر  تعداد  با  و  برابر  شکل  هندسه  می  jمعادله    Γjهای  شکل  هندسه  از  مرز  ترتیب   باشد.امین 
 .شده استهای ساعت در نظر گرفته در خلاف جهت عقربه گذاری شرایط مرزی به ترتیب از گوشه سمت چپ ونام

 است.  ارائه شدهمستطیلی، بیضوی و مثلثی  هندسی    ، چند نمونه از شرایط مرزی مختلف برای ورق در اشکال1در جدول  
 ، شرایط مرزی مختلف برای ورق با هندسه گوناگون نیز آورده شده است. ]21و  20و  18 [در مراجعهمچنین 

 
w  یاهیپاتوابع  : 1 جدول

b   ،x
b   وy

b  اشکال مستطیلی، بیضوی و مثلثی متساوی   با های نانوکامپوزیتیورق مختلف مرزی برای شرایط
 الساقین 

 with of nanocomposite plates sboundary condition differentfor , ,  w x y
b b b ase functionB .Table 1

rectangular, elliptical and isosceles triangular shapes 
 

 ورق مستطیلی  
 ساده -ساده-ساده-ساده ساده-آزاد-ساده-گیردار شرایط مرزی 

w
b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
x
b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 1 12 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
y

b ( ) ( ) ( ) ( )1 0 0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − ( ) ( ) ( ) ( )0 02 1 . 2 1 . 2 1 . 2 1   + − + − 
 ورق بیضوی 

 گیردار ساده شرایط مرزی 
w
b ( )12 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
x
b ( )02 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
y

b ( )02 24 4 1 + − ( )12 24 4 1 + − 
 ورق مثلثی متساوی الساقین 

 آزاد-گیردار-ساده گیردار-گیردار-گیردار یط مرزی شرا

که 
, به ترتیب ضرایب  ,m m me d c p نمایش می دهیم همچنین  جمله ای را با 
m در رابطه )35( به صورت رابطه  مجهول چند جمله ای می باشند. زیر نویس 

)36( بیان می گردد]19-18[. 
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کمترین مقادیر ویژه به دست  آمده از رابطه )39( فرکانس طبیعی ورق 
می باشد.

پی ریتز  تحلیلی  روش  مزیت های  مهمترین  از  یکی  است  ذکر  به  لازم 
این است که بدون تغییر قابل ملاحظه در ساختار فانکشنال انرژی سیستم 
در دستگاه مختصات کارتزین، می توان آن را برای تحلیل رفتارهای مکانیکی 
ورق در اشکال هندسی گوناگون نظیر )مثلثی، شش ضلعی منظم، بیضوی، 
بررسی  برای  برد.  کار  به  گوناگون  مرزی  شرایط  با  مستطیلی(  و  دایروی 
ارتعاشات ورق های نانوکامپوزیتی متخلخل با هندسه مختلف تنها کافیست 
توابع پایه ای مطابق جدول 1 و کران انتگرال دوگانه به واسطه تغییر هندسه، 
تغییر پیدا کنند. به عنوان مثال، در مقاله حاضر، برای بررسی رفتار ارتعاشی 
ورق بیضوی در روابط )42( و )43( تنها تغییر مورد نیاز، تغییر کران انتگرال 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 2، سال 1401، صفحه 391 تا 414

400

دوگانه به واسطه تغییر هندسه از مستطیلی به بیضوی می باشد. از این رو، این 
روابط را برای ورق نانوکامپوزیتی بیضوی می توان به صورت زیر بازنویسی 

کرد.
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  2صفحه   1معادله  
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  2صفحه   4معادله  
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تحلیل نتایج- 4
ورق  یک  اول  طبیعی  فرکانس  نتایج،  صحت  بررسی  منظور  به  ابتدا، 
نانوتراشه های گرافنی در شرایط  بدون تخلخل و در غیاب  بیضوی همگن 
مرزی ساده با نتایج مرجع ]23-22[ مقایسه می شود. بدین منظور، یک ورق 
بیضوی مطابق شکل 4 در نظر گرفته می شود و فرکانس های طبیعی به ازای 

a در جدول 2 آورده شده است.  b مقادیر مختلف 
علاوه بر این، سه فرکانس طبیعی اول ورق مثلثی همگن بدون تخلخل 
و در غیاب نانوتراشه های گرافنی با شرایط مرزی گیردار با مرجع]24[ مقایسه 
می شود. ورق مثلثی مطابق شکل 5 در نظر گرفته می شود. ترتیب نام گذاری 
شرایط مرزی از ضلع سمت چپ و در خلاف جهت عقربه های ساعت است. 
تابعی  اول یک ورق مربعی مدرج  فرکانس  همچنین، در جدول 4 سه 
تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی با شرایط مرزی گیر دار به ازای درصد 

 )مقاله فارسی( شدهآرایینویسندگان پس از مطالعه کامل مقاله ویراستاری و صفحه اصلاحات مدنظر جدول الف: 
 

 اصلاحات درخواستی شماره پاراگراف/شکل/جدول  شماره صفحه مورد 

تغییر  "گروه مهندسی مکانیک"به  "دانشکده فنی و مهندسی" آدرس نویسنده دوم 391 1
 یابد.  

  "جدول پ"مطابق متن داده در  10زیرنویس انگلیسی شکل  10شکل  405 2
 اصلاح شود. 

 اصلاح کلمه تخلخل پاراگراف دوم 392 3
 تغییر شکل ورق از مثلثی به بیضوی 4شکل 400 4

 2جدول 401 5
 2اصلاح معادلات درج شده در عنوان جدول

( )
, m

m

E hρhλ ωb D
D υ

 
 = =
 − 

3
2 2

212 1
 

 3جدول 401 6
 3در عنوان جدولاصلاح معادلات درج شده 

( )
, m

m

E hρλ ωa D
D υ

 
 = =
 − 

3
2 2

212 1
  

 4جدول 402 7
 4اصلاح معادلات درج شده در عنوان جدول 
( )/ , / , Ω /GPLa b a h= = =1 20 0 01 

 اصلاح رابطه درصد حجمی در متن   پاراگراف اول 403 8
 از متن مقاله حذف شده است   6جدول شماره  پاراگراف سوم 406 9
 اصلاح رابطه درصد حجمی در متن   پاراگراف سوم 406 10
 اصلاح رابطه درصد حجمی و ضریب تخلخل در متن  پاراگراف دوم 409 11
های داده شده در  های فارسی و انگلیسی به فرماصلاح زیرنویس 19شکل  410 12

 زیر  
های داده شده در  های فارسی و انگلیسی به فرماصلاح زیرنویس 20شکل  411 13

 زیر  
 

 

 

 : ورق بیضوی با شرایط مرزی گیردار  4شکل 
Fig.4: Elliptical plate with clamped boundary conditions 
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شکل 4 . ورق بیضوی با شرایط مرزی گیردار

Fig. 4. Elliptical plate with clamped boundary 
conditions
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جدول2 . مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی همگن با شرایط مرزی ساده 

Table 2. Comparison of natural frequencies of homogenous elliptical plate with simply supported bound-
ary conditions 

شرایط مرزی ساده   با: مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی همگن  2جدول
( )

, m

m

E hρhλ ωb D
D υ

 
 = =
 − 

3
2 2

212 1
 

Table 2. Comparison of natural frequencies of homogenous elliptical plate with simply supported 
boundary conditions  

 
 نتایج ارائه شده ]23[ نتایج ارائه شده ]22[ 
 ریب پوآسونض 
a b 25/0 5/0 25/0 5/0 1/0 2/0 1/0 2/0 
1 865/4 219/5 865272/4 21929 /5 6192/4 7826/4 619238/4 782585/4 
5/0 157/4 442/4 157386/4 44171 /4 9596/3 0904/4 963661/3 090441/4 
25/0 773/3 990/3 77327 99649 /3 6173/3 7193/3 621956/3 719306/3 
2 292/3 399/3 292172/3 39859 /3 2114/3 2586/3 211497/3 258675/3 
3 027/3 066/3 027429/3 06582 /3 9779/2 9937/2 978336/3 994109/2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 SCCشرایط مرزی  با: ورق مثلثی  5شکل 
Fig. 5. Triangular plate with SCC boundary conditions 
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SCC شکل 5. ورق مثلثی با شرایط مرزی

Fig. 5. Triangular plate with SCC boundary conditions

a/ بدست آمده در این پژوهش با نتایج ارائه  h =  و20

14 
 

 

 SCCشرایط مرزی  با: ورق مثلثی 5شکل 
Fig. 5. Triangular plate with SCC boundary conditions 

 

شرایط مرزی گیردار   بافرکانس طبیعی اول ورق مثلثی همگن  هس: 3 جدول
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Table 3. First three natural frequencies of homogenous triangular plate with clamped boundary 
conditions  

 
 نتایج ارائه شده  ]24[ 

a b 1 25 /1 5/1 1 25 /1 5/1 
 46393/65 09654/76 93/ 791836 46/65 76/ 09 86/93 فرکانس اول
 64293/106 69427/126 83882/157 1/106 5/126 7/157 فرکانس دوم
 49759/139 94468/159 84057/194 1/139 3/159 8/194 فرکانس سوم

 
های گرافنی با شرایط مرزی نانوتراشه  مدرج تابعی تقویت شده باسه فرکانس اول یک ورق مربعی    4، در جدول  همچنین

درصد  گیر ازای  به  Ω  وزنیدار  /GPL =0 a/و  01 h = در    20 آمده  مرجع  بدست  در  شده  ارائه  نتایج  با  پژوهش  مورد    ]7[این 
قرار   از حل  ،شودطورکه مشاهده می. همانگیردمیمقایسه  آمده  بدست  تحلیل  نتایج  پیروش  تعداد   ریتزی  نظر گرفتن  با در 

نانو  دوازده لایه نتایج موجود در    کامپوزیتیبرای ورق  دارد. [  7]  مرجعبا  بالایی  الگوی    ورقهمچنین    انطباق  با  نانوکامپوزیتی 
در    های انجام شدهمقایسه  باشد.یم   های گرافنی دارای بیشترین فرکانس طبیعینانوتراشه  اولنوع    و چیدمان  نوع اول  تخلخل
 باشد. نشان دهنده صحت نتایج ارائه شده در این مطالعه می ،و انطباق نتایج 4و  3، 2جداول 

 
)  یگرافن هاینانوتراشهتقویت شده با  یورق نانوکامپوزیت هایمقایسه فرکانس  :4 جدول )/ , / , Ω /GPLa b a h= = =1 20 0 01 

Table 4. Comparison of natural frequencies of nanocomposite plate reinforced with graphene 
nanoplatelets  

 
  [7] فرکانس سوم  [7] فرکانس دوم  [7] فرکانس اول ضریب تخلخل توزیع گرافن 

 الگوی تخلخل نوع اول 
 2/0  707508/0  7075 /0  406094 /1  4057 /1  406094 /1  4057 /1  

4/0 نوع اول   703455/0  7035 /0  396144 /1  3958 /1  396144 /1  3958 /1  
 6/0  701654 /0  7017 /0  390065 /1  3897 /1  390065 /1  3897 /1  
 2/0  591805/0  5918 /0  183861 /1  1832 /1  183861 /1  1832 /1  

4/0 نوع دوم   588771/0  5888 /0  176096 /1  1755 /1  176096 /1  1755 /1  
 6/0  588793/0  5888 /0  173713/1  1732 /1  173713/1  1732 /1  
 2/0  638394 /0  6383 /0  273065 /1  7292 /1  273065 /1  2729 /1  

4/0 نوع سوم   636156/0  6364/0  266367/1  2674 /1  266638/1  2674 /1  

 

 

 

 

وزنی
شده در مرجع [7] مورد مقایسه قرار می گیرد. همان طورکه مشاهده می شود، 
نتایج بدست آمده از حل روش تحلیلی پی ریتز با در نظر گرفتن تعداد دوازده 
لایه برای ورق نانوکامپوزیتی با نتایج موجود در مرجع ]7[ انطباق بالایی دارد. 
همچنین ورق نانوکامپوزیتی با الگوی تخلخل نوع اول و چیدمان نوع اول 
نانوتراشه های گرافنی دارای بیشترین فرکانس طبیعی می باشد. مقایسه های 
انجام شده در جداول 2، 3 و 4 و انطباق نتایج، نشان دهنده صحت نتایج ارائه 

شده در این مطالعه می باشد. 
از  نتایج عددی، فرض می شود که ماتریس فلزی  ارائه  برای  ادامه،  در 
جنس مس می باشد. خواص مکانیکی مس و نانوتراشه های گرافنی مطابق 

جدول 5 در نظر گرفته می شود.
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جدول 3. سه فرکانس طبیعی اول ورق مثلثی همگن با شرایط مرزی گیردار 

Table 3. First three natural frequencies of homogenous triangular plate with clamped boundary condi-
tions 

شرایط مرزی گیردار   بافرکانس طبیعی اول ورق مثلثی همگن  هس: 3 جدول
( )

, m

m

E hρλ ωa D
D υ

 
 = =
 − 

3
2 2

212 1
 

Table 3. First three natural frequencies of homogenous triangular plate with clamped boundary 
conditions  

 
 نتایج ارائه شده ]24[ 

a b 1 25/1 5/1 1 25/1 5/1 
 65/ 46393 76/ 09654 791836/93 46/65 09/76 86/93 فرکانس اول
 106/ 64293 126/ 69427 157/ 83882 1/106 5/126 7/157 فرکانس دوم 
 139/ 49759 159/ 94468 194/ 84057 1/139 3/159 8/194 فرکانس سوم
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( )/ , / ,Ù / GPLa b a h= = =1 20 0 01 جدول 4. مقایسه فرکانس های ورق نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی

Table 4. Comparison of natural frequencies of nanocomposite plate reinforced with graphene nanoplatelets 

)  یگرافن هاینانوتراشه تقویت شده با   یورق نانوکامپوزیت هایمقایسه فرکانس  :4 جدول )/ , / , Ω /GPLa b a h= = =1 20 0 01 
Table 4. Comparison of natural frequencies of nanocomposite plate reinforced with graphene 

nanoplatelets  
 

  [7] فرکانس سوم  [7] فرکانس دوم   [7] فرکانس اول ضریب تخلخل  توزیع گرافن 
 الگوی تخلخل نوع اول 

 2/0  707508/0  7075/0  406094/1  4057/1  406094/1  4057/1  
4/0 نوع اول  703455/0  7035/0  396144/1  3958/1  396144/1  3958/1  

 6/0  701654/0  7017/0  390065/1  3897/1  390065/1  3897/1  
 2/0  591805/0  5918/0  183861/1  1832/1  183861/1  1832/1  

4/0 نوع دوم   588771/0  5888/0  176096/1  1755/1  176096/1  1755/1  
 6/0  588793/0  5888/0  173713/1  1732/1  173713/1  1732/1  
 2/0  638394/0  6383/0  273065/1  7292/1  273065/1  2729/1  

4/0 نوع سوم   636156/0  6364/0  266367/1  2674/1  266638/1  2674/1  
 6/0  638162/0  6379/0  268054/1  2677/1  268269/1  2677/1  

 الگوی تخلخل نوع دوم
 2/0  655799/0  6558/0  307256/1  3068/1  307256/1  3068/1  

4/0 نوع اول  588439/0  5885/0  176167/1  1756/1  176167/1  1756/1  
 6/0  509896/0  5099/0  023054/1  0223/1  023054/1  0223/1  
 2/0  550044/0  5501/0  103509/1  1027/1  103509/1  1027/1  

4/0 نوع دوم   497284/0  4973/0  999955/0  9991/0  999955/0  9991/0  
 6/0  439423/0  4394/0  886096/0  8851/0  886096/0  8851/0  
 2/0  589385/0  8945/0  179753/1  1791/1  179753/1  1791/1  

4/0 نوع سوم   528778/0  5288/0  061239/1  9605/1  061239/1  0605/1  
 6/0  460953/0  4610/0  928222/0  9273/0  928222/0  9273/0  

 الگوی تخلخل نوع سوم
 2/0  688652/0  6887/0  370074/1  3696/1  370074/1  3696/1  

4/0 نوع اول  661130/0  6612/0  315320/1  3149/1  315320/1  3149/1  
 6/0  628500/0  6285/0  250403/1  2500/1  250403/1  2500/1  
 2/0  576213/0  5762/0  153902/1  1532/1  153902/1  1532/1  

4/0 نوع دوم   553185/0  5532/0  107787/1  1071/1  107787/1  1071/1  
 6/0  525883/0  5259/0  053112/1  0525/1  053112/1  0525/1  
 2/0  620173/0  6202/0  238858/1  2383/1  238858/1  2383/1  

4/0 نوع سوم   595388/0  5954/0  189348/1  1888/1  189348/1  1888/1  
 6/0  566003/0  5660/0  130648/1  1301/1  130648/1  1301/1  

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 5. خواص مادی ماتریس فلزی و نانوتراشه های گرافنی]7[

Table 5. Material properties of metal matrix and graphene nanoplatelets [7] 7[ی  گرافن هایتراشه و نانو یفلز یسماتر مادی  خواص :5 جدول[ 
Table 5. Material properties of metal matrix and graphene nanoplatelets [7]  

 
های گرافنی تراشهویژگی نانو  

تراپاسکال  01/1 مدول یانگ  
186/0 ضریب پوآسون  

کیلوگرم بر مترمکعب 5/1062 چگالی   
میکرومتر 5/2 طول نانوتراشه گرافن   

نانومتر  5/1 ضخامت نانوتراشه گرافن   
میکرومتر 5/1 عرض نانوتراشه گرافن   

 ویژگی ماتریس فلزی مس 
گیگاپاسکال  130 مدول یانگ  

34/0 ضریب پوآسون  
بر مترمکعبکیلوگرم  8960 چگالی   
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 FSCS یمرز یطشرا  با  یلیمستط  یتیورق نانو کامپوز: 6شکل

Fig. 6. Nanocomposite plate with FSCS boundary conditions 
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FSCS شکل6. ورق نانو کامپوزیتی مستطیلی با شرایط مرزی

Fig. 6. Nanocomposite plate with FSCS boundary 
conditions

 ورق مستطیلی4- 1- 
ورق مستطیلی مطابق شکل 6 را در نظر بگیرید. شکل های 7، 8 و 9 
تغییرات فرکانس طبیعی ورق مستطیلی بر حسب نسبت طول به ضخامت 
ورق با در نظر گرفتن اثرات بستر الاستیک در شرایط مرزی مختلف را نشان 

الگوی  ضریب  و   Ù /GPL =0 01 حجمی  درصد  مقادیر  همچنین  می دهد. 
N/ و الگوی پخش تخلخل ورق، نوع اول و الگوی چیدمان  =0 0 4 پخش 
با  می شود  مشاهده  که  طور  همان  می باشند.  اول  نوع  گرافنی،  تراشه  نانو 
افزایش نسبت طول به ضخامت ورق، مقادیر فرکانس طبیعی ورق کاهش 
تأثیر ثابت فنریت پاسترناک نسبت به ثابت  می یابد. در تمام شرایط مرزی 
فنریت وینکلر بر روی فرکانس طبیعی بیشتر می باشد. زیرا ثابت فنریت وینکلر 
تحت تأثیر سرعت در سطح میانی ورق است اما ثابت پاسترناک تحت تأثیر 
گرادیان سرعت سطح ورق است و از آنجا که گرادیان تأثیر را زیاد می کند 
مرزی  تأثیر شرایط  می باشد. همچنین  بیشتر  پاسترناک  ثابت  ثاثیر  بنابراین 
گیر دار بر روی افزایش فرکانس طبیعی به دلیل افزایش سطح تنش در جسم 

بیشتر می باشد.
بر روی  را  گرافنی  نانوتراشه های  هندسه  اثرات   12 تا   10 شکل های 
گرافنی،  نانوتراشه های  چیدمان  الگوی  تمام  برای  ورق  طبیعی  فرکانس 
ازای  به  نمایش می دهد. همان طور که مشاهده می شود، در تمام حالت ها 

GPL/ بالا، افزایش قابل ملاحظه ای بر فرکانس طبیعی وجود دارد.  GPLl t

 
 مختلف  الاستیک رایب برای ض به ضخامت  بر حسب نسبت طولبا شرایط مرزی ساده مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی : 7شکل 

Fig. 7. Comparison of natural frequency of rectangular plate with simply supported boundary 
conditions versus the length to thickness ratio for various elastic coefficients  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 7. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی ساده بر حسب نسبت طول به ضخامت برای ضرایب الاستیک مختلف

Fig. 7. Comparison of natural frequency of rectangular plate with simply supported boundary conditions 
versus the length to thickness ratio for various elastic coefficients 
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 برای ضرایب الاستیک مختلف بر حسب نسبت طول به ضخامت گیردار  با شرایط مرزی مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی : 8شکل 

Fig. 8. Comparison of natural frequency of rectangular plate with clamped boundary conditions versus 
the length to thickness ratio for various elastic coefficients 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 8. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی گیردار بر حسب نسبت طول به ضخامت برای ضرایب الاستیک مختلف

Fig. 8. Comparison of natural frequency of rectangular plate with clamped boundary conditions versus 
the length to thickness ratio for various elastic coefficients

 
 مختلف  الاستیک ضرایب  بر حسب نسبت طول به ضخامت برای CSFSشرایط مرزی با ی ورق مستطیلی : مقایسه فرکانس طبیع9شکل 

Fig. 9. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSFS boundary conditions versus 
the length to thickness ratio for various elastic coefficients  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 9. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی CSFS بر حسب نسبت طول به ضخامت برای ضرایب الاستیک مختلف

Fig. 9. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSFS boundary conditions versus the 
length to thickness ratio for various elastic coefficients 
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های گرافنی  بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشه   CSCSشرایط مرزی  تحت : مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی  10کل ش

 p1توزیع تخلخل  و  Aهای گرافنی نوع اول  تراشه  به ازای الگوی توزیع نانو 
Fig. 10. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus 

the length to thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution 
pattern A and porosity distribution 1p  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 10 . مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی تحت شرایط مرزی CSCS بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشه های گرافنی به ازای 
P1  و توزیع تخلخل Aالگوی توزیع نانو  تراشه های گرافنی نوع اول

Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus the length to 
thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution pattern  and porosity 

distribution P1 

 
به  های گرافنی بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشه CSCSشرایط مرزی با :  مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی 11شکل 

 p1توزیع تخلخل  و  Bدوم های گرافنی نوع تراشه  ازای الگوی توزیع نانو 
Fig. 11. Comparison of natural frequencies of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus 

the length to thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution 
pattern B and porosity distribution 1p  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 11.  مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی CSCS بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشههای گرافنی به ازای 
P1  و توزیع تخلخل B الگوی توزیع نانو  تراشه های گرافنی نوع دوم

Fig. 11. Comparison of natural frequencies of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus the 
length to thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution pattern B 

and porosity distribution  P1



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 2، سال 1401، صفحه 391 تا 414

406

 
به ازای   CSCSشرایط مرزی  تحت های گرافنی : فرکانس طبیعی ورق مستطیلی بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشه 12شکل 

 p1توزیع تخلخل و  C  سومهای گرافنی نوع تراشه الگوی توزیع نانو 
Fig. 12. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus 

the length to thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution 
pattern C and porosity distribution 1p  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 12. فرکانس طبیعی ورق مستطیلی بر حسب نسبت طول به ضخامت نانوتراشه های گرافنی تحت شرایط مرزی CSCS به 
P 1 و توزیع تخلخل C ازای الگوی توزیع نانو  تراشه های گرافنی نوع سوم

Fig. 12. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSCS boundary conditions versus 
the length to thickness ratio of graphene nanoplatelets for the graphene nanoplatelets distribution 

pattern C and porosity distribution P1

شکل 13 تأثیر نسبت طول به عرض ورق مستطیلی بر فرکانس طبیعی، 
برای تمام حالت های الگوی پخش نانوتراشه های گرافنی را نشان می دهد. 
همان طور که مشاهده می شود در تمام حالت ها با افزایش نسبت طول به 
عرض ورق، مقادیر فرکانس طبیعی افزایش می یابد و کمترین مقادیر فرکانس 
طبیعی در ورق مربعی می باشد. همچنین نحوه چیدمان نانوتراشه های گرافنی 
تغییر  با  بنابراین،  دارد.  نیز  کامپوزیتی  ورق  طبیعی  فرکانس  بر  کمی  تأثیر 
 /GPL GPLl w کاهش  و  افزایش   به صورت  گرافنی  نانوتراشه های  هندسه 
تقویت  بهتر  تأثیر  به  می توان  سطح  کاهش  همچنین  و  ورق  ضخامت  و 

نانوتراشه های گرافتی بر روی سختی ورق نانوکامپوزیتی دست یافت.
چینش  الگوی  و  اول  نوع  یکنواخت  غیر  تخلخل  الگوی  بکارگیری  با 
پراکندگی  و  ورق  میانی  لایه  در  تخلخل  بیشتر  تمرکز  دلیل  به  اول  نوع 
افزایش  به  منجر  می تواند  ورق  سطوح  اطراف  در  گرافنی  نانوتراشه های 

استحکام در ورق نانوکامپوزیتی نیز گردد.

 ورق بیضوی4- 2- 
در جدول 6، شش فرکانس طبیعی اول ورق بیضوی را در شرایط مرزی 
Ù و ضریب  /GPL =0 گیردار بر روی بستر الاستیک به ازای درصد حجمی 01
N/ و الگوی تخلخل نوع اول نشان می دهد. با توجه  =0 0 2 توزیع پخش 
به جدول 6، تأثیر ثابت بی بعد پاسترناک در افزایش فرکانس طبیعی نسبت به 

ثابت بی بعد وینکلر بیشتر می باشد. همچنین بیشترین مقادیر فرکانس طبیعی 
در الگوی تخلخل  نوع اول و الگوی چینش نوع اول برای نانو تراشه های 

گرافنی نیز بدست می آید.
شکل 14 منحنی تغییرات چهار فرکانس طبیعی ورق کامپوزیتی متخلخل 
تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی بر حسب نسبت طول به ضخامت ورق 
مشاهده  که  همان طور  می دهد.  نشان  را  گیر دار  مرزی  شرایط  در  بیضوی 
می شود با افزایش نسبت طول به ضخامت ورق، فرکانس طبیعی نیز کاهش 
می یابد. همچنین مطابق منحنی تغییرات فرکانس طبیعی بر حسب طول به 
افزایش نسبت طول به عرض ورق، فرکانس  با  عرض ورق در شکل 15، 
طبیعی ورق نیز افزایش می یابد. شکل 16 منحنی تغییرات فرکانس طبیعی بر 
حسب ضریب پخش تخلخل در ورق را نشان می دهد. همان طور که مشاهده 
مقادیر  گرافنی،  نانوتراشه های  چینش  الگو های  تمامی  ازای  به  می شود، 
فرکانس طبیعی با افزایش ضریب پخش تخلخل نیز کاهش می یابد. شکل 
17 تغییرات فرکانس طبیعی ورق بر حسب درصد وزنی را نیز نشان می دهد. 
همان طور که مشاهده می شود به ازای تمامی الگوی چینش، مقادیر فرکانس 
طبیعی با افزایش درصد وزنی نیز افزایش می یابد. این نمودار نشان می دهد 
که افزودن مقدار اندکی نانوتراشه  گرافنی موجب افزایش قابل ملاحظه ای در 

سفتی ورق کامپوزیتی نیز می گردد. 
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جدول6. فرکانس طبیعی ورق بیضوی نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانوتراشه های گرافنی برای شرایط مرزی 

( )/ , / ,Ù / , /GPLa b a h N= = = =02 20 0 01 0 2
 
CCC

Table 6. Comparison of natural frequency of nanocomposite elliptical plate reinforced with graphene 
nanoplatelets for CCC boundary conditions 

 
 CCCهای گرافنی برای شرایط مرزی : فرکانس طبیعی ورق بیضوی نانوکامپوزیتی تقویت شده با نانوتراشه 6جدول

( )/ , / , Ω / , /GPLa b a h N= = = =02 20 0 01 0 2 
Table 6: Comparison of natural frequency of nanocomposite elliptical plate reinforced with graphene 

nanoplatelets for CCC boundary conditions  
 

) توزیع گرافن  ),w pk k  فرکانس ششم  فرکانس پنجم فرکانس چهارم  فرکانس سوم  فرکانس دوم  فرکانس اول 
 (0،0) 0189/2 8385/2 9161/3 6726/4 5396/5 7301/5 
 (100،0) 0883/2 8879/2 9519/3 7026/4 5648/5 7545/5 

 303/10 9945/9 7583/8 8860/7 1682/6 6392/4 (0،100) نوع اول
 (100،100) 6698/4 1912/6 9039/7 7743/8 008/10 316/10 
 (0،0) 7163/1 4262/2 3670/3 0547/4 8472/4 9988 /4 
 (100،0) 7922/1 4837/2 4083/3 0890/4 8758/4 0265/5 

 9083/9 6134/9 4460/8 6262/7 9887/5 5146/4 (0،100) نوع دوم
 (100،100) 5460/4 0122/6 6445/7 4625/8 6278/9 9223/9 
 (0،0) 8393/1 5944/2 5919/3 3097/4 1332/5 3016/5 
 (100،0) 9151/1 6483/2 6308/3 3421/4 1603/5 3278/5 

 067/10 7667/9 5711/8 7292/7 0595/6 5637/4 (0،100) نوع سوم
 (100،100) 5948/4 0828/6 7474/7 5875/8 7410/9 081/10 

 
 

 

 

 تحت شرایط مرزی ساده  وینکلر: مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب ضریب  19شکل 
Fig.19: Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Winkler coefficient 

under simply supported boundary conditions 
 

 

 تحت شرایط مرزی ساده  پاسترناکه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب ضریب : مقایس20شکل 
Fig.20: Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Pasternak coefficient 

under simply supported boundary conditions 
 

 
بر حسب نسبت طول به عرض برای الگوهای توزیع تخلخل    CSFSشرایط مرزی  بامقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی  : 13شکل 

 مختلف  
Fig. 13. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSFS boundary conditions versus 

the length to width ratio for various porosity distribution patterns  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13 . مقایسه فرکانس طبیعی ورق مستطیلی با شرایط مرزی CSFS بر حسب نسبت طول به عرض برای الگوهای توزیع تخلخل مختلف 

Fig. 13. Comparison of natural frequency of rectangular plate with CSFS boundary conditions versus the length 
to width ratio for various porosity distribution patterns 
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 بر حسب نسبت طول به ضخامت   شرایط مرزی گیردار بانس طبیعی ورق بیضوی : مقایسه فرکا 14شکل

Fig. 14. Comparison of natural frequency of elliptical plate with clamped boundary conditions versus 
the length to thickness ratio  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل14. مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی با شرایط مرزی گیردار بر حسب نسبت طول به ضخامت

Fig. 14. Comparison of natural frequency of elliptical plate with clamped boundary conditions versus the 
length to thickness ratio 

 
 طول به عرض در شرایط مرزی گیردار : مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب نسبت 15شکل

Fig. 15. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the length to width ratio under 
clamped boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل15. مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب نسبت طول به عرض در شرایط مرزی گیردار

Fig. 15. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the length to width ratio under 
clamped boundary conditions
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 شرایط مرزی گیردار  تحت : مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب ضریب توزیع تخلخل  16شکل 

Fig. 16. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the porosity distribution coefficient 
under clamped boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 16 . مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب ضریب توزیع تخلخل تحت شرایط مرزی گیردار

Fig. 16. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the porosity distribution coefficient under 
clamped boundary conditions

 
 : مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب درصد وزنی در شرایط مرزی گیردار  17شکل

Fig. 17. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the weight fraction under clamped 
boundary conditions 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل17 .  مقایسه فرکانس طبیعی ورق بیضوی بر حسب درصد وزنی در شرایط مرزی گیردار

Fig. 17. Comparison of natural frequencies of elliptical plate versus the weight fraction under clamped 
boundary conditions
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 ورق مثلثی متساوی الساقین4- 3- 
یک  وزنی  درصد  حسب  بر  طبیعی  فرکانس  تغییرات   18 شکل 
ازای  به  مختلف  مرزی  شرایط  در  الساقین  متساوی  مثلثی  ورق 
طور  همان  می دهد.  نشان  را   / / , / , /a b a h N= = =03 2 20 0 4

که مشاهده می شود با افزایش درصد وزنی، مقادیر فرکانس طبیعی افزایش 
می یابد. همچنین، بیشترین مقادیر فرکانس طبیعی مربوط به شرایط مرزی 

گیر دار می باشد.
متساوی  مثلثی  ورق  طبیعی  فرکانس  تغییرات   20 و   19 شکل های 
تخلخل  ضریب  و  حجمی  درصد  ازای  به  ساده  مرزی  شرایط  در  الساقین 
برشی  و  وینکلر  بی بعد  ثابت های  حسب  بر   / ,Ù /GPLN = =0 0 4 0 05

پاسترناک تکیه گاه الاستیک نشان می دهند. همان طور که مشاهده می شود 
از  بیشتر  پاسترناک  بی بعد  برشی  ثابت  تأثیر  تحت  طبیعی  فرکانس  مقادیر 
مقادیر فرکانس طبیعی ناشی از ثابت فنریت بی بعد وینکلر است. در واقع در 
حضور ثابت بی بعد برشی پاسترناک، تأثیر ثابت بی بعد وینکلر ناچیز می باشد. 

نتیجه گیری- 5
مدرج  متخلخل  نانوکامپوزیتی  ورق های  آزاد  ارتعاشات  مطالعه،  این  در 
مستطیلی،  هندسی  اشکال  با  گرافنی  نانوتراشه های  با  شده  تقویت  تابعی 
در  قرار گرفت.  بررسی  بستر الاستیک مورد  بر  واقع شده  مثلثی  و  بیضوی 
این راستا، پس از بدست آوردن خواص مؤثر مادی با استفاده از یک روش 
میکرومکانیکی، فانکشنال انرژی سیستم در نظر گرفته شده براساس تئوری 
مرتبه اول برشی ورق نوشته شد. سپس، مسئله ارتعاشات آزاد با استفاده از 
اثرات عوامل مختلف  نتایج عددی،  ارائه  با  پی  ریتز حل شد.  تحلیلی  روش 
نظیر درصد وزنی، آرایش و هندسه نانوتراشه های گرافنی، ضریب تخلخل و 
نحوه توزیع تخلخل، پارامترهای هندسی ورق همچنین شرایط مرزی بر روی 
بررسی شد.  اشکال هندسی مختلف  با  نانوکامپوزیتی  فرکانس طبیعی ورق 

نتایج حاصل از این پژوهش را می توان به صورت زیر جمع بندی کرد:
1- با کاهش نسبت طول به ضخامت در ورق، مقادیر فرکانس طبیعی 
نانوتراشه های  از  استفاده  در تمامی شرایط مرزی کاهش می یابد. همچنین 

 
 شرایط مرزی مختلف  تحت ساقین بر حسب درصد وزنی  ال: مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی  18شکل 

Fig. 18. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the weight fraction 
under various boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 18. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب درصد وزنی تحت شرایط مرزی مختلف

Fig. 18. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the weight fraction under various 
boundary conditions



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 2، سال 1401، صفحه 391 تا 414

411

 
 شرایط مرزی ساده  تحت پاسترناک  ضریب : مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب 19شکل 

Fig. 19. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Pasternak coefficient 
under simply supported boundary conditions 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

شکل 19. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب ضریب وینکلر تحت شرایط مرزی ساده

Fig. 19. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Winkler coefficient under 
simply supported boundary conditions

 
 شرایط مرزی ساده  تحت وینکلر  ضریب : مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب 20شکل 

Fig. 20. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Winkler coefficient 
under simply supported boundary conditions 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 20. مقایسه فرکانس طبیعی ورق مثلثی متساوی الساقین بر حسب ضریب پاسترناک تحت شرایط مرزی ساده

Fig. 20. Comparison of natural frequencies of isosceles triangular plate versus the Pasternak coefficient under 
simply supported boundary conditions
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گرافنی با نسبت طول به ضخامت بزرگ و نسبت طول به پهنای کوچک، 
تأثیر بهتری در تقویت ورق کامپوزیتی نیز ایجاد می نماید.

الگوی  از  با استفاده  2- بیشترین فرکانس طبیعی برای ورق متخلخل 
ایجاد  بنابراین  می آید.  بدست  نیز  گرافنی  نانوتراشه های  اول  نوع  چینش 
تخلخل داخلی و مرکزی در میانه ورق و در اطراف سطوح آن می تواند منجر 

به افزایش سختی خمشی در ورق نانو کامپوزیتی نیز گردد.
از مرکز ورق بیضوی، مقادیر فرکانس طبیعی در  افزایش خروج  با   -3

تمامی الگو های چینش نیز افزایش می یابد.
در  الساقین  متساوی  مثلثی  ورق  طبیعی  فرکانس  مقادیر  بیشترین   -4
شرایط مرزی گیردار و کمترین مقادیر آن در شرایط مرزی ساده-گیردار-آزاد 

نیز بدست آمده است.
5- در یک ورق مثلثی متساوی الساقین، مقادیر فرکانس طبیعی ناشی از 
ثابت فنریت برشی پاسترناک بیشتر از مقادیر فرکانس طبیعی ناشی از ثابت 

فنریت وینکلر می باشد.

فهرست علائم - 6
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 فهرست علائم 
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A110  بعد کننده اجزای ماتریس سفتی کششی، پارامتر بیN/m 

ijA  ،اجزای ماتریس سختی کششیPa-m 

a پارامتر طولی ورق 

b پارامتر عرضی ورق 

ijD   ،اجزای ماتریس سختی خمشیPa-m3 

mE یانگ ماتریس فلزی،  مدولPa 

GPLE  ،مدول یانگ نانو تراشه گرافنیPa 

G  ،مدول برشیPa 

h ،ضخامت ورق mm  

wk فنریت وینکلر بستر الاستیک بعدثابت بی 

pk برشی پاسترناک بستر الاستیک بعد ثابت بی 

GPLl  ،پارامتر طول نانو تراشه گرافنیmm 

N  های مختلف بعد پخش تخلخلدر ورق به ازای الگویضریپ بی 0

mN بعد چگالی جرمیضریب بی 

n  های ورق نانوکامپوزیتی تعداد لایه 

p ریتزدر روش پی هادرجه چند جمله پاسخ 

GPLV  بعد کسر حجمی نانو تراشه گرافنی پارامتر بی 

GPLw  ،پارامتر پهنای نانو تراشه گرافنیmm 

 علائم یونانی
 کرنش 

1 پارامتر بی بعد نسبت طول به عرض 

2 پارامتر بی بعد نسبت طول به ضخامت ورق 

3  پارامتر بی بعد نسبت عرض به ضخامت ورق 

k  ضریب اصلاح نش برشی در تئوری مرتبه اول 2

m  ضریب پوآسون ماتریس فلزی 

GPL  ضریب پوآسون نانو تراشه گرافنی 

m  ، چگالی ماتریس فلزیkg/m3 

GPL  ،چگالی نانو تراشه گرافنیkg/m3 
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