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ABSTRACT: In this paper, a high-order eight-node element based on the analytical response of the 
governing differential equation is proposed for the analysis of plane structures. The formulation of 
the proposed element is based on the Hellinger-Reisner mixed functional and the analytical response 
of the compatibility equation governing plane problems. It is worth noting that in order to formulate 
finite elements with the Hellinger-Reisner functional, two independent stress and displacement fields 
are required. For this purpose, Airy stress functions are first made available by the analytical solution 
of the compatibility equation. By utilizing these stress functions, the stress field within the element is 
obtained. Also, the quadratic displacement field of the isoparametric element is used for intra-element 
displacement. By applying the Hellinger-Reisner mixed functional and stationary of this functional 
relative to the independent stress and displacement fields, the stiffness matrix, and the element node 
force vector are made available. Finally, with various numerical tests, the accuracy and efficiency of 
the proposed element are evaluated. These tests prove the high accuracy of the proposed element in the 
analysis of plane structures.
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1- Introduction
Since the advent of the finite element method, many 

elements have been proposed to analyze plane problems. 
Among these, the four-node and eight-node elements are all-
encompassing, but these elements do not receive an acceptable 
response in distorted meshes, and the response error increases 
as the mesh distortion increases [1]. Therefore, many attempts 
have been made to find other types of formulation that have 
high accuracy and low sensitivity to mesh distortion. In this 
regard, we can refer to hybrid and mixed formulations [2]. In 
these formulation constructions, the number of main fields is 
more than one field. 

Mixed functionals are established by defining 
independent fields within the element. One of the most 
popular mixed functionals for finite element formulation is 
the Hellinger-Reisner functional. In this function, the stress 
and displacement fields within the element are defined as 
independent fields. Due to the definition of the independent 
displacement field, one of the most important advantages 
of this method of the formulation is the liberation from the 
condition of continuity at the element boundaries [3]. Several 
high-order elements of 8 nodes and 12 nodes have also been 
created using hypothetical test functions and hybrid stress 
functional [4-6].

In this paper, using the Hellinger-Reisner functional, the 

formulation of an eight-node plate element with 16 degrees 
of freedom is performed. In the proposed element, instead of 
using hypothetical functions, the stress field is made available 
by the analytical solution of the governing differential 
equation. In this method, by solving the governance 
compatibility equation, the analytical functions of Airy stress 
are available. Then, by applying these stress functions, the 
stress field within the element is obtained. Also, for the intra-
element displacement field, the eight-node isoparametric 
element interpolation functions are used. To demonstrate the 
accuracy and efficiency of the proposed element, various 
benchmark tests will be analyzed, and the answers will be 
compared with the results of other researchers’ eight-node 
elements.

2- Methodology
2- 1- Hellinger-Reisner functional
To formulate the proposed element, the stress and 
displacement fields within the element are written as follows:
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In the present equations,  P  and  N  are the 

assumed stress and displacement functions within the 
element, respectively. Also, vectors    and  D  are 

unknown stress factors and nodal displacement vectors, 
respectively. By placing Eqs. (1) and (2) in the Hellinger-
Reisner functional, the energy of an element of the plane 
problem is written as follows: 

(3) 
    

        1
2

T

HR T T

G D

H f D



 

 
  =  − − 
 

 

By minimizing Eq. (3) relative to Vectors   and 

 D , stiffness and mass matrices are obtained. 

(4)        1TK G H G−=  

(5)       ( )T

v
G P L N dv=   

(6)       T

v
H P C P dv=   

(7)  
0

0
x

L y
y x

  
 =   
     

 

(8)  
( )

1 0
1 1 0

0 0 2 1
C

E






− 
 = − 
 + 

 

For plane stress problems E E = and   = , and 

for plane strain problems ( )1   = −  and 

( )21E E  = − . 

The introduction should show the background of the 
subject and main contributions. It is necessary to explain 
clearly the novelty and contribution of present work in 
the last paragraph of introduction.  

2.2. Proposed element formulation  

Fig. 1 shows the eight-node proposed element. For the 
internal displacement field of the proposed element, the 
interpolation functions of the Q8 element are used. 

 (1)
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In the present equations, [ ]P  and [ ]N  are the assumed 
stress and displacement functions within the element, 
respectively. Also, vectors { }β  and { }D  are unknown stress 
factors and nodal displacement vectors, respectively. By 
placing Eqs. (1) and (2) in the Hellinger-Reisner functional, 
the energy of an element of the plane problem is written as 
follows:
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By minimizing Eq. (3) relative to Vectors { }β and { }D , 
stiffness and mass matrices are obtained.
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2.2. Proposed element formulation  

Fig. 1 shows the eight-node proposed element. For the 
internal displacement field of the proposed element, the 
interpolation functions of the Q8 element are used. 
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3. Results and Discussion 
For proving the excellent efficiency of the proposed 
element, several different benchmarks are used. First, the 
beam with a length-to-thickness ratio of 4 is analyzed in 
a distorted four-element mesh under the effect of shear 
load with the proposed element. In the next test, 
MacNeal’s beam with a length to thickness ratio of 30 
under the effect of shear load and moment in different 
meshes is analyzed. The proposed element has high 
accuracy in both tests. Also, Cook’s beam analysis with 
the proposed element proves the rapid rate of the new 
element. In order to evaluate the ability of the proposed 
element in the analysis of curved geometries, a curved 
beam was evaluated in both thick and thin modes under 
shear load. Finally, the sensitivity of the proposed 
element to mesh distortion was investigated. To do this, 
a mesh with two distorted elements was analyzed. The 
degree of mesh distortion depended on the distortion 
parameter. The proposed element, even in coarse meshes 
with high distortion, results in a high accuracy response. 

4. Conclusion 

In this study, using a mixed functional and analytical 
response of the differential equation of plane problems, 
an eight-node element with high accuracy was proposed 
to analyze the plane structures. To do this, the Hellinger-
Reisner functional with independent stress and 
displacement fields was used. The intra-element stress 
field was obtained using the analytical response of the 
governing differential equation. Also, for the intra-
element displacement field, the eight-node element 
interpolation functions were used. Then, by minimizing 
the functional equation with respect to the independent 
fields, the stiffness matrix and the vector node force 
vector became available. Finally, in order to measure and 
evaluate the accuracy of the proposed element, numerous 
numerical tests were performed. These tests showed the 
very high accuracy of the proposed element in the 
analysis of various plane structures and its low sensitivity 
to distortion of mesh. 
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3. Results and Discussion 
For proving the excellent efficiency of the proposed 
element, several different benchmarks are used. First, the 
beam with a length-to-thickness ratio of 4 is analyzed in 
a distorted four-element mesh under the effect of shear 
load with the proposed element. In the next test, 
MacNeal’s beam with a length to thickness ratio of 30 
under the effect of shear load and moment in different 
meshes is analyzed. The proposed element has high 
accuracy in both tests. Also, Cook’s beam analysis with 
the proposed element proves the rapid rate of the new 
element. In order to evaluate the ability of the proposed 
element in the analysis of curved geometries, a curved 
beam was evaluated in both thick and thin modes under 
shear load. Finally, the sensitivity of the proposed 
element to mesh distortion was investigated. To do this, 
a mesh with two distorted elements was analyzed. The 
degree of mesh distortion depended on the distortion 
parameter. The proposed element, even in coarse meshes 
with high distortion, results in a high accuracy response. 

4. Conclusion 

In this study, using a mixed functional and analytical 
response of the differential equation of plane problems, 
an eight-node element with high accuracy was proposed 
to analyze the plane structures. To do this, the Hellinger-
Reisner functional with independent stress and 
displacement fields was used. The intra-element stress 
field was obtained using the analytical response of the 
governing differential equation. Also, for the intra-
element displacement field, the eight-node element 
interpolation functions were used. Then, by minimizing 
the functional equation with respect to the independent 
fields, the stiffness matrix and the vector node force 
vector became available. Finally, in order to measure and 
evaluate the accuracy of the proposed element, numerous 
numerical tests were performed. These tests showed the 
very high accuracy of the proposed element in the 
analysis of various plane structures and its low sensitivity 
to distortion of mesh. 
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3. Results and Discussion 
For proving the excellent efficiency of the proposed 
element, several different benchmarks are used. First, the 
beam with a length-to-thickness ratio of 4 is analyzed in 
a distorted four-element mesh under the effect of shear 
load with the proposed element. In the next test, 
MacNeal’s beam with a length to thickness ratio of 30 
under the effect of shear load and moment in different 
meshes is analyzed. The proposed element has high 
accuracy in both tests. Also, Cook’s beam analysis with 
the proposed element proves the rapid rate of the new 
element. In order to evaluate the ability of the proposed 
element in the analysis of curved geometries, a curved 
beam was evaluated in both thick and thin modes under 
shear load. Finally, the sensitivity of the proposed 
element to mesh distortion was investigated. To do this, 
a mesh with two distorted elements was analyzed. The 
degree of mesh distortion depended on the distortion 
parameter. The proposed element, even in coarse meshes 
with high distortion, results in a high accuracy response. 

4. Conclusion 

In this study, using a mixed functional and analytical 
response of the differential equation of plane problems, 
an eight-node element with high accuracy was proposed 
to analyze the plane structures. To do this, the Hellinger-
Reisner functional with independent stress and 
displacement fields was used. The intra-element stress 
field was obtained using the analytical response of the 
governing differential equation. Also, for the intra-
element displacement field, the eight-node element 
interpolation functions were used. Then, by minimizing 
the functional equation with respect to the independent 
fields, the stiffness matrix and the vector node force 
vector became available. Finally, in order to measure and 
evaluate the accuracy of the proposed element, numerous 
numerical tests were performed. These tests showed the 
very high accuracy of the proposed element in the 
analysis of various plane structures and its low sensitivity 
to distortion of mesh. 
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3. Results and Discussion 
For proving the excellent efficiency of the proposed 
element, several different benchmarks are used. First, the 
beam with a length-to-thickness ratio of 4 is analyzed in 
a distorted four-element mesh under the effect of shear 
load with the proposed element. In the next test, 
MacNeal’s beam with a length to thickness ratio of 30 
under the effect of shear load and moment in different 
meshes is analyzed. The proposed element has high 
accuracy in both tests. Also, Cook’s beam analysis with 
the proposed element proves the rapid rate of the new 
element. In order to evaluate the ability of the proposed 
element in the analysis of curved geometries, a curved 
beam was evaluated in both thick and thin modes under 
shear load. Finally, the sensitivity of the proposed 
element to mesh distortion was investigated. To do this, 
a mesh with two distorted elements was analyzed. The 
degree of mesh distortion depended on the distortion 
parameter. The proposed element, even in coarse meshes 
with high distortion, results in a high accuracy response. 

4. Conclusion 

In this study, using a mixed functional and analytical 
response of the differential equation of plane problems, 
an eight-node element with high accuracy was proposed 
to analyze the plane structures. To do this, the Hellinger-
Reisner functional with independent stress and 
displacement fields was used. The intra-element stress 
field was obtained using the analytical response of the 
governing differential equation. Also, for the intra-
element displacement field, the eight-node element 
interpolation functions were used. Then, by minimizing 
the functional equation with respect to the independent 
fields, the stiffness matrix and the vector node force 
vector became available. Finally, in order to measure and 
evaluate the accuracy of the proposed element, numerous 
numerical tests were performed. These tests showed the 
very high accuracy of the proposed element in the 
analysis of various plane structures and its low sensitivity 
to distortion of mesh. 
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3- Results and Discussion
For proving the excellent efficiency of the proposed 

element, several different benchmarks are used. First, the 
beam with a length-to-thickness ratio of 4 is analyzed in a 
distorted four-element mesh under the effect of shear load 
with the proposed element. In the next test, MacNeal’s 
beam with a length to thickness ratio of 30 under the effect 
of shear load and moment in different meshes is analyzed. 
The proposed element has high accuracy in both tests. Also, 
Cook’s beam analysis with the proposed element proves the 
rapid rate of the new element. In order to evaluate the ability 
of the proposed element in the analysis of curved geometries, 
a curved beam was evaluated in both thick and thin modes 
under shear load. Finally, the sensitivity of the proposed 
element to mesh distortion was investigated. To do this, a 
mesh with two distorted elements was analyzed. The degree 
of mesh distortion depended on the distortion parameter. The 
proposed element, even in coarse meshes with high distortion, 
results in a high accuracy response.

4- Conclusion
In this study, using a mixed functional and analytical 

response of the differential equation of plane problems, 
an eight-node element with high accuracy was proposed 
to analyze the plane structures. To do this, the Hellinger-
Reisner functional with independent stress and displacement 
fields was used. The intra-element stress field was obtained 
using the analytical response of the governing differential 
equation. Also, for the intra-element displacement field, the 
eight-node element interpolation functions were used. Then, 
by minimizing the functional equation with respect to the 
independent fields, the stiffness matrix and the vector node 

force vector became available. Finally, in order to measure 
and evaluate the accuracy of the proposed element, numerous 
numerical tests were performed. These tests showed the very 
high accuracy of the proposed element in the analysis of 
various plane structures and its low sensitivity to distortion 
of mesh.
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تحلیل مسائل دوبعدی با روش اجزای محدود درهم بر پایه پاسخ تحلیلی معادله دیفرانسیل
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خلاصه: در این مقاله یك جزء مرتبه بالاي هشت گرهي برپایه ي پاسخ تحلیلي معادله دیفرانسل حاکم، براي تحلیل سازه هاي 
دوبعدي پیشنهاد مي گردد. رابطه سازی جزء پیشنهادی بر پایه ی تابعی درهم هلینگر-رایزنر و پاسخ تحلیلی معادله سازگاری حاکم 
بر مسئله های دوبعدی انجام می پذیرد. شایان ذکر است جهت رابطه سازی اجزای محدود با تابعی درهم هلینگر-رایزنر، نیاز به دو 
میدان مستقل تنش و جابجایی در درون جزء می باشد. برای این منظور ابتدا، با حل تحلیلی معادله سازگاری، تابع های تنش آیری در 
دسترس قرار می گیرد. با بهره جویی از این تابع های تنش، میدان تنش درون جزء به دست می آید. هم چنین،  میدان جابجایی درجه 
دوم هم عامل هشت گرهی برای جابجایی درون جزء به کار می رود. با به کاربردن تابعی درهم هلینگر-رایزنر و ایستا کردن آن نسبت 
به میدان های مستقل تنش و جابجایی، ماتریس سختی و بردار نیروهای گرهی جزء در دسترس قرار می گیرند. در پایان با آزمون هاي 
عددي گوناگون، دقت و کارایي جزء پیشنهادي مورد ارزیابي قرار مي گیرد. این آزمون ها دقت بسیار بالای جزء پیشنهادی را در تحلیل 

سازه های دوبعدی به اثبات می رسانند.  
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مقدمه- 1
تحلیل  براي  زیادي   جزءهاي  محدود،  اجزاي  روش  پیدایش  زمان  از 
مسأله های صفحه ای پیشنهاد شده است. در این میان، جزءهای چهار گرهی 
و هشت گرهی هم عامل گرچه فراگیرترند، اما این جزءها در شبکه های بد 
شکل پاسخ قابل قبول را به دست نمی دهند و با افزایش بد شکلی شبکه، 
بنابراین تلاش های زیادی برای  افزایش پیدا می کند ]1[.  خطای پاسخ نیز 
یافتن دیگر گونه های رابطه سازی که دارای دقت بالا و حساسیت کمی نسبت 
به کجی شبکه داشته باشند، انجام گرفته است. در همین راستا، می توان به 
رابطه سازی های درهم و پیوندی اشاره نمود ]2[. در این رابطه سازی ها شمار 

میدان هاي اصلي بیش از یک میدان است. 
برپا  جزء  درون  در  مستقل  میدان هاي  تعریف  با  درهم1  تابعي هاي 
مي گردند. این تابعي ها ابزار قدرتمندي را، براي آفرینش جزء هاي با کارائي 
تابعي هاي  برپایه ي  که  جزءهایي  مي آورند.  فراهم  محدود  اجزاي  در  بالا 

1  Mixed finite element

تابعی های  از مشهورترین  را جزءهای درهم مي نامند. یکی  استواراند  درهم 
در  می باشد.  هلینگر-رایزنر  تابعی  محدود،  اجزای  سازی  رابطه  برای  درهم 
میدان های  عنوان  به  جزء،  درون  جابه جایی  و  تنش  میدان های  تابعی،  این 
یکی  جابه جایی،  مستقل  میدان  تعریف  دلیل  به  می گردند.  تعریف  مستقل 
از مهم ترین برتري های این شیوه رابطه سازی، رهایي از شرط پیوستگي در 
مرزهای جزء مي باشد ]3[. نخستین جزء درهم تنش برای تحلیل مسأله های 
تنش صفحه ای توسط پین ]4[ در سال 1964 پیشنهاد شد. گرچه این جزء 
دارای دقت بالایی نیست، اما این شیوه بعدها مبنای کار دیگر پژوهشگران 
فرضی،  تنش  تابع های  از  استفاده  با   ]5[ همکاران  و  اسپیلکر  گرفت.  قرار 
برپایه ی رابطه های اجزای محدود پیوندی تنش، دو جزء چهار گرهی و هشت 
از  بهره جویی  با  پیشنهاد کردند.  دوبعدی  مسأله های  تحلیل  برای  را  گرهی 
هلینگر- تابعی  هم چنین  و  تنش  میدان  برای  کامل  چندجمله ای  تابع های 

رایزنر، پین و سومیهارا ]6[ یک جزء چهار گرهی را برای تحلیل مسأله های 
حل  یک  بجای  پژوهشگران،  از  برخی  کردند.  رابطه سازی  تنش صفحه ای 
فرضی برای میدان تنش، از تابع های آزمایشی که معادله سازگاری را برقرار 
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می کند، بهره جستنده اند. فو و همکاران ]7[ با استفاده از تابع های آزمایشی 
تحلیل  برای  را  گرهی   8 جزء  یک  می کنند،  برقرار  را  سازگاری  معادله  که 
با  نیز   ]8[ همکاران  و  سن  هم چنین،  کردند.  پیشنهاد  صفحه ای  سازه های 
از همین شیوه، یک جزء چهار گرهی پیوندی تنش را رابطه سازی  استفاده 
کردند. باید دانست، چندین جزءهای مرتبه بالای 8 گرهی و 12 گرهی نیز، با 
استفاده از تابع های آزمایشی فرضی و تابعی پیوندی تنش، آفریده شده است 
]11-9[. شایان ذکر است، استفاده از تابع های تنش آیری فرضی، که معادله 
سازگاری را برقرار می کنند، برای تحلیل اجزای محدود سازه های صفحه ای 

ناهمسانگرد نیز به کار رفته است ]12 و 13[.
در این مقاله، با به کارگیری تابعی دو میدانی هلینگر-رایزنر، رابطه سازی 
می رسد.  انجام  به  آزادی،  درجه   16 با  گرهی  هشت  صفحه ای  جزء  یک 
میدان های مستقل در تابعی هلینگر-رایزنر1، میدان تنش و جابه جایی درون 
جزء می باشند. در جزء پیشنهادی، بجای استفاده از تابع های فرضی، میدان 
در  می گیرد.  قرار  دسترس  در  حاکم  دیفرانسی  معادله  تحلیلی  با حل  تنش 
در  آیری  تنش  تحلیلی  تابع های  حاکم،  سازگاری  معادله  حل  با  شیوه  این 
میدان  تنش،  تابع های  این  بردن  کار  به  با  سپس،  می گیرند.  قرار  دسترس 
درون  جابه جایی  میدان  برای  هم چنین،  می آیند.  به دست  جزء  درون  تنش 
جزء نیز، تابع های درون یاب جزء هشت گرهی هم عامل به کار می رود. در 
ادامه، با ایستا کردن تابعی درهم هلینگر-رایزنر نسبت به میدان های مستقل 
تنش و جابه جایی، ماتریس سختی و بردار نیروهای گرهی جزء پیشنهادی 
جزء  کارآیی  و  دقت  دادن  نشان  برای  سرانجام،  می گیرد.  قرار  دسترس  در 
پیشنهادی، مسأله های سنگ نشانه گوناگونی تحلیل خواهند شد و  پاسخ ها 
این  می گردند.  مقایسه  پژوهشگران  سایر  گرهی  هشت  جزء های  نتایج  با 
آزمون ها دقت بسیار بالای جزء پیشنهادی در تحلیل مسأله های مشکل را 
نشان می دهند. هم چنین، حساسیت بسیار کم جزء پیشنهادی به کجی شبکه 

با انجام این آزمون ها ثابت می شود.

 تابعی درهم هلینگر-رایزنر - 
تابعي  پیشنهادی،  جزء  محدود  اجزای  رابطه سازی  برای  مقاله  این  در 
تابعی میدان هاي جابه جایي و تنش  این  هلینگر-رایزنر استفاده می شود. در 
به عنوان میدان اصلي انتخاب مي شوند و میدان کرنش، میدان وابسته است. 

بنابراین، کارمایه نهفته کل سازه بر پایه این تابعی به صورت زیر می باشد:

1  Hellinger–Reissner
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}، به ترتیب میدان های مستقل جابه جایی  }σ }و }u  در رابطه کنوني
}، بردار کرنش وابسته به  }uε و تنش درون جزء می باشند. هم چنین، عامل
]نیز تنش را به کرنش درون جزء  ]C میدان جابه جایی است. ماتریس نرمی
پیوند می دهد. شایان ذکر است این ماتریس، معکوس ماتریس مواد می باشد. 
نیروهای  و  نیروهای حجمی  ترتیب،  به   ،{ }t̂ }و }b هم چنین، عامل های
سطحی وارد بر جسم را نشان می دهند. میدان های تنش و جابه جایی درون 
به  را می توان  آن  بر  وارد  لبه ای  نیروهای  یک جسم صفحه ای و هم چنین 

صورت زیر نوشت:
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هم چنین، ماتریس نرمی برای مسأله های صفحه ای به صورت می باشد:
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و  E E′ = صفحه ای تنش  مسأله های  برای  کنونی  رابطه ی  در 
و   ( )E E ν′ = − 21 صفحه ای کرنش  مسأله های  برای  و   ν ν′ =

ضریب  ترتیب  به  نیز،   ν و  E عامل های می باشد.  ( )ν ν ν′ = −1
به  وابسته  کرنش  بردار  هم چنین،  می باشند.  پوآسون  نسبت  و  کشسانی 

جابه جایی را می توان به صورت زیر به دست آورد:
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برای رابطه سازی اجزای محدود، میدان های تنش و جابه جایی درون جزء 
را می توان به صورت زیر نوشت:
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] به ترتیب، تابع های پنداشتی تنش و  ]N ]و ]P در رابطه های کنونی،
}و }β تابع های درونیاب جابه جایی درون جزء می باشند. هم چنین، بردارهای

} نیز، به ترتیب، عامل های ناشناخته تنش و بردار جابه جایی های گرهی  }D
جزء هستند. با جای گذاری رابطه های )7( و )8( در تابعی )1(، این معادله برای 

یک جزء مسأله ی صفحه ای، به صورت زیر نوشته می شود:
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] و هم چنین بردار نیروهای  ]H ] و ]G در معادله کنونی، ماتریس های
} به صورت زیر تعریف می شوند: }f گرهی
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باید   )9( تابعی  محدود،  اجزای  مفید  رابطه های  به  یافتن  دست  برای 
نسبت به میدان های مستقل تنش و جابه جایی ایستا گردد. بنابراین مشتق 
جابه جایی های  و   { }β تنش میدان  مجهول  بردار  به  نسبت   )9( رابطه ی 

}، صفر می گردد: }D گرهی
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} به  }β با توجه به معادله ی )13( بردار ضریب های مجهول تابع تنش
صورت زیر پیدا می گردد:
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بر  اجزای محدود حاکم  معادله   ،)14( رابطه ی  در   { }β با جای گذاری
مساله به صورت زیر به دست می آید:
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است  ذکر  ماتریس سختی جزء می باشد. شایان   [ ]K ،)17( رابطه  در 
که، بعد از حل مساله و یافتن جابه جایی های گرهی جزء، تنش درون آن را 

می توان به صورت زیر حساب کرد:
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میدان جابه جایی جزء- 3
میدان  برای  می دهد.  نشان  را  پیشنهادی  گرهی  هشت  جزء   1 شکل 
گرهی  درون یاب جزء هشت  تابع های  از  پیشنهادی،  جزء  داخلی  جابه جایی 
را  جزء  درون  جابه جایی  میدان  بنابراین  می شود.  استفاده   Q 8 هم عامل 

می توان به صورت زیر نوشت:
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ξ و  jN در دستگاه مختصات بدون بعد هم چنین، تابع های درون یاب
η، به صورت زیر می باشد:
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j می باشد. شایان  ) مختصات بدون بعد گره ),j jξ η در رابطه کنونی،
x و دستگاه مختصات  y− ذکر است، رابطه بین دستگاه مختصات کلی

ξبه صورت زیر می باشد: η− طبیعی بدون بعد
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زیر  صورت  به  می توان  را   )22( درون یاب  تابع های  مشتق  هم چنین، 
حساب کرد:
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 جزء هشت گرهی پیشنهادی: ۱ شکل

Fig. 1. Proposed 8-node element 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. جزء هشت گرهی پیشنهادی

Fig. 1. Proposed 8-node element
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میدان تنش جزء- 4
معادله  تحلیلی  پاسخ  از  میدان تنش  برای محاسبه  پیشنهادی،  در جزء 
معادله  این  می شود.  جویی  بهره  مسأله های صفحه ای  بر  حاکم  دیفرانسیل 

دیفرانسیل با صرف نظر از نیروهای حجمی، به صورت زیر می باشد:
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معادله تحلیلی  حل  با  می باشد.  آیری1  تنش  تابع   ،φ رابطه، این  در 
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با به کار بردن رابطه ی اویلر، می توان نوشت:
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با جای گذاری رابطه ی کنونی در رابطه )27(، این معادله صورت ساده تر 
زیر را پیدا می کند: 
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1  Airy stress function

jφ ها به صورت زیر قابل دستیابي است. این رابطه ها نخستین  بنابراین
بار توسط هریرا ارائه شد ]14[:

(31)

(27) ( )
( )

1

0 1

cos sin
cos 1

sin 1

n n
n n

n
n

n n
n

a r n b r n
c r n

d r n

 

 




+

= +

 + +
 

= − + 
 

−  

 

 

 

 

 

(28) ( ) ( )cos siniz re r i   = = +  
(29) ( ) ( ) ( )cos sin

nn i nz re r n i n   = = +  
 

(30) ( ) ( ) 2 2

0
2 2 2

Re Im

,

n n
n n n n

n
a r b z c r d z

r x y z x iy




=

   = + + +   

= + = +



 
 

(31) 

( )
( )

( )
( )

2
1

2
2

2
3

2
4

Re

Im
0,1,2,

Re

Im

k
k

k
k

k
k

k
k

r z

r z
k

z

z









+

+

+
+

+
+

 =

 = =

=


= 

(32) 

3 2
40

2 32 2
51

3 2
2 6

2 2 2 3
3 7

0

0 ; 1
2 3

3

x xy
x y yx y

k k
xy x xy

x y x y y




 
 

 = +=


= += + =  =  = = − 
 = − = − 

 

4 4 5 3 2 4
8 12

4 2 3 53 3
139

5 3 2 44 2 2 4
1410

4 2 3 53 3
1511

2 3
3 22 2

2 ; 3
10 56

5 104 4

x y x x y xy
x y x y yx y xy

k k
x x y xyx x y y
x y x y yx y xy

 







 = − = − −
 

= + −= + =  =  
= − += − + 

  = − += − 

 

 

، 15جمله نخستین تابع تنش  , , ,k =0 1 2 3 به عنوان نمونه با انتخاب
زیر در دسترس  به صورت  از ضریب های مجهول آن،  با صرف نظر  آیری 

قرار می گیرند:
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با مشتق گیری از تابع تنش آیری، میدان تنش درون جزء را می توان به 
صورت زیر حساب کرد:
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بنابراین میدان تنش داخلی جزء به صورت ماتریس زیر حساب می شود:
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} بردار ضریب های مجهول می باشد. تنش های  }β در رابطه ی کنونی
وابسته به تابع تنش آیری برای 15 جمله اول آن در جدول 1 آمده است.

جدول 1. تابع های  تنش آیری و تنش های وابسته به آن

Table 1. Airy stress functions and related stresses

 های وابسته به آنتنش آیری و تنش های تابع  :۱ جدول 

Table 1. Airy stress functions and related stresses 

i   x y xy 
x y+2 2   2 2 0 

xy2   0 0 2- 
x y−2 2   2- 2 0 
x xy+3 2   x2 x6 y−2 
x y y+2 3   y6 y2 x−2 
x xy−3 23   x−6 x6 y6 
x y y−2 33   y−6 y6 x−6 
x y−4 4   y− 212 x212 0 

x y xy+3 32 2   xy12 xy12 x y− −2 26 6 
x x y y− +4 2 2 46   y x−2 212 12 x y−2 212 12 xy24 

x y xy−3 34 4   xy−24 xy24 y x−2 212 12 
x x y xy− −5 3 2 42 3   x xy− −3 24 36 x xy−3 220 12 x y y+2 312 12 
x y x y y+ −4 2 3 53 2   x y y−2 312 20 x y y+2 336 4 x xy− −3 212 12 

x x y xy− +5 3 2 410 5   x xy− +3 220 60 x xy−3 220 60 x y y−2 360 20 
x y x y y− +4 2 3 55 10   x y y− +2 360 20 x y y−2 360 20 xy x−2 360 20 
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کمینه ي جمله هایي که از حل تحلیلی انتخاب مي شود، وابسته به شمار 
درجه آزادي هاي جزء است. تعداد جمله هاي لازم و نه کافي براي جلوگیري 
از ناپایداري هاي عددي و کمبود رتبه ی ماتریس سختي از رابطه ي زیر به 

دست می آید ]15[:
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حالت هاي حرکت جسم صلب را نشان مي دهد. باید افزود، به  r عامل 
کار بردن حالت هاي حرکت جسم صلب سبب ایجاد کارمایه ي کرنشي اضافی 
در جزء مي شود. از این رو، باید این حالت ها را حذف نمود. تعداد حالت هاي 
) مي باشد  )r = 3 حرکت جسم صلب در مسأله های صفحه ای، برابر با سه
مي باشد.   z محور گرد  دوراني  حالت  یک  و  انتقالي  حالت  دو  شامل  که 

بنابراین، رابطه ي )35( براي مسأله های صفحه ای به صورت زیر در مي آید:
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به طور معمول کمترین شمار پاسخ های همگن که شرط معادله ی )36( 
را برآورده سازد، بالاترین دقت را برای جزء فراهم می آورد]16[. بنابراین جزء 

پیشنهادی، با 15 تابع تنش آیری بیشترین دقت را دارا است.

آزمون های عددی- 5
در این بخش دقت و کارآیی جزء پیشنهادی مورد ارزیابی قرار می گیرد. 
برای این منظور چند سازه صفحه ای تحلیل می گردد و نتایج جزء پیشنهادی با 
یافته های سایر پژوهشگران مقایسه می شود. شایان ذکر است که، آزمون های 

مسأله های سنگ  مشهورترین  در شمار  بخش،  این  در  رفته  کار  به  عددی 
کار  به  صفحه ای  جزءهای  کارآیی  و  دقت  سنجش  برای  که  است  نشانه 

می رود. نتایج جزءهای 8 گرهی زیر، برای مقایسه به کار می رود:
جزء هشت گرهی هم عامل ]1[ 	-
جزء هشت گرهی رابطه سازی شده با روش مختصات سطحی  	-

مربعی ]17[
جزء هشت گرهی رابطه سازی شده با روش مختصات سطحی  	-

مربعی ]18[
جزء هشت گرهی سازگار مرتبه بالا ]19[ 	-
جزء هشت گرهي برپایه تابع هاي تنش فرضي ]11[ 	-
جزء هشت گرهی با ماتریس سختی نامتقارن ]11 و 20[ 	-
جزء هشت گرهی با انتگرال گیری مستقیم ]21[ 	-

پیشنهادی،  مانند جزء  تمامی جزءهای ذکر شده،  است که  شایان ذکر 
دارای 8 گره و 16 درجه آزاد می باشند.

تیر طره زیر اثر برش- 1- 5
توزیع با   P = برشی40 بار  اثر  زیر  تیر طره  ابتدا یک  آزمون  این  در 
، عرض l = 48 دارای طول تیر  این  تحلیل می گردد.   y

y yq = −
25 5

3 36
t می باشد. شکل 2 هندسه تیر به همراه شبکه به  و ضخامت1= h =12
کار رفته برای تحلیل را نشان می دهد. هم چنین، ضریب کشسانی و نسبت 
ν/ می باشد.  =0 25 E و  = 30000 پواسون مصالح تیر نیز به ترتیب 
با انجام تحلیل پاسخ خیز در نقطه A برای جزء پیشنهادی و جزءهای سایر 
پژوهشگران در جدول 2 درج می گردد. با بررسی این جدول مشاهده می شود 
که دقت جزء پیشنهادی بسیار بالا است و پاسخ بدست آمده با مقدار مرجع 

یکسان می باشد.

16 4 8 20

12121212

12

P=
 4

0

A

x

y

 
 تیر طره زیر اثر بار برشی : ۲ شکل

Fig. 2. Cantilever beam under shear loading 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  . تیر طره زیر اثر بار برشی

Fig. 2. Cantilever beam under shear loading
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جدول  . جابه جایی قائم تیر طره زیر اثر بار برشی

Table 2. Tip deflection of cantilever beam under shear loading
 قائم تیر طره زیر اثر بار برشی  جاییجابه :۲ جدول 

Table 2. Tip deflection of cantilever beam under shear loading 

  جزء
جزء  

 پیشنهادی 
 مرجع 

[21] 
 مرجع 

[19] 
 مرجع 

[11] 
 مرجع 

[20] 
 مرجع 

[18] 
 عاملجزء هم 

[1] 
 3481/0 3519/0 3518/0 3572/0 3482/0 3538/0 3558/0  نتایج

دقیق پاسخ 
[۲۲] 

 3558/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 تیر طره مک نیل5- 2- 
مک نیل،  طره  تیر  پیشنهادی،  جزء  توانایی های  دادن  نشان  منظور  به 
تحلیل می گردد. برای تحلیل، سه نوع شبکه بندی منظم، ذوزنقه ای و متوازی 
الاضلاع به کار می رود. شکل 3 تیر مک نیل به همراه شبکه بندی های به کار 
رفته را نشان می دهد. این آزمون که توسط مک نیل پیشنهاد شده است، یک 
آزمون رایج برای سنجش دقت جزء و حساسیت آن به بد شکلی شبکه می باشد 
E = 710 ]33[. ضریب پواسون، مدول کشسانی و ضخامت تیر به ترتیب

t/ می باشد. برای تحلیل دو حالت بارگذاری خمش  =0 1 ν/ و  =0 3  ،
و برش واحد در انتهای تیر به کار می رود و تغییر  /M =0 2 خالص با لنگر
مکان عمودی در انتهای تیر حساب می گردد. پاسخ تحلیلی برای بارگذاری 
v/ می باشد.  = −0 0054 برشی، برای حالت  و  /v = −0 خمشی1081
در  پژوهشگران،  دیگر  نتایج  همراه  به  پیشنهادی  جزء  با  تیر  تحلیل  نتایج 
جدول 3 آورده شده است. با بررسی این جدول، مشاهده می گردد که دقت 

جزء پیشنهادی بسیار بالا است.
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 نیلمک تیر طره : ۳ شکل

Fig. 3. MacNeal’s cantilever beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. تیر طره مک نیل

Fig. 3. MacNeal’s cantilever beam
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 تیر طره کوک5- 3- 
تا کنون تمامی آزمون هایی که مورد بررسی قرار گرفت دارای هندسه ی 
شبکه،  کجی  به  جزء  حساسیت  بررسی  برای  که  چند  هر  بودند.  منظم 
شبکه های نامنظم تولید می شد. یکی از آزمون های معمول که برای بررسی 
دقت و توانایی جزء در حل مسأله های صفحه ای با هندسه ی نامنظم به کار 
می رود، تیر طره کوک می باشد. این تیر که زیر اثر یک برش واحد در انتهای 
آزاد آن قرار دارد، توسط کوک پیشنهاد شده است. شکل 4 تیر طره کوک 
با یک شبکه بندی 2×2 را به همراه مشخصات مواد، هندسه و بارگذاری آن 

نشان می دهد.
با تحلیل تیر با جزء پیشنهادی، جابه جایی در نقطه ی C، تنش بیشینه در 
نقطه A و تنش کمینه در نقطه ی B حساب می گردد. نتایج تحلیل به همراه 
مسأله  این  است.  شده  درج   4 جدول  در  پژوهشگران  سایر  جزءهای  نتایج 
دارای پاسخ تحلیلی نمی باشد و پاسخ مرجع ]22[ برای مقایسه به کار می رود. 
بررسی این جدول نشان می دهد که دقت جزء پیشنهادی بسیار بالا می باشد.

 تیر طره خمیده نازک5- 4- 
انتها گیردار و در سر  نازک که در یک  تیر خمیده  آزمون یک  این  در 
آزاد آن تیر یک برش واحد قرار دارد، مورد بررسی قرار می گیرد. شکل 5 تیر 
طره خمیده به همراه مشخصه های آن را نشان می دهد. تیموشنکو و گودیر 
پاسخ تحلیلی خیز قائم تیر خمیده زیر اثر نیروی برشی، به صورت زیر ارائه 

کرده اند ]23[:
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جدول  3. جابه جایی قائم بهنجار شده تیر طره مک نیل زیر اثر بار برشی و خمش خالص

Table 3. Normalized tip deflection of MacNeal’s thin beam for different load cases and mesh geometry
 زیر اثر بار برشی و خمش خالص  نیلمک قائم بهنجار شده تیر طره  جاییجابه: 3 جدول 

Table 3. Normalized tip deflection of MacNeal’s thin beam for different load cases and mesh geometry 

 جزء
 لنگر خمشی   نیروی برشی 
 3شبکه  ۲شبکه  ۱شبکه   3شبکه  ۲شبکه  ۱شبکه  

 939/0 994/0 000/1  854/0 919/0 951/0  [ 1] عاملجزء هم 
 000/1 000/1 000/1  895/0 903/0 951/0  [18]مرجع 
 987/0 992/0 983/0  957/0 984/0 974/0  [20] مرجع 
 007/1 004/1 994/0  011/1 006/1 990/0  [11] مرجع 
 000/1 000/1 000/1  922/0 926/0 982/0  [21] مرجع 

 000/۱ 000/۱ 000/۱  966/0 968/0 978/0  جزء پیشنهادی
 000/۱( -0054/0)   000/۱( -۱08۱/0)   [ ۱8] پاسخ دقیق
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 تیر طره کوک: ۴ شکل

Fig. 4. Cook’s skew cantilever beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. تیر طره کوک

Fig. 4. Cook’s skew cantilever beam
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جدول  4. جابه جایی و تنش در تیر طره کوک زیر اثر بار برشی

Table 4. Deflection and stress of Cook’s skew beam under unit shear load

 و تنش در تیر طره کوک زیر اثر بار برشی  جاییجابه :4جدول 

Table 4. Deflection and stress of Cook’s skew beam under unit shear load 

 cv  maxA  minB  جزء  بندیشبکه

۲×۲ 

 - 2275/0  2479/0  72/22  [ 1] عاملجزء هم  
 - 2142/0  1959/0  98/22  [18]مرجع  
 - 2144/0  2523/0  98/22  [17] مرجع  
 - 1682/0  2133/0  88/22  [19] مرجع  
 -  -  -  [20] مرجع  
 -  -  -  [11]مرجع  
 - 1731/0  2463/0  91/23  [21] مرجع  
 -۱77۱/0  0/ ۲434  80/۲3  جزء پیشنهادی 

         

4×4 

 - 2007/0  2421/0  71/23  [ 1] عاملجزء هم  
 - 2024/0  2414/0  74/23  [18]مرجع  
 - 2024/0  2415/0  74/23  [17] مرجع  
 - 1949/0  2118/0  80/23  [19] مرجع  
 - 2019/0  2256/0  75/23  [20] مرجع  
 - 2222/0  2404/0  61/23  [11]مرجع  
 - 2058/0  2235/0  79/23  [21] مرجع  
 - 0/ ۲049  0/ ۲404  96/۲3  جزء پیشنهادی 

         

8×8 

 - 2041/0  2390/0  88/23  [ 1] عاملجزء هم  
 - 2041/0  2389/0  89/23  [18]مرجع  
 - 2041/0  2389/0  89/23  [17] مرجع  
 - 2034/0  2338/0  93/23  [19] مرجع  
 - 2041/0  2330/0  89/23  [20] مرجع  
 - 2041/0  2387/0  01/24  [11]مرجع  
 - 2024/0  2339/0  90/23  [21] مرجع  
 - ۲037/0  ۲373/0  96/۲3  جزء پیشنهادی 

 -0/ ۲0۲3  ۲36۲/0  96/۲3    [ ۲۲]پاسخ مرجع 
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با بکار بردن جزء پیشنهادی جابجایی انتهای آزاد آن حساب می گردد و با 
پاسخ تحلیلی مقایسه می شود. پاسخ تحلیلی برای جابه جایی قائم انتهای تیر

Av/ می باشد. پاسخ های بهنجار شده خیز برای جزء پیشنهادی  =0 0886
و سایر جزءها در جدول 5 درج شده است. این جدول نشان می دهد که دقت 

و سرعت همگرایی جزء پیشنهادی بسیار بالا می باشد.

تیر طره خمیده ضخیم - 5- 5
خمیده ضخیم  طره  تیر  پیشنهادی،  جزء  دقت  برای سنجش  ادامه،  در 

جدول  5. جابه جایی قائم بهنجار شده تیر طره خمیده نازک زیر اثر بار برشی

Table 5. Normalized tip deflection of a thin curved beam
 زیر اثر بار برشی  قائم بهنجار شده تیر طره خمیده نازک جاییجابه :5جدول 

Table 5. Normalized tip deflection of a thin curved beam 
 حل تحلیلی  ۱×4 ۱×3 ۱×۲  جزء

  9785/0 9644/0 9288/0  [ 1] عاملجزء هم 
  9844/0 9689/0 9240/0  [20] مرجع  ۱( 0886/0)

  0۱۱9/۱ 0۲۲۱/۱ ۱/ 0539  جزء پیشنهادی
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 تیر طره خمیده نازک  :5شکل 

Fig. 5. Thin curved beam 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. تیر طره خمیده نازک

Fig. 5. Thin curved beam

تحلیل می گردد. شکل 6 سازه تیر با شبکه بندی 4×1 را به همراه مشخصات 
P در انتهای آزاد  = 600 آن نشان می دهد. این تیر زیر اثر نیروی برشی 
آن تحلیل می شود. شایان ذکر است در این آزمون، نسبت پواسون مصالح 
. با انجام تحلیل، جابه جایی نقطه ی A حساب  ( )ν =0 صفر لحاظ می گردد
در  پژوهشگران  سایر  یافته های  همراه  به  پیشنهادی  جزء  نتایج  و  می گردد 
جدول 6 درج می شود. این جدول نشان دهنده دقت بالای جزء پیشنهادی در 

تحلیل این سازه می باشد.

1000
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 ۱×۴ بندیشبکه با  تیر طره خمیده ضخیم :6شکل 

Fig. 6. Thick curved beam with 1×4 mesh 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. تیر طره خمیده ضخیم با شبکه بندی 4×1

Fig. 6. Thick curved beam with 1×4 mesh
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( )ν =0 جدول 6. جابه جایی قائم تیر طره خمیده ضخیم زیر اثر بار برشی 

Table 6. Tip deflection of a thick curved beam under shear loading  ( )ν =0

)قائم تیر طره خمیده ضخیم زیر اثر بار برشی  جاییجابه  :6جدول  ) =0 

( ) =0under shear loading  curved beam thickip deflection of a T .6 ableT 
 حل تحلیلی  ۱×4  ۱×۲  ۱×۱  جزء

  6/88  4/77  2/30  [ 1] عاملجزء هم 

4/90 
  1/84  5/75  7/42  [18]مرجع 
  0/89  4/87  3/86  [21]مرجع 

  4/90  5/90  5/56  جزء پیشنهادی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

توانایی های جزء پیشنهادی در تحلیل  به منظور نشان دادن  هم چنین، 
مواد نزدیک تراکم ناپذیر و نیز نبود مشکل قفل نسبت پواسون، این سازه با 
نسبت های مختلف ضریب پواسون تحلیل می گردد. اهمیت این آزمون در آن 
است که، برخی از جزءها ممکن است که، در مواد نزدیک تراکم ناپذیر، دچار 
با خطای زیاد را به دست دهند.  مشکل قفل نسبت پواسون  شوند و پاسخ 
با  می رود.  بکار   1×6 شبکه بندی  سازه  تحلیل  برای  که،  می گردد  یادآوری 
ν/ مسأله تحلیل  =0 4999 ν تا  تغییر نسبت پواسون مصالح تیر، از0=
شده و جابه جایی آن در جدول 7 آمده است. این جدول نشان دهنده ی دقت 
نزدیک  مواد  در  پواسون  نسبت  قفل  مشکل  نبود  و  پیشنهادی  جزء  بالای 

تراکم ناپذیر می باشد.

بررسی حساسیت جزء به کجی شبکه - 6- 5
به منظور بررسی حساسیت جزء پیشنهادی به کجی شبکه، یک تیر طره 
زیر اثر لنگر خمشی خالص تحلیل می گردد. این مسأله یک آزمون مرسوم 
برای بررسی حساسیت جزء به کجی شبکه می باشد که توسط پیلتنر و تیلور 
]24[ پیشنهاد شده است. عامل e، میزان کجی شبکه را مشخص می کند. به 
e شبکه منظم را نشان می دهد و با افزایش آن میزان کجی  گونه ای که0=
شبکه نیز افزایش پیدا می کند. شایان ذکر است، این سازه با به کار بردن دو 
جزء تحلیل می گردد. شکل 7 این تیر را به همراه بارگذاری و مشخصه های 
هندسی آن را نشان می دهد. جابه جایی نقطه ی A و هم چنین مقدار تنش

xσ در نقطه B برای جزء پیشنهادی به همراه نتایج سایر پژوهشگران در 

جدول 8 آمده است. با بررسی این جدول مشاهده می شود، که حساسیت جزء 
پیشنهادی به کجی شبکه بسیار کم می باشد. 

جدول 7. جابه جایی قائم تیر طره خمیده ضخیم برای مقدارهای مختلف نسبت پواسون

Table 7. Tip deflection of thick curved beam for various Poisson’s ratio
 برای مقدارهای مختلف نسبت پواسونجایی قائم تیر طره خمیده ضخیم جابه: 7جدول 

Table 7. Tip deflection of thick curved beam for various Poisson’s ratio 

 جزء
 نسبت پواسون 

 0 3/0 49/0 499/0 4999 /0 
 4023/86 4134/86 5229/86 3112/88 4141/89  [ 1] عاملجزء هم 

 90۲9/89 905۱/89 9۲74/89 ۲936/90 4338/90  جزء پیشنهادی
 4067/90  حل تحلیلی
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جدول 8. جابه جایی قائم و تنش بهنجار شده تیر طره با عامل کجی شبکه زیر اثر لنگر خمشی

Table 8. Normalized deflection and stress of cantilever beam subjected to a pure bending for different values 
of the mesh distortion parameter e

 لنگر خمشی زیر اثر   با عامل کجی شبکه بهنجار شده تیر طره و تنش قائم  جاییجابه :8جدول 

Table 8. Normalized deflection and stress of cantilever beam subjected to a pure bending for different 
values of the mesh distortion parameter e 

 جزء
 e پاسخ دقیق 
 0 5/0 ۱ ۲ 3 4 9/4 

 [ 1] عاملجزء هم 

Av 
000/1 9996/0 9936/0 8939/0 5971/0 3201/0 1975/0 

 059/1 037/1 019/1 007/1 002/1 000/1 000/1 [18]مرجع  000/۱( ۱00)
 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ جزء پیشنهادی

          

 [ 1] عاملجزء هم 

,x B 
000/1 011/1 040/1 097/1 079/1 235/1 416/6 

 779/0 828/0 966/0 911/0 968/0 989/0 000/1 [18]مرجع  000/۱( -3000)
 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ 000/۱ جزء پیشنهادی
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 تیر طره برای آزمون کجی شبکه  :7شکل 

Fig. 7. Cantilever beam with two elements for the mesh distortion test 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. تیر طره برای آزمون کجی شبکه

Fig. 7. Cantilever beam with two elements for the mesh distortion test

نتیجه گیری- 6
معادله  تحلیلی  پاسخ  و  درهم  تابعی  از  بهره جویی  با  پژوهش،  این  در 
بالا برای  با دقت  دیفرانسیل مسأله های صفحه ای، یک جزء هشت گرهی 
تحلیل اجرای محدود سازه های صفحه ای پیشنهاد شد. برای این کار، از تابعی 
هلینگر-رایزنر با میدان های مستقل تنش و جابه جایی بهره جویی شد. میدان 
تنش داخل جزء با استفاده از پاسخ تحلیلی معادله دیفرانسیل حاکم به دست 
آمد. هم چنین، برای میدان جابه جایی درون جزء نیز، تابع های  درون یاب جزء 

هشت گرهی هم عامل به کار رفت. در ادامه با ایستا سازی معادله تابعی، 
نسبت به میدان های مستقل، ماتریس سختی و بردار نیروهای گرهی جزء 
پیشنهادی در دسترس قرار گرفت. در پایان به منظور سنجش و ارزیابی دقت 
جزء پیشنهادی آزمون های عددی پرشماری انجام شد. این آزمون ها گویای 
دقت بسیار بالای جزء پیشنهادی در تحلیل سازه های گوناگون صفحه ای و 

حساسیت کم آن به بدشکلی و کجی شبکه بندی، بودند.
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