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ABSTRACT: In the present study, considering the magnetic tractions and heat generated by electric 
current and eddy current, new nonlinear equations have been proposed to investigate the vibrational 
behavior of ferromagnetic plates carrying an electric current under a magnetic field. After extracting 
the governing differential equations of the system using Newton’s second law, the coupled nonlinear 
equations are discretized using the Galerkin method and then solved numerically. The numerical results 
presented in the present study are compared with the results in the technical literature and then the 
effect of different parameters on the vibration characteristics of soft ferromagnetic plates is investigated. 
The results show that the magnetic field and electric current have a significant effect on the vibration 
behavior of the plate and lead to an increase in the amplitude oscillations of the system. The presence of 
a magnetic field reduces the equivalent stiffness of the plate and increases it, resulting in static instability 
in the system. Also, by considering the force created by magnetic tractions, a static rise is created in 
the plate and affects its steady-state response. In the study of thermal effects, it was found that the 
assumption of thermal coupling increases the natural frequency of the plate.
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1- Introduction
Electromagnetic solids include a wide range of materials 

and the interaction of mechanical and electromagnetic loads 
has a significant effect on their deformation. In most cases, 
the behavior of electromagnetic materials is described by a 
system of motion equations and Maxwell equations. 

In the present paper, considering the interaction between a 
ferromagnetic material and magnetic field, magnetic tractions, 
and the temperature generated by electric currents, new 
thermo-magneto-electro-mechanical equations are obtained 
to study the transverse vibration behavior of ferromagnetic 
beams located in the magnetic field. The effect of electric 
current is presented. For this purpose, motion equations 
have been extracted using strain-displacement relations 
and equilibrium equations. Then, by applying the Galerkin 
method and numerical solution of the obtained coupling 
equations, the effect of different parameters on the vibrational 
behavior of these plates has been studied.

2- Methodology
 According to Fig. 1, the isotropic conduction plate is 

considered to be the length a, the width b, and the thickness 
h, which carries the electric current along the x-axis and is 
affected by the intensity of the inclined magnetic field 0B .

 According to Maxwell’s classical relations, Maxwell’s 

electromagnetic stress tensor is obtained as follows [1]:
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Fig. 1. The ferromagnetic thin plate under the influence of 
magnetic field and electric current 
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   Also, using the classical Fourier heat transfer 
model, the energy equation of the conduction heat 
transfer [2, 3] is extracted as follows: 
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 The above equation expresses the relationship 
between displacement-temperature fields based on the 
theory of thermoelasticity for isotropic material under 
the influence of heat. 

4. Solution of the Governing Equation 

In order to solve the governing equations which are 
nonlinear equations, the Galerkin method is used. For 
this purpose, the following expansions are considered 
for the field of elastic displacement and temperature 
distribution [6]: 

1 1
( , ) ( ) ( ), ( , ) ( ) ( )

R R

i i i i
i i

q t t        
 

      (4) 

 

By placing hypothetical answers in the equations of 
motion and energy, the partial differential equations are 
discretized as differential equations with ordinary 
derivatives, in which the unknown functions of the 
generalized coordinates can be calculated. And the time 
response of the system will have obtained for different 
values of system parameters. 
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the energy equation of the conduction heat transfer [2, 3] is 
extracted as follows:
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   Also, using the classical Fourier heat transfer 
model, the energy equation of the conduction heat 
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 The above equation expresses the relationship 
between displacement-temperature fields based on the 
theory of thermoelasticity for isotropic material under 
the influence of heat. 

4. Solution of the Governing Equation 

In order to solve the governing equations which are 
nonlinear equations, the Galerkin method is used. For 
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By placing hypothetical answers in the equations of 
motion and energy, the partial differential equations are 
discretized as differential equations with ordinary 
derivatives, in which the unknown functions of the 
generalized coordinates can be calculated. And the time 
response of the system will have obtained for different 
values of system parameters. 

 

 

Fig. 1. The ferromagnetic thin plate under the influ-
ence of magnetic field and electric current

Table 1. Changes in the free vibration frequency of a 
cantilever plate under a magnetic field to the magnetic 

field intensity

3 

5. Results and Discussion 

In the present paper, in order to enable the 
comparison of the results with the experimental results, 
the geometric characteristics of the ferromagnetic plate 
are presented in Table 1. The results show that with 
increasing the intensity of the magnetic field, the 
frequency of the system increases. 
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In the following, the effect of different parameters 
on the vibrational characteristics of ferromagnetic plates 
is studied. Fig. 2 shows the effect of magnetic field 
intensity on the frequency response of the ferromagnetic 
plate with simple supports at both ends for current J0 = 
2A. As can be seen, the magnetic field has a significant 
effect on the vibrational behavior of the structure and 
with increasing the intensity of the magnetic field, the 
amplitude of system oscillations also increases. 
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by electric currents, new mechanical-magnetic-thermal 
equations were presented to study the dynamic behavior 
of soft ferromagnetic plates. Discrete equations were 
studied using the Galerkin method and then the effect of 
different parameters on the vibrational characteristics of 
these systems was studied using the numerical solution. 
The results of the present study show that the 
component of the force created by magnetic tractions 
causes a change in the vibrational characteristics of the 
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مطالعه رفتار ارتعاشات غیرخطی ورق‌های فرومغناطیس حامل جریان الکتریکی در میدان‌های 
مغناطیسی 
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 .
خلاصه: در مطالعه حاضر، با در نظر گرفتن کشش‌های مغناطیسی و حرارت ایجاد شده در اثر جریان الکتریکی و جریان‌ گردابی، 
معادلات غیرخطی جدیدی برای بررسی رفتار ارتعاشی ورق‌های فرومغناطیس حامل جریان الکتریکی واقع در میدان مغناطیسی ارائه 
شده است. پس از استخراج معادلات دیفرانسیل حاکم بر سیستم با استفاده از قانون دوم نیوتن، معادلات غیرخطی کوپل با استفاده 
از روش گالرکین گسسته‌سازی شده و سپس به صورت عددی حل شده‌‌اند. نتایج عددی ارائه شده در تحقیق حاضر با نتایج موجود 
در ادبیات فن مقایسه شده و سپس اثر پارامترهای مختلف بر روی مشخصه‌های ارتعاشی ورق فرومغناطیس نرم بررسی شده است. 
نتایج تحقیق نشان می‌دهد که میدان مغناطیسی و جریان الکتریکی تأثیر قابل توجهی بر روی رفتار ارتعاشی نوار ورق دارند و منجر 
به افزایش دامنه نوسانات سیستم می‌شوند. وجود میدان مغناطیسی باعث کاهش سفتی معادل ورق شده و افزایش آن ناپایداری 
استاتیکی را در سیستم رقم می زند. همچنین با در نظر گرفتن مؤلفه نیروی ایجاد شده در اثر کشش‌های مغناطیسی که نوآوری این 
مقاله می‌باشد، خیز استاتیکی در ورق ایجاد می‌شود و بر روی پاسخ حالت ماندگار آن تأثیر می‌گذارد. از طرفی در بررسی اثرات حرارتی 

مشخص گردید که فرض کوپل حرارتی باعث افزایش فرکانس طبیعی نوار ورق می‌شود..  
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مقدمه-1 
جامدات الکترومغناطیسی شامل یک طیف گسترده‌ای از مواد است که 
توجهی  قابل  تأثیر  الکترومغناطیسی  و  مکانیکی  بارهای  متقابل1  اثر  آن  در 
غیرخطی  اندرکنش  پدیده  دادن  رخ  دلیل  به  می‌گذارند.  شکل  تغییر  بر 
مغناطیزاسیون سازه‌ها و میدان مغناطیسی اعمالی، ناپایداری دینامیکی ورق 
همواره مورد توجه علوم نظری و مهندسی بوده است. اهمیت این موضوع 
منجر به استخراج مطالعات گسترده‌ای در این زمینه گردیده است. در بیشتر 
موارد، رفتار مواد الکترومغناطیس توسط سیستم معادلات حرکت و معادلات 
ماکسول2 توصیف می‌شود. در رساناهای الکتریکی، این دو مجموعه معادلات 
الکترو  )برای مثال: جامدات  لورنتس3 و در دی‌الکتریک‌ها  نیروی  از طریق 

1  Interaction
2  Maxwell’s equations
3  Lorentz force

استفاده  با  پیزومگنتیک7(  و  پیزوالکتریک6  مگنتواستریکتیو5،  استریکتیو4، 
میدان  بین  کوپلینگ  ماهیت  به  بسته  می‌شوند.  کوپل  ساختاری  روابط  از 
ماکسول  معادلات  از  مختلف  تقریب‌های  مکانیکی،  و  الکترومغناطیسی 
مختلف  فرمول‌های  شکل‌گیری  به  منجر  که  می‌گیرند  قرار  استفاده  مورد 
ریاضی، متغیر از سیستم‌های غیرخطی معادلات دیفرانسیل جزئی پارابولیک8 
می‌شود.  جزئی  دیفرانسیل  معادلات  سیستم‌های خطی  به  هایپربولیک9   و 
گستره مطالعات اولیه بیشتر محدود به رساناهای الاستیک خطی و همسانگرد 
الکترومغناطیسی  جامدهای  روی  بر  اخیر  مطالعات  که  حالی  در  می‌شد، 
میدان‌های  بین  تعامل  الکتریکی،  رساناهای  در  است]4-1[.  شده  متمرکز 
مکانیکی و الکترومغناطیسی به دلیل نیروی لورنتس است که توسط میدان 
کاربردهای  علت  به  پیزوالکتریک  مواد  می‌شود.  اعمال  الکترومغناطیسی 

4  Electrostrictive
5  Magnetostrictive
6  Piezoelectric
7  Piezomagnetic
8  Parabolic
9  Hyperbolic
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مختلف از هیدروکاستیک1 تا دستگاه‌های میکرو الکترومکانیکی و حسگرها، 
جایگاه خاصی در میان جامدهای الکترومغناطیسی دارند و این مسئله مورد 

توجه بسیاری از محققان قرار گرفته است ]5-8[. 
از اولین مطالعات در زمینه مطالعه ناپایداری مغناطوالاستیک می‌توان به 
تحقیق مون و پائو ]9[، اشاره نمود. آن‌ها به صورت تجربی نشان دادند که 
وقتی شدت میدان مغناطیسی اعمال شده به صفحه به مقدار بحرانی می‌رسد 
ورق فرومغناطیس دچار کمانش می‌شود. در ادامه، پائو و یه ]10[، با استفاده 
براون ]11[، معادلات  ارائه شده توسط  نیروهای مغناطیسی  از فرمول‌‌بندی 
و مدل نیروی مغناطیسی جدیدی را برای مطالعه کمانش مغناطوالاستیک 
نیروی  مدل   ،]13[ مائوگین  و  ارینگن  و   ]12[ ارینگن  کردند.  ارائه  ورق‌ها 
میدان‌های  و  سازه  اندرکنش  گرفتن  نظر  در  برای  را  جدیدی  مغناطیسی 
تحلیلی  حل  از  استفاده  با   ،]5[ همکاران  و  گلوبوا  کردند.  ارائه  مغناطیسی 
فرومغناطیس  ورق  یک  طبیعی  فرکانس‌های  و  ارتعاشی  رفتار  بررسی  به 
تحت تأثیر میدان مغناطیسی پرداختند. نتایج مطالعه آنها نشان می‌دهد که 
با افزایش شدت میدان مغناطیسی فرکانس‌های طبیعی ورق کاهش می‌یابد 
همکاران  و  تاکاگی  می‌افتد.  اتفاق  سیستم  در  ناپایداری  معینی  مقدار  در  و 
]4[، با استفاده از تست‌های تجربی به بررسی تغییرات فرکانس‌های طبیعی 
از  با استفاده  ورق نازک تحت میدان مغناطیسی درون صفحه‌ای پرداختند. 
اصل تغییرات، آن‌ها، مدل جدیدی برای نیروهای مغناطیسی اعمال شده بر 
روی صفحات واقع در میدان مغناطیسی درون صفحه ارائه دادند. ژو و میا 
واقع در  بررسی فرکانس‌های طبیعی ورق  به  این مدل  از  استفاده  با   ،]14[
با داده‌های تجربی تاکاگی ]15[  را  نتایج خود  میدان مغناطیسی پرداخته و 
به مطالعه  گالرکین  از روش  استفاده  با  لین ]16[،  دادند.  قرار  مقایسه  مورد 
مطالعه  در  پرداخت.  مغناطیسی  میدان  تأثیر  تحت  ناپایداری صفحات  رفتار 
اطراف  در  مغناطیسی  میدان  توزیع  محاسبه  دشواری  علت  به  شده،  اشاره 
المان محدود استفاده شده است. هو و ژو  از روش  نوار ورق فرومغناطیس 
]17[، بر اساس نظریه الکترومغناطیسی به بررسی ارتعاش آزاد غیرخطی ورق 
نازک رسانا در میدان مغناطیسی یکنواخت ناشی از سیم پیج حامل جریان 
پرداختند و دریافتند که فرکانس طبیعی با افزایش ضخامت صفحه، افزایش 

و با افزایش جریان، کاهش می‌یابد. 
عموماً ارتعاش صفحات رسانا در میدان مغناطیسی باعث ایجاد جریان‌های 
گردابی در صفحه می‌شود که این امر می‌تواند باعث اتلاف انرژی و تولید 
حرارت شود. پی آمد این بارهای حرارتی نیز، به وجود آمدن گرادیان حرارتی در 

1  Hydroacoustics

صفحه می‌‌باشد. وجود این گرادیان‌ حرارتی باعث می‌‌شود که رفتار دینامیکی 
صفحات تغییر کرده و ناپایداری در شدت میدان‌های مغناطیسی پایین‌تری 
رخ دهد. بر این اساس مطالعه تأثیر میدان‌های حرارتی بر روی رفتار ارتعاشی 
صفحات فرومغناطیس در معرض میدان‌های مغناطیسی حائز اهمیت فراوان 
می‌باشد و مطالعات بسیار محدودی در این زمینه وجود دارد. به عنوان مثال 
وو ]18[ رفتار پایداری دینامیکی تیرهای واقع در میدان مغناطیسی عرضی 
مورد  بزرگ  شکل‌های  تغییر  گرفتن  نظر  در  با  را  حرارتی  بارهای  تحت  و 
مطالعه قرار داده است. در مطالعه دیگر، وو ]19[ رفتار ارتعاشات تیر تحت 
تأثیر میدان مغناطیسی عرضی و بارهای حرارتی را بررسی کرده است. او در 
مطالعات خود اثر بارهای حرارتی را به صورت نیروی محوری در معادلات در 
نظر گرفته است. در مطالعه دیگری، لی و همکاران ]20[، با تحقیق بر روی 
نیمه هادی‌ها تحت میدان‌های ترمو-الکترو- مغناطیسی دریافتند که تحت 
پالس‌های الکترومغناطیسی، جریان‌های گردابی ایجاد می‌شود که مقدار آن 
به رسانایی صفحه بستگی دارد و منجر به افزایش زیاد دما و نیروی لورنتس 

می‌گردد. 
هیو و همکاران ]21[ به بررسی ارتعاشات غیرخطی یک میکرو تیر تابعی 
عبارات  و  پرداختند  مغناطیسی  میدان  و  الکتروستاتیک  نیروی  تحت  مدرج 
روش  از  استفاده  با  غیرخطی  فرکانس‌های  تخمین  منظور  به  را  تحلیلی 
آنها  تحقیق  از  حاصله  عددی  نتایج  آوردند.  دست  به  همیلتون  و  گالرکین 
نشان داد که شدت میدان مغناطیسی تأثیر بسزایی در رفتار ارتعاشی میکرو 
تیر دارد و منجر به افزایش فرکانس غیرخطی می‌شود، از سوی دیگر ولتاژ 
اعمالی منجر به کاهش فرکانس غیرخطی گردیده و میکرو تیر تابعی مدرج 
با افزایش ولتاژ تا مقادیر بحرانی آن، ناپایدار می‌گردد. ابراهیمی و همکاران 
میدان  توسط  شده  القا  لورنتس  نیروی  ماکسول،  روابط  از  استفاده  با   ]22[
مغناطیسی طولی و بکارگیری اصل همیلتون، معادلات دیفرانسیل تیر تابعی 
مغناطیسی  ترمو  محیط  در  را  الاستیک  بستر  بر  واقع  ساده  سر  دو  مدرج 
میدان  شدت  افزایش  با  که  داد  نشان  آنها  تحقیق  نتایج  آوردند.  دست  به 
شدن  نرم  اثر  همچنین  می‌یابد.  افزایش  ارتعاشات  فرکانس  مغناطیسی، 
افزایش گرادیان دمایی محیط  از  ارتعاشات پس  با کاهش فرکانس  سختی 
حرارتی نشان داده شد. در مطالعه دیگری، پوررضا و همکاران ]23 و 24[ 
به بررسی رفتار ارتعاشی غیرخطی نانوصفحات گرافن تحت تأثیر میدان‌های 
پرداختند.  الکتریکی  جریان  اثر  در  شده  ایجاد  نیروهای  و  الکترومغناطیسی 
با  سپس  و  گسسته  گالرکین  روش  با  را  سیستم  غیرخطی  معادلات  آن‌ها 
جریان  اثر  مانند  مختلف  پارامترهای  تأثیر  و  نمودند  حل  رانگ-کوتا  روش 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1303 تا 1318

1305

الکتریکی و شدت میدان مغناطیسی را بر ویژگی‌های ارتعاشی نانوصفحات 
مغناطیسی  میدان  که  داد  نشان  آنها  مطالعه  نتایج  نمودند.  بررسی  گرافن 
نانوصفحات  فرکانس طبیعی غیرخطی  و  افزایش  را  فرکانس طبیعی خطی 
مغناطیسی  میدان  حد  از  بیش  افزایش  می‌دهد، همچنین  کاهش  را  گرافن 

باعث ناپایداری در نانوصفحات گرافن می‌شود.
بررسی مطالعات انجام شده در این زمینه نشان می‌دهد که تاکنون اثر 
جریان‌های گردابی و همچنین میدان‌های حرارتی تولید شده در اثر جریان 
میدان  در  واقع  فرومغناطیسی  صفحات  ارتعاشی  رفتار  روی  بر  الکتریکی 
مغناطیسی مورد مطالعه قرار نگرفته است. بر این اساس در مقاله حاضر، با در 
نظر گرفتن اندرکنش بین مواد فرومغناطیس و میدان مغناطیسی، کشش‌های 
الکتریکی،  جریان‌های  توسط  شده  تولید  دمای  همچنین  و  مغناطیسی 
معادلات حرارتی-مغناطیسی-الکتریکی-مکانیکی جدیدی به منظور مطالعه 
رفتار ارتعاشات عرضی تیر ورق‌های فرومغناطیس واقع در میدان‌ مغناطیسی 
با  حرکت  معادلات  منظور  بدین  است.  شده  ارائه  الکتریکی  جریان  تأثیر  و 
استفاده از روابط کرنش-جابجایی خطی و استفاده از معادلات تعادل استخراج 
شده است. سپس با اعمال روش گالرکین و حل عددی معادلات کوپل به 
مورد  این صفحات  ارتعاشی  رفتار  بر  مختلف  پارامترهای  تأثیر  آمده،  دست 

مطالعه قرار گرفته است. 

استخراج معادلات -2 
از  ایزوتروپ، همگن ساخته شده  رسانای  مطابق شکل 1 یک صفحه 
ضخامت  و   b عرض   ،a طول  به  شکل  مستطیلی  نرم  فرومغناطیس  مواد 

h که حامل جریان الکتریکی در راستای محور x و تحت اثر شدت میدان 
B0 قرار دارد، در نظر گرفته می‌شود.  مغناطیسی متمایل 

الکترومغناطوالاستیک  سیستم‌های  دینامیکی  رفتار  بررسی  منظور  به 
مورد  رسانشی  حرارت  انتقال  معادلات  همراه  به  ماکسول  روابط  می‌بایست 
استفاده قرار بگیرند ]24 و 25[. با توجه به روابط کلاسیک ماکسول، تانسور 
الکتریکی  و  از میدان‌های مغناطیسی  ناشی  الکترومغناطیس ماکسول  تنش‌ 

ایجاد شده درون ورق فرومغناطیس به صورت زیر به دست می‌آید ]26[: 
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میدان‌  بردار   B الکتریکی،  میدان‌  بردار  دهنده  نشان   E آن  در  که 

مغناطیسی  نفوذپذیری  µ0 ضریب  گذردهی خلأ،  ε0 ضریب  مغناطیسی، 
ijδ تابع دلتای کرونکر می‌باشد. با فرض رسانا بودن ماده،  استاتیکی محیط و 
جریان  توسط  شده  ایجاد  الکترومغناطیسی  ماکروسکوپیک  حجمی  نیروی 

عبوری از ورق تحت میدان مغناطیسی به صورت زیر به ‌دست می‌آید:

)2(

    (1) 2
0

2

0

1
2

1 1
2

Maxwell
ij i j ij

i j ij

E E E

B B B

  




    
 
  
 

 

 

    (2) EM    F J B B M 
 

    (3)  

0

0 0 0 0

0 0 0

i j k

0 cos sin

m

m

J
x y z

B J z B

J J






  

 


    

 
     
   
  

 
  
 

J E w B M

i

i i

 

 

    (4) 
   0 0

1 2cos sin
1

EM m

m

B J h  


  
     

F k j 

 

    (5) 

EM Maxwell
ij ij j

Maxwell Maxwell Maxwell
xx xy xz x
Maxwell Maxwell Maxwell
yx yy yz y
Maxwell Maxwell Maxwell
zx zy zz z

EM
x
EM
y
EM
z

t n

n
n
n

t
t
t



  
  
  

 

   
       
     
 
 
 
  

 

 

    (6) w w
x y

            
n i j k 

 

    (7)  
 

,
2

2

EM EM
x y yz h z h

EM EM
y x xz h z h

hC t t

hC t t

 

 

 

 
 

 

�

 
 و جریان الکتریکی میدان مغناطیسی تأثیرفرومغناطیس تحت نازک  صفحه: 1 شکل

Fig. 1. Ferromagnetic thin plate under the influence of magnetic field and electric current 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. صفحه نازک فرومغناطیس تحت تأثیر میدان مغناطیسی و جریان الکتریکی

Fig. 1. Ferromagnetic thin plate under the influence of magnetic field and electric current
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با استفاده از قانون آمپر در مواد مغناطیده، چگالی جریان ماده رسانا در 
میدان مغناطیسی با استفاده از رابطه )3( به دست می‌آید ]27 و 28[. با در 
نظر گرفتن حالت شبه ایستایی برای مسئله مورد مطالعه، و با فرض اینکه 
x برابر با باشد، در نتیجه چگالی کل جریان،  جریان اعمالی در راستای محور

به صورت زیر به دست می‌آید:
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σرسانایی الکتریکی می‌باشد. E بردار شدت میدان الکتریکی و   که در آن 

با فرض اینکه ورق به صورت کامل رسانا باشد، در این صورت با استفاده 
از روابط )2( و )3( مؤلفه‌های غیر صفر نیروی الکترومغناطیس وارد بر صفحه 
حاصل از خاصیت مغناطیس شدن و عبور جریان به صورت زیر به دست می‌آید:
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	با توجه به اینکه بردار کشش مغناطیسی موجود در سطح بالایی و پایینی 
صفحه باعث ایجاد کوپل مغناطیسی می‌شود، بنابراین در تحقیق حاضر برای 

محاسبه گشتاورهای مغناطیسی از رابطه زیر استفاده می‌شود:
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زیر  رابطه  از  که  می‌باشد  ورق  سطح  بر  عمود  بردار   jn آن  در  که   
محاسبه می‌شود:
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 	نیروهای کشش الکترومغناطیسی که در بالا و پایین ورق وجود دارند، 
ایجاد شده در  با محاسبه کشش‌های  ایجاد می‌کنند.  کوپل‌های مغناطیسی 
مغناطیسی  کوپل‌های   ،)5( رابطه  از  استفاده  با  ورق  پایینی  و  بالایی  سطح 

ایجاد شده در ورق فرومغناطیس را به صورت زیر می‌توان محاسبه نمود:
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استخراج معادلات حرکت-2 -1 
به منظور استخراج معادلات حاکم بر ارتعاشات عرضی از تئوری کلاسیک 
صفحات استفاده می‌شود. با فرض اینکه خواص مکانیکی ثابت بوده و مستقل 
از دما می‌باشد و نیروهای مکانیکی خارجی بر صفحه فرومغناطیس اعمال 
نمی‌شود، میدان‌های جابجایی صفحه نازک برحسب تغییر شکل‌های صفحه 

میانی به صورت زیر بیان می‌شود ]29[:
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که در آن با در نظر گرفتن مبداً سیستم مختصات در صفحه میانی ورق، 
) به ترتیب نشان دهنده  ),w w x y=

0
) و  ), ,v v x y z= 0  ، ( ), ,u u x y z= 0

تغییر مکان‌ها در راستای محورهای y ،x و z می‌باشند. بنابراین، رابطه بین 
مؤلفه‌های جابجایی و کرنش به صورت زیر می‌باشد ]30[:
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که در آن
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علاوه بر این، تانسور تنش مکانیکی را با فرض ورق به صورت الاستیک 
و همسانگرد به صورت زیر می‌توان نوشت ]26[:
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E و  G ثوابت لامه هستند و بر حسب مدول یانگ  λ و  که در آن 
ν بیان می‌شوند. به دلیل آنکه کرنش‌های الکترومغناطیسی  نسبت پواسون 
کردن  صرف‌نظر  قابل  و  بوده  کوچک  الاستیک  کرنش‌های  با  مقایسه  در 
به صورت  الکترومغناطیس  برای جامدات  تانسور تنش کل  می‌باشند ]24[. 

زیر به دست می‌آید:
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نیروهای  منتجه‌های  فرومغناطیس،  ورق  از  المانی  گرفتن  نظر  در  	با 
برشی، محوری و ممان‌های خمشی صفحه نازک را می‌توان به صورت زیر 

به دست آورد:
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	و برای نیروهای برشی خواهیم داشت:
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المانی از صفحه، معادلات دیفرانسیلی حرکت توسط  	با در نظر گرفتن 
نوشتن  با  می‌آیند.  دست  به  برشی  نیروی  و  ممان‌های خمشی  منتجه‌های 
معادله تعادل ممان‌ها حول محور y و صرف‌نظر کردن از مشتقات مراتب بالا 

خواهیم داشت:
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	در نهایت با نوشتن رابطه تعادل نیروها در راستای محور‌های x و z و 
صرف‌نظر کردن از اینرسی دورانی، به ترتیب خواهیم داشت:
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توسط  شده  ایجاد  مغناطیسی  کوپل‌های   yC∂ و   xC∂ آن  در  که 
توسط  اعمالی  نیروهای  عرضی  مؤلفه   EM

zt و  مغناطیسی  کشش‌های 
به  نیرویی  مؤلفه  این  است  ذکر  به  لازم  می‌باشند.  مغناطیسی  کشش‌های 
واسطه وجود میدان مغناطیسی و جریان الکتریکی در صفحه ایجاد می‌شود و 
این ترم در معادلات ارائه شده توسط محققان دیگر که در این زمینه مطالعه 
کرده‌اند ارائه نشده است. با محاسبه نیروهای برشی، محوری و گشتاورهای 
و  تیر-ورق1  تئوری  فرضیات  از  استفاده  با  و   )16( تا   )13( روابط  از  خمشی 
جایگذاری آنها در روابط )17( و )18( و همچنین صرف‌نظر کردن از اینرسی 
محوری، معادله غیرخطی حاکم بر رفتار ارتعاشات عرضی تیر-ورق فرومغناطیس 

تحت تأثیر میدان مغناطیسی متمایل به صورت زیر به دست می‌آید:
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و   )14( رابطه  از  استفاده  و   )13( رابطه  در   )6( رابطه  جایگذاری  با   	
)15(،گشتاور خمشی الکترومغناطیسی و برآیند بردار کشش‌های مغناطیسی 

در راستای محور z و x به صورت زیر به دست خواهد آمد:

1  Beam plate
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 ،)20( و   )19( معادلات  در   )21(-)23( روابط  جایگذاری  با  نهایت،  در 

بر تیر-ورق تحت بررسی به صورت زیر به دست  معادله دیفرانسیل حاکم 

می‌آید:
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1303 تا 1318

1309

جریان‌های  ایجاد  باعث  مغناطیسی  میدان  وجود  فرومغناطیس  مواد  در 
گردابی در صفحه شده که در نتیجه آن حرارت در صفحه تولید می‌شود که 
مطابق معادله حرکت )24(، بر رفتار ارتعاشی آن تأثیرگذار می‌باشد. به منظور 
به دست آوردن اثرات حرارت ورق بایستی معادله انرژی آن استخراج شود. با 
استفاده از مدل کلاسیک انتقال حرارت فوریه، معادله حاکم بر انتقال حرارت 
رسانشی با در نظر گرفتن اثرات متقابل ترموالاستیک را می‌توان به صورت 

زیر بیان نمود ]31 و 32[:
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�

vC ظرفیت حرارتی ماده،  G ثوابت لامه هستند،  λ و  که در آن، 
εii نرخ  α ضریب انبساط حرارتی و  k ضریب انتقال حرارت هدایت، 
2J تلفات حرارتی جریان  σ T0 دمای محیط می‌باشد. همچنین  کرنش و 
در حجم ثابت می‌باشد که به صورت گرما در ورق فرومغناطیس ظاهر می‌شود.
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تئوری  اساس  بر  را  دما  جابجایی-  میدان‌های  بین  رابطه  فوق،  معادله 
ترموالاستیسیته برای ماده همسانگرد تحت تأثیر حرارت، بیان می‌کند. 

حل معادلات حاکم-2 -2 
به منظور حل معادلات حاکم بر سیستم که به صورت معادلات غیرخطی 
هستند از روش گالرکین استفاده می‌شود. بدین منظور، بسط‌های زیر برای 

میدان‌ جابجایی الاستیک و توزیع دما در نظر گرفته می‌شود:
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 ( )iψ ξ و  بوده  یافته  تعمیم  ) مختصه‌های  )i tΘ و   ( )iq t که در آن، 
انتخاب می‌شود. همچنین، انتها  با تکیه‌گاه‌های ساده در دو  تیر  توابع ویژه 

) توابع ویژه مسأله انتقال حرارت یک‌ بعدی صفحه با دمای صفر در  )iφ ξ

دو انتها در نظر گرفته می‌شود که به صورت زیر می‌باشد ]33[:
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 �

	با جایگذاری پاسخ‌های فرضی )28( در معادلات )24( و )26( و ضرب 
) و سپس انتگرال‌گیری در بازه 0 تا  )iφ ξ ) و )iψ ξ طرفین در عبارت‌های 
1، معادلات دیفرانسیل به مشتقات جزئی به صورت معادلات دیفرانسیل با 
توابع مجهول  آنها می‌توان  از حل  مشتقات معمولی گسسته‌سازی شده که 
تعمیم  مختصه‌های  محاسبه  با  نمود.  محاسبه  را  یافته  تعمیم  مختصه‌های 
یافته و جایگذاری آنها در روابط )27(، می‌توان پاسخ زمانی سیستم را به ازای 

مقادیر مختلف پارامترهای سیستم به دست آورد و مورد بررسی قرار داد. 

بررسی نتایج -3 
نتایج  با  نتایج  مقایسه  امکان  آوردن  فراهم  منظور  به  حاضر،  مقاله  در 
جدول  در  بررسی  تحت  فرومغناطیس  ورق  هندسی  مشخصات  تجربی، 
با  می‌باشد.   ]4[ مرجع  در  شده  داده  مقادیر  مشابه  که  است  شده  ارائه   1
از  الکتریکی و همچنین صرف‌نظر کردن  اثرات جریان  از  صرف‌نظر کردن 
شده  ارائه  حرکت  معادله  به   )34( حرکت  معادله  هندسی،  غیرخطی  اثرات 
توسط وی و همکاران ]29[ و تاکاگی و همکاران ]4[ ساده می‌شود. به منظور 
فراهم آوردن امکان مقایسه نتایج، در جدول 2 نتایج حاصل از تحقیق حاضر 
با نتایج ارائه شده در مرجع ]29[ و ]4[ مقایسه شده است. نتایج نشان می‌دهد 
ماکزیمم اختلاف مابین مطالعه حاضر و نتایج آزمایشگاهی تاکاگی در حدود 
16 درصد برای شدت میدان مغناطیسی یک تسلا و در حدود 11 درصد برای 
0/2 تسلا می‌باشد. همچنین ماکزیمم اختلاف مابین مطالعه حاضر و نتایج 
تحلیلی وی در حدود 3 درصد برای شدت میدان مغناطیسی 0/2 تسلا و در 
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حدود 0/5 درصد برای یک تسلا می‌باشد. از نتایج مشخص می‌گردد که با 
افزایش شدت میدان مغناطیسی مقدار فرکانس سیستم افزایش می‌یابد. 

در ادامه برای بررسی تأثیر ضخامت نوار ورق بر فرکانس ارتعاش آزاد 
سیستم تحت میدان مغناطیسی، ضخامت‌های مختلف به صورت 0/75، 1، 
2 و 4 میلی‌متر با مشخصات جدول 1 در نظر گرفته می‌شود. شکل‌های 2 
تکیه‌گاه‌های  با  نوار ورق  آزاد  ارتعاشات  اولین فرکانس  تغییرات نسبت  و 3 
ساده در دو انتها و تحت میدان مغناطیسی به عدم وجود میدان مغناطیسی 
نسبت به پذیرفتاری محیط مغناطیسی و شدت میدان مغناطیسی برای نوار 
ورق با ضخامت‌های مختلف ارائه شده است. از نتایج به دست آمده مشخص 

می‌‌گردد که با افزایش مقدار پذیرفتاری محیط مغناطیسی، سرعت افزایش 
مقدار نسبت فرکانسی در میدان مغناطیسی بالاتر افزایش می‌یابد. همچنین 
تأثیر کمتری  تسلا(  از 0/3  )کمتر  مغناطیسی  میدان  پایین شدت  مقدار  در 

مخصوصاً برای نسبت ضخامت به طول بزرگ‌تر از 0/02 دارد.
 کانتور تغییرات نسبت اولین فرکانس ارتعاش آزاد نوار ورق تحت میدان 
محیط  پذیرفتاری  به  نسبت  مغناطیسی  میدان  وجود  عدم  به  مغناطیسی 
مغناطیسی و ضخامت‌های مختلف در مقادیر مختلف شدت میدان مغناطیسی 

در شکل 4 ارائه شده است. 
از نتایج به دست آمده مشخص می‌گردد که با افزایش مقدار پذیرفتاری 

جدول 1. مشخصات هندسی و مکانیکی ورق فرومغناطیس تحت بررسی

Table 1. Geometric and mechanical properties of the investigated ferromagnetic plate مشخصات هندسی و مکانیکی ورق فرومغناطیس تحت بررسی1جدول : 
Table 1. Geometric and mechanical properties of the investigated ferromagnetic plate 

kg  (چگالی ماده 0077 m3(  

  E (GPa) مدول یانگ 077

07/7  نسبت پواسون 

07/7  متر()میلی h ضخامت ورق 

 متر()میلی L طول ورق 077

H)نفوذ پذیری مغناطیسی 07-0×0-0 m) 

 S/m(  (رسانایی الکتریکی 076×0/0
  )درجه( زاویه شدت میدان مغناطیسی  07

  m پذیرفتاری محیط فرومغناطیس 00

W(ضریب انتقال حرارت 006 m .K2(k   

J (ثابتظرفیت گرمایی ویژه در حجم  000 kg.K( vC  

  ) K1α (ضریب انبساط حرارتی 07-6×0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. تغییرات فرکانس ارتعاش آزاد ورق تحت میدان مغناطیسی با تکیه‌گاه گیردار-آزاد نسبت به شدت میدان مغناطیسی

Table 2. Free vibration frequency changes of the of the cantilever plate under a magnetic field to 
the magnetic field intenstiy

 

یسیمغناط دانیم شدت به نسبت آزاد-رداریگ گاههیتکبا  یسیمغناط دانیتحت مورق  فرکانس ارتعاش آزاد راتییتغ :2جدول   

Table 2. Free vibration frequency changes of the of the cantilever plate under a magnetic field to the magnetic field 
intenstiy 

[4]   تاکاگی
)%( خطا درصد  

[00]   وی
)%( درصد خطا  

 میدان مغناطیسی مطالعه حاضر
 )میلی تسلا(

40/00( 7/704% ) 40/00( 7/700% ) 47/077 7 
40/70( 7/007% ) 40/700( 7/700% ) 000/40  7/07 
00/70( 7/067% ) 40/000( 7/704% ) 070/40  47/7  
00/00( 7/060% ) 44/000( 7/770% ) 000/44  67/7  
04/00( 7/064% ) 46/064( 7/774% ) 004/40  77/0  
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 ی به عدم وجود میدان مغناطیسیسیمغناط دانیتحت م آزاد-رداریگ گاههیتکبا  نوار ورقتغییرات نسبت اولین فرکانس ارتعاش آزاد : 2 شکل

 مختلف یهاضخامتمحیط مغناطیسی در  یرفتاریپذنسبت به 

Fig. 2. Changes of the ratio of the first free vibration frequency of the cantilever plate strip under the magnetic field to 
the absence of a magnetic field to the susceptibility of the magnetic field at different thicknesses 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. تغییرات نسبت اولین فرکانس ارتعاش آزاد نوار ورق با تکیه‌گاه گیردار-آزاد تحت میدان مغناطیسی به عدم وجود 
میدان مغناطیسی نسبت به پذیرفتاری محیط مغناطیسی در ضخامت‌های مختلف

Fig. 2. Changes of the ratio of the first free vibration frequency of the cantilever plate strip under 
the magnetic field to the absence of a magnetic field to the susceptibility of the magnetic field at 

different thicknesses

 

 
 ی به عدم وجود میدان مغناطیسیسیمغناط دانیتحت مآزاد -رداریگ گاههیتکبا  نوار ورقتغییرات نسبت اولین فرکانس ارتعاش آزاد : 3شکل 

مختلف یهاضخامتنسبت به شدت میدان مغناطیسی در   

Fig. 3. Changes of the ratio of the first free vibration frequency of the cantilever plate strip under the magnetic field to 
the absence of a magnetic field to the intensity of the magnetic field at different thicknesses 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. تغییرات نسبت اولین فرکانس ارتعاش آزاد نوار ورق با تکیه‌گاه گیردار-آزاد تحت میدان مغناطیسی به عدم وجود 
میدان مغناطیسی نسبت به شدت میدان مغناطیسی در ضخامت‌های مختلف

Fig. 3. Changes of the ratio of the first free vibration frequency of the cantilever plate strip under 
the magnetic field to the absence of a magnetic field to the intensity of the magnetic field at dif-

ferent thicknesses
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محیط مغناطیسی، سرعت افزایش مقدار نسبت فرکانس برای ضخامت‌های 
میدان  شدت  پایین  مقدار  در  همچنین  می‌یابد.  افزایش  شدت  به  کمتر 
تغییرات  به طوری که  تأثیر کمتری داشته  از 0/3 تسلا(  مغناطیسی )کمتر 
نسبت فرکانس در شدت میدان مغناطیسی 0/3 تسلا برای محدوده تغییرات 
تا 4  برای ضخامت‌های 0/75  تا 150  از 10  پذیرفتاری محیط مغناطیسی 
میلی‌متر در حدود 30 درصد بوده در صورتی که برای میدان مغناطیسی 0/5 

تسلا در حدود 240 درصد می‌باشد.
مشخصه‌های  روی  بر  مختلف  پارامترهای  تأثیر  مطالعه  به  ادامه  در 
ارتعاشاتی ورق فرومغناطیس پرداخته می‌شود. در شکل 5 اثر شدت میدان 
مغناطیسی بر پاسخ زمانی و همچنین پاسخ فرکانسی ورق فرومغناطیس با 
تکیه‌‌گاه‌های ساده در دو انتها و به ازای جریان‌های صفر و 2 آمپر مشخصات 
داده شده در جدول 1 نشان داده شده است. همان طور که مشاهده می‌شود 
با  و  دارد  ارتعاشی سازه  رفتار  بر روی  قابل توجهی  تأثیر  میدان مغناطیسی 
افزایش شدت میدان مغناطیسی، دامنه نوسانات سیستم نیز افزایش می‌یابد. 
به عنوان مثال، با افزایش شدت میدان مغناطیسی از 0 به 0/3 تسلا، حداکثر 
دامنه ارتعاشات سیستم تقریباً 2/5 برابر برای حالت بدون جریان الکتریسیته 
و تقریباً 3/4 برابر برای جریان الکتریسیته به شدت 104× 2 آمپر می‌باشد. 

بر این اساس می‌توان بیان نمود که وجود میدان مغناطیسی همانند نیروی 
محوری باعث کاهش سفتی معادل سازه شده و با افزایش مقدار آن ناپایداری 
میدان  نشان می‌دهد که  نتایج  این،  بر  افتد. علاوه  اتفاق  در سازه  می‌تواند 
که  می‌باشد  تأثیرگذار  نیز  سیستم  ماندگار  حالت  پاسخ  روی  بر  مغناطیسی 
EM در معادله حرکت )24( که در 

z yt C x+ ∂ ∂ علت این امر با توجه به ترم 
نتیجه در نظر گرفتن اثرات کشش‌های نیروهای مغناطیسی ایجاد شده است، 
می‌باشد. وجود این جمله در معادله حرکت )24( که در سایر مدل‌های نیرویی 
ارائه شده برای میدان مغناطیسی وجود ندارد باعث شده است اثرات نیروهای 
حجمی ایجاد شده توسط میدان مغناطیسی باعث خیز استاتیکی در ورق شده 

و ورق حول این موقعیت نوسان می‌کند.
جریان  و  مغناطیسی  میدان  شدت  اثر  بررسی  منظور  به 
تا  صفر  جریان  بازه  نوسانات،  دامنه  حداکثر  بر   الکتریکی 
30000 آمپر و میدان مغناطیسی صفر تا 0/3 تسلا در نظر گرفته می‌شود. 
همان‌طور که در شکل 6 مشاهده می‌شود با افزایش شدت جریان الکتریکی 
ازای مقادیر  به  افزایش می‌یابد و  نوسانات ورق  دامنه  و میدان مغناطیسی، 
مشخصی از این پارامترها ناپایداری در سیستم اتفاق می‌افتد و دامنه نوسانات 
به صورت ناگهانی افزایش می‌یابد. با توجه به اینکه در این نواحی فرکانس 

 
پذیرفتاری نسبت به  ی به عدم وجود میدان مغناطیسیسیمغناط دانیتحت م نوار ورقتغییرات نسبت فرکانس ارتعاش آزاد  کانتور :4شکل 

مختلف برای مقادیر مختلف میدان مغناطیسی هایضخامتمحیط مغناطیسی و   

Fig. 4. Contour changes of the free vibration frequency ratio of the plate strip under the magnetic field to the absence of a 
magnetic field relative to the susceptibility of the magnetic medium and different thicknesses for different values of the 

magnetic field 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. کانتور تغییرات نسبت فرکانس ارتعاش آزاد نوار ورق تحت میدان مغناطیسی به عدم وجود میدان مغناطیسی نسبت 
به پذیرفتاری محیط مغناطیسی و ضخامت‌های مختلف برای مقادیر مختلف میدان مغناطیسی

Fig. 4. Contour changes of the free vibration frequency ratio of the plate strip under the magnetic 
field to the absence of a magnetic field relative to the susceptibility of the magnetic medium and 

different thicknesses for different values of the magnetic field



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1303 تا 1318

1313

نوسانات برابر صفر می‌باشد، بنابراین ناپایداری ایجاد شده از نوع ناپایداری 
استاتیکی می‌باشد. همچنین مشاهده می‌شود که با بیشتر شدن شدت جریان 
الکتریکی، ناپایداری در سیستم به ازای مقادیر کمتر میدان مغناطیسی اتفاق 
می‌افتد. نتایج شکل 6 نشان می‌دهد که جریان الکتریکی بیشتر باعث میدان 
مغناطیسی بحرانی کمتر می‌شود و مقدار میدان مغناطیسی بحرانی به ازای 
در غیاب  متناظر  مقدار  از  تقریباً 30 درصد کمتر  آمپر  شدت جریان30000 
روی  بر  حرارتی  کوپل  اثرات  مطالعه  منظور  به  می‌باشد.  الکتریکی  جریان 
با  ارتعاشی در دو حالت  ارتعاشی ورق، در شکل 7 مقایسه بین پاسخ  رفتار 

اثرات کوپل حرارتی نشان داده  از  فرض کوپل حرارتی و صرف‌نظر کردن 
شده است. همان‌طور که مشاهده می‌شود در نظر گرفتن دمای ایجاد شده 
ناشی از جریان‌های گردابه‌ای و جریان الکتریکی باعث تغییر قابل ملاحظه‌ای 
در پاسخ ارتعاشی ورق فرومغناطیس می‌شود. هر چند که فرض کوپل حرارتی 
باعث  ولی  ندارد  سیستم  نوسانات  دامنه  حداکثر  بر  ملاحظه‌ای  قابل  تغییر 
به شکل 7  توجه  با  مثال  به عنوان  افزایش فرکانس طبیعی ورق می‌شود. 
مشاهده می‌شود که برای شرایط تحت بررسی فرکانس طبیعی اول در حالت 
به  برابر 1/64 هرتز و 1/24 هرتز  ترتیب  به  آن  کوپل حرارتی و در غیاب 

 
 

 
 دو انتها در ساده هایگاههیبا تک یکیالکتر انیجر یهاد یسفرومغناطینوار ورق  یارتعاش پاسخبر  یسیمغناط دانیم تأثیر :5 شکل

Fig. 5. The effect of magnetic field on the vibrational response of a conductor ferromagnetic plate strip with simply 
supports at both ends 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. تأثیر میدان مغناطیسی بر پاسخ ارتعاشی نوار ورق فرومغناطیسی هادی جریان الکتریکی با تکیه‌گاه‌های ساده در دو انتها

Fig. 5. The effect of magnetic field on the vibrational response of a conductor ferromagnetic plate 
strip with simply supports at both ends
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دست می‌آید.

نتیجه‌گیری-4 
و  مغناطیسی  کشش‌های  اثرات  دادن  قرار  نظر  در  با  حاضر  مقاله  در 
جریان‌های گردابی و همچنین گرمای ایجاد شده در اثر جریان‌های الکتریکی، 
معادلات مکانیکی-مغناطیسی-حرارتی جدیدی برای مطالعه رفتار دینامیکی 
از روش گالرکین معادلات  با استفاده  ارائه شد.  ورق‌های فرومغناطیس نرم 

گسسته‌سازی شده و سپس با استفاده از حل عددی تأثیر پارامترهای مختلف 
بر روی مشخصه‌های ارتعاشی این سیستم‌ها مورد مطالعه قرار گرفت. نتایج 
تحقیق حاضر نشان می‌دهد که مؤلفه نیروی ایجاد شده در اثر کشش‌های 
مغناطیسی باعث تغییر در مشخصه‌های ارتعاشی ورق می‌شود. بر این اساس 
در مطالعه این سیستم‌ها بایستی اثرات این پارامترها مورد توجه قرار گیرد. به 
عنوان مثال مشاهده می‌شود که برای شرایط تحت بررسی، فرکانس طبیعی 
اول در حالت کوپل حرارتی و در غیاب آن به ترتیب برابر 1/64 هرتز و 1/24 

  

 
 

یسیفرومغناطصفحه  ستمیبر نوسان حداکثر دامنه س یکیالکتر انیو جر یسیمغناط دانیشدت م : تأثیر6شکل   

Fig. 6. The effect of magnetic field intensity and electric current on the maximum oscillation of the ferromagnetic 
plate 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. تأثیر شدت میدان مغناطیسی و جریان الکتریکی بر نوسان حداکثر دامنه سیستم صفحه فرومغناطیسی

Fig. 6. The effect of magnetic field intensity and electric current on the maximum oscillation of the 
ferromagnetic plate
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هرتز به دست می‌آید. در نتیجه می‌توان گفت که فرض کوپل حرارتی در 
معادلات باعث افزایش حدود 32 درصدی در فرکانس طبیعی اول برای این 

سیستم می‌شود. 
‌
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