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ABSTRACT: Frequently used thin walled beams have low torsional stiffness and their torsional 
deformations may be of such magnitudes that it is not adequate to treat the angles of cross section 
rotation as small. In this paper, nonlinear torsional vibrations of thin walled beams will be investigated. 
The method of multiple scales will be implemented as a solution method and different nonlinear 
phenomena will be studied. The obtained results are compared with the available results in the literature 
which reveals an excellent agreement between different solution methodologies. The outcomes of this 
study show that beam nonlinear torsional dynamics and the related phenomena could influence the 
linear torsional dynamic of beams under axial load, e.g. rotating beams. Forced torsional vibrations of 
a beam with the excitation in the form of primary resonance of the first and second modes have been 
investigated. It has been demonstrated that in the case of the beam with two ends clamped boundary 
conditions, three-to-one internal resonance will appear. The primary resonance of the first and second 
modes has been solved in two sets of boundary conditions, torsionally clamped-fixed and torsionally 
fixed-fixed. Nonlinear response, amplitude-phase equations, fixed points, and their stability have been 
studied.
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1- Introduction
Nonlinear torsional vibrations of the beam have great 

practical importance in advanced engineering structures. It 
is shown in the literature (e.g. Ref. [1-3]) that the collective 
effect of axial load and pretwist angle leads to some interesting 
phenomena in torsional vibrations of beam-like structures. 
Nonlinear torsional vibrations of pretwisted axially loaded 
thin walled beam under primary resonance excitation of the 
first and second torsional modes will be investigated in this 
paper.

Methodology
The problem of nonlinear torsional vibrations of a 

beam with primary resonance excitation is addressed in the 
following context:

There is not any material or geometric coupling between 
the beam’s bending and torsional degrees of freedom,

Only axial and torsional degrees of freedom are retained 
in the displacement field,

The beam will undergo large torsional motions
Primary and secondary warpings in conjunction with 

warping inertia are considered in the model,
Hamilton’s principle is implemented in order to extract 

the governing equations of motion and the corresponding 
boundary conditions,

The governing equations of motion are cast into one 

equation neglecting axial inertia,
It is shown that the collective effect of pretwist angle and 

axial load leads to static untwist.
Primary resonance of the first and second modes is 

considered.
Fig. 1 shows the thin walled beam with pretwist angle 

which is considered in this paper.
The stain field could be stated as follows [1],
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The nonlinear governing differential equation of motion 
is as follows: 
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The corresponding parameters are defined in the paper. 
The primary resonances of first and second modes have 
been solved in two sets of boundary conditions, 
torsionally clamped-fixed and torsionally fixed-fixed. 
Nonlinear response, amplitude-phase equations, fixed 
points, and their stability have been studied. The effect 
of internal resonance is also addressed. 

3. Results and Discussion 
The paper contains various results concerning the 
primary resonance of first and second torsional modes 
with/without internal resonance in both torsionally 
fixed-fixed and fixed-free boundary conditions. The 
linear vibration problem in various boundary conditions 
is also addressed. Figs. 2 and 3 show the amplitude of 
the first and second torsional modes of the clamped-free 
beam in primary resonance conditions. The geometric 
and material properties of the beam are represented in 
the full paper.  

 (1)

The nonlinear governing differential equation of motion 
is as follows:

2 
 

 

1. Introduction 
Nonlinear torsional vibrations of the beam have great 
practical importance in advanced engineering structures. 
It is shown in the literature (e.g. Ref. [1-3]) that the 
collective effect of axial load and pretwist angle leads to 
some interesting phenomena in torsional vibrations of 
beam-like structures. Nonlinear torsional vibrations of 
pretwisted axially loaded thin walled beam under 
primary resonance excitation of the first and second 
torsional modes will be investigated in this paper. 

2. Methodology 
The problem of nonlinear torsional vibrations of a beam 
with primary resonance excitation is addressed in the 
following context: 

 There is not any material or geometric 
coupling between the beam’s bending and 
torsional degrees of freedom, 

 Only axial and torsional degrees of freedom 
are retained in the displacement field, 

 The beam will undergo large torsional motions 
 Primary and secondary warpings in 

conjunction with warping inertia are 
considered in the model, 

 Hamilton’s principle is implemented in order 
to extract the governing equations of motion 
and the corresponding boundary conditions, 

 The governing equations of motion are cast 
into one equation neglecting axial inertia, 

 It is shown that the collective effect of pretwist 
angle and axial load leads to static untwist. 

 Primary resonance of the first and second 
modes is considered. 

Fig. 1 shows the thin walled beam with pretwist angle 
which is considered in this paper. 

 
Fig. 1. Schematic of the beam with pretwist angle 

The stain field could be stated as follows [1], 
 

  

0

0 2 2 2
0

( , , , ) ( , , ) ( , , ),
1( , , ) ( , ) ( ) 2 , (1)
2

( , , ) ( , ) ( , ),
( , , ) ( , ).

n
zz zz zz

zz p p

n
zz t

sz

n s z t s z t n s z t

s z t w z t F s x y

s z t r s z z t
s z t z t

  

    

 
 

 

        


 

 

The nonlinear governing differential equation of motion 
is as follows: 
 

234 2
2 2

1 1 1

ˆcos . (2)kk k F t
k L k L k L

                  

Utilizing the method of multiple time scales as [4], 
 
       2 3

1 0 2 2 0 2 3 0 2ˆ ˆ ˆ, , , , , , , (3)z t z T T z T T z T T          

 
The governing equations will be obtained as, 
 

 

2 4
0 1 1 12

1

2 4 2
0 2 2 2 1 1 02

1 1

2 4 2
0 3 3 3 0 2 1 1 2 1 22

1 1

23
1 1 02

1

0,

cos , (4)

2

cos .

s

p

kD
k L

k kD f T
k L k L
k kD D D

k L k L
k f T

k L

  

    

     

  

   

       

          

   

 

The corresponding parameters are defined in the paper. 
The primary resonances of first and second modes have 
been solved in two sets of boundary conditions, 
torsionally clamped-fixed and torsionally fixed-fixed. 
Nonlinear response, amplitude-phase equations, fixed 
points, and their stability have been studied. The effect 
of internal resonance is also addressed. 

3. Results and Discussion 
The paper contains various results concerning the 
primary resonance of first and second torsional modes 
with/without internal resonance in both torsionally 
fixed-fixed and fixed-free boundary conditions. The 
linear vibration problem in various boundary conditions 
is also addressed. Figs. 2 and 3 show the amplitude of 
the first and second torsional modes of the clamped-free 
beam in primary resonance conditions. The geometric 
and material properties of the beam are represented in 
the full paper.  

 (2)

Utilizing the method of multiple time scales as [4],

*Corresponding author’s email: a.sina@shahroodut.ac.ir
                                  
                                  Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Amirkabir University Press. The content of this article                                                  
                                 is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 4.0) License. For more information, 
please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.



S. Sina and H. Haddadpour, Amirkabir J. Mech. Eng., 54(6) (2022) 259-262, DOI: 10.22060/mej.2022.20718.7301

260

2 
 

 

1. Introduction 
Nonlinear torsional vibrations of the beam have great 
practical importance in advanced engineering structures. 
It is shown in the literature (e.g. Ref. [1-3]) that the 
collective effect of axial load and pretwist angle leads to 
some interesting phenomena in torsional vibrations of 
beam-like structures. Nonlinear torsional vibrations of 
pretwisted axially loaded thin walled beam under 
primary resonance excitation of the first and second 
torsional modes will be investigated in this paper. 

2. Methodology 
The problem of nonlinear torsional vibrations of a beam 
with primary resonance excitation is addressed in the 
following context: 

 There is not any material or geometric 
coupling between the beam’s bending and 
torsional degrees of freedom, 

 Only axial and torsional degrees of freedom 
are retained in the displacement field, 

 The beam will undergo large torsional motions 
 Primary and secondary warpings in 

conjunction with warping inertia are 
considered in the model, 

 Hamilton’s principle is implemented in order 
to extract the governing equations of motion 
and the corresponding boundary conditions, 

 The governing equations of motion are cast 
into one equation neglecting axial inertia, 

 It is shown that the collective effect of pretwist 
angle and axial load leads to static untwist. 

 Primary resonance of the first and second 
modes is considered. 

Fig. 1 shows the thin walled beam with pretwist angle 
which is considered in this paper. 

 
Fig. 1. Schematic of the beam with pretwist angle 

The stain field could be stated as follows [1], 
 

  

0

0 2 2 2
0

( , , , ) ( , , ) ( , , ),
1( , , ) ( , ) ( ) 2 , (1)
2

( , , ) ( , ) ( , ),
( , , ) ( , ).

n
zz zz zz

zz p p

n
zz t

sz

n s z t s z t n s z t

s z t w z t F s x y

s z t r s z z t
s z t z t

  

    

 
 

 

        


 

 

The nonlinear governing differential equation of motion 
is as follows: 
 

234 2
2 2

1 1 1

ˆcos . (2)kk k F t
k L k L k L

                  

Utilizing the method of multiple time scales as [4], 
 
       2 3

1 0 2 2 0 2 3 0 2ˆ ˆ ˆ, , , , , , , (3)z t z T T z T T z T T          

 
The governing equations will be obtained as, 
 

 

2 4
0 1 1 12

1

2 4 2
0 2 2 2 1 1 02

1 1

2 4 2
0 3 3 3 0 2 1 1 2 1 22

1 1

23
1 1 02

1

0,

cos , (4)

2

cos .

s

p

kD
k L

k kD f T
k L k L
k kD D D

k L k L
k f T

k L

  

    

     

  

   

       

          

   

 

The corresponding parameters are defined in the paper. 
The primary resonances of first and second modes have 
been solved in two sets of boundary conditions, 
torsionally clamped-fixed and torsionally fixed-fixed. 
Nonlinear response, amplitude-phase equations, fixed 
points, and their stability have been studied. The effect 
of internal resonance is also addressed. 

3. Results and Discussion 
The paper contains various results concerning the 
primary resonance of first and second torsional modes 
with/without internal resonance in both torsionally 
fixed-fixed and fixed-free boundary conditions. The 
linear vibration problem in various boundary conditions 
is also addressed. Figs. 2 and 3 show the amplitude of 
the first and second torsional modes of the clamped-free 
beam in primary resonance conditions. The geometric 
and material properties of the beam are represented in 
the full paper.  

 (3)

The governing equations will be obtained as,

2 
 

 

1. Introduction 
Nonlinear torsional vibrations of the beam have great 
practical importance in advanced engineering structures. 
It is shown in the literature (e.g. Ref. [1-3]) that the 
collective effect of axial load and pretwist angle leads to 
some interesting phenomena in torsional vibrations of 
beam-like structures. Nonlinear torsional vibrations of 
pretwisted axially loaded thin walled beam under 
primary resonance excitation of the first and second 
torsional modes will be investigated in this paper. 

2. Methodology 
The problem of nonlinear torsional vibrations of a beam 
with primary resonance excitation is addressed in the 
following context: 

 There is not any material or geometric 
coupling between the beam’s bending and 
torsional degrees of freedom, 

 Only axial and torsional degrees of freedom 
are retained in the displacement field, 

 The beam will undergo large torsional motions 
 Primary and secondary warpings in 

conjunction with warping inertia are 
considered in the model, 

 Hamilton’s principle is implemented in order 
to extract the governing equations of motion 
and the corresponding boundary conditions, 

 The governing equations of motion are cast 
into one equation neglecting axial inertia, 

 It is shown that the collective effect of pretwist 
angle and axial load leads to static untwist. 

 Primary resonance of the first and second 
modes is considered. 

Fig. 1 shows the thin walled beam with pretwist angle 
which is considered in this paper. 

 
Fig. 1. Schematic of the beam with pretwist angle 

The stain field could be stated as follows [1], 
 

  

0

0 2 2 2
0

( , , , ) ( , , ) ( , , ),
1( , , ) ( , ) ( ) 2 , (1)
2

( , , ) ( , ) ( , ),
( , , ) ( , ).

n
zz zz zz

zz p p

n
zz t

sz

n s z t s z t n s z t

s z t w z t F s x y

s z t r s z z t
s z t z t

  

    

 
 

 

        


 

 

The nonlinear governing differential equation of motion 
is as follows: 
 

234 2
2 2

1 1 1

ˆcos . (2)kk k F t
k L k L k L

                  

Utilizing the method of multiple time scales as [4], 
 
       2 3

1 0 2 2 0 2 3 0 2ˆ ˆ ˆ, , , , , , , (3)z t z T T z T T z T T          

 
The governing equations will be obtained as, 
 

 

2 4
0 1 1 12

1

2 4 2
0 2 2 2 1 1 02

1 1

2 4 2
0 3 3 3 0 2 1 1 2 1 22

1 1

23
1 1 02

1

0,

cos , (4)

2

cos .

s

p

kD
k L

k kD f T
k L k L
k kD D D

k L k L
k f T

k L

  

    

     

  

   

       

          

   

 

The corresponding parameters are defined in the paper. 
The primary resonances of first and second modes have 
been solved in two sets of boundary conditions, 
torsionally clamped-fixed and torsionally fixed-fixed. 
Nonlinear response, amplitude-phase equations, fixed 
points, and their stability have been studied. The effect 
of internal resonance is also addressed. 

3. Results and Discussion 
The paper contains various results concerning the 
primary resonance of first and second torsional modes 
with/without internal resonance in both torsionally 
fixed-fixed and fixed-free boundary conditions. The 
linear vibration problem in various boundary conditions 
is also addressed. Figs. 2 and 3 show the amplitude of 
the first and second torsional modes of the clamped-free 
beam in primary resonance conditions. The geometric 
and material properties of the beam are represented in 
the full paper.  

 (4)

The corresponding parameters are defined in the paper. 
The primary resonances of first and second modes have 

been solved in two sets of boundary conditions, torsionally 
clamped-fixed and torsionally fixed-fixed. Nonlinear 
response, amplitude-phase equations, fixed points, and their 
stability have been studied. The effect of internal resonance 
is also addressed.

2- Results and Discussion
The paper contains various results concerning the primary 

resonance of first and second torsional modes with/without 
internal resonance in both torsionally fixed-fixed and fixed-
free boundary conditions. The linear vibration problem in 
various boundary conditions is also addressed. Figs. 2 and 3 
show the amplitude of the first and second torsional modes of 
the clamped-free beam in primary resonance conditions. The 
geometric and material properties of the beam are represented 
in the full paper. 

The obtained results show that the problem consists 
of multiple fixed points for different values of detuning 
parameters.

It should be noted that clamped-free torsional boundary 
conditions lead to a 3 to 1 internal resonance between first 
and second torsional modes. 

Fig. 4 shows the amplitude-frequency plot of the first 
torsional mode for the torsionally clamped-clamped under 
primary resonance excitation of the first mode. Geometric 
and material properties of the beam are represented in the full 
paper and for the sake of brevity not included here.

3- Conclusion 
Nonlinear forced torsional vibration of pretwisted beam 

under axial loading is considered. Primary resonance of first 
and second torsional modes is considered. The structural 
model incorporates a number of non-classical effects such 
as restrained warping, trapeze effect, and warping inertia. 

3 

-90 -60 -30 0 30 60 900

2E-05

4E-05

6E-05

8E-05

0.0001



a

-100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80

0

50

100

150

200

1

2

A-A

A-A

 
Fig. 2. First torsional mode amplitude versus frequency for 
the primary resonance of the first mode of the torsionally 
clamped-free beam, solid line with circle represent stable 
node; dashed line with triangle represent unstable saddle. 
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for the primary resonance of the first mode of the 
torsionally clamped-free beam, solid line with circle 

represent stable node; dashed line with triangle represent 
unstable saddle. 

It should be noted that clamped-free torsional boundary 
conditions lead to a 3 to 1 internal resonance between 
first and second torsional modes.  
Fig. 4 shows the amplitude-frequency plot of the first 
torsional mode for the torsionally clamped-clamped 
under primary resonance excitation of the first mode. 
Geometric and material properties of the beam are 
represented in the full paper and for the sake of brevity 
not included here. 
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4. Conclusion  
Nonlinear forced torsional vibration of pretwisted beam 
under axial loading is considered. Primary resonance of 
first and second torsional modes is considered. The 
structural model incorporates a number of non-classical 
effects such as restrained warping, trapeze effect, and 
warping inertia. Nonlinear equations of motion are 
derived using Hamilton’s principle and are solved using 
the method of multiple scales. A number of conclusions 
are outlined as, 

 The cumulative effect of axial loading and 
pretwist angle leads to an untwist phenomenon 
which is demonstrated and validated against 
existing results. 

 Linear torsional vibrations of the beam in 
different boundary conditions have been 
investigated. 

 Torsional vibration of the beam with clamped-
free torsional boundary condition consists of 3 
to 1 internal resonance between first and 
second torsional modes. 

 Internal resonance acts as a mechanism for the 
transfer of energy between vibration modes. 

 System response at resonance condition will 
consist of both natural frequencies of first and 
second modes and some other harmonics. The 
latter ones stem from the pretwist angle and 
axial loading and consist of 2×first natural 
frequency, 2×second natural frequency, and 
summation and extraction of first and second 
natural frequencies. 

 It is shown that the nonlinear Wagner term has 
a stiffening nature while the trapeze effect has 
to soften effect I beam’s torsional vibrations. 
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second torsional modes. 

 Internal resonance acts as a mechanism for the 
transfer of energy between vibration modes. 

 System response at resonance condition will 
consist of both natural frequencies of first and 
second modes and some other harmonics. The 
latter ones stem from the pretwist angle and 
axial loading and consist of 2×first natural 
frequency, 2×second natural frequency, and 
summation and extraction of first and second 
natural frequencies. 

 It is shown that the nonlinear Wagner term has 
a stiffening nature while the trapeze effect has 
to soften effect I beam’s torsional vibrations. 
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Fig. 3. Second torsional mode amplitude versus fre-
quency for the primary resonance of the first mode of 
the torsionally clamped-free beam, solid line with circle 
represent stable node; dashed line with triangle repre-

sent unstable saddle.
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Nonlinear equations of motion are derived using Hamilton’s 
principle and are solved using the method of multiple scales. 
A number of conclusions are outlined as,

The cumulative effect of axial loading and pretwist angle 
leads to an untwist phenomenon which is demonstrated and 
validated against existing results.

Linear torsional vibrations of the beam in different 
boundary conditions have been investigated.

Torsional vibration of the beam with clamped-free 

torsional boundary condition consists of 3 to 1 internal 
resonance between first and second torsional modes.

Internal resonance acts as a mechanism for the transfer of 
energy between vibration modes.

System response at resonance condition will consist of 
both natural frequencies of first and second modes and some 
other harmonics. The latter ones stem from the pretwist angle 
and axial loading and consist of 2×first natural frequency, 
2×second natural frequency, and summation and extraction 
of first and second natural frequencies.

It is shown that the nonlinear Wagner term has a stiffening 
nature while the trapeze effect has to soften effect I beam’s 
torsional vibrations. 
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Fig. 2. First torsional mode amplitude versus frequency for 
the primary resonance of the first mode of the torsionally 
clamped-free beam, solid line with circle represent stable 
node; dashed line with triangle represent unstable saddle. 

The obtained results show that the problem consists of 
multiple fixed points for different values of detuning 
parameters. 
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torsionally clamped-free beam, solid line with circle 

represent stable node; dashed line with triangle represent 
unstable saddle. 

It should be noted that clamped-free torsional boundary 
conditions lead to a 3 to 1 internal resonance between 
first and second torsional modes.  
Fig. 4 shows the amplitude-frequency plot of the first 
torsional mode for the torsionally clamped-clamped 
under primary resonance excitation of the first mode. 
Geometric and material properties of the beam are 
represented in the full paper and for the sake of brevity 
not included here. 
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Fig. 4. first torsional mode amplitude versus frequency for 
the primary resonance of the first mode of torsionally 

clamped-clamped beam. 

 

4. Conclusion  
Nonlinear forced torsional vibration of pretwisted beam 
under axial loading is considered. Primary resonance of 
first and second torsional modes is considered. The 
structural model incorporates a number of non-classical 
effects such as restrained warping, trapeze effect, and 
warping inertia. Nonlinear equations of motion are 
derived using Hamilton’s principle and are solved using 
the method of multiple scales. A number of conclusions 
are outlined as, 

 The cumulative effect of axial loading and 
pretwist angle leads to an untwist phenomenon 
which is demonstrated and validated against 
existing results. 

 Linear torsional vibrations of the beam in 
different boundary conditions have been 
investigated. 

 Torsional vibration of the beam with clamped-
free torsional boundary condition consists of 3 
to 1 internal resonance between first and 
second torsional modes. 

 Internal resonance acts as a mechanism for the 
transfer of energy between vibration modes. 

 System response at resonance condition will 
consist of both natural frequencies of first and 
second modes and some other harmonics. The 
latter ones stem from the pretwist angle and 
axial loading and consist of 2×first natural 
frequency, 2×second natural frequency, and 
summation and extraction of first and second 
natural frequencies. 

 It is shown that the nonlinear Wagner term has 
a stiffening nature while the trapeze effect has 
to soften effect I beam’s torsional vibrations. 
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Fig. 4. first torsional mode amplitude versus frequency 
for the primary resonance of the first mode of torsion-

ally clamped-clamped beam.
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ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر با نیروی محوری و دارای زاویه پیچش اولیه تحت تحریک 
تشدید اصلی
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 .
خلاصه: در این مقاله، ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر در شرایط تحریک تشدید اصلی مورد بررسی قرار گرفته است. در معادلات 
غیرخطی حاکم بر حرکت، اثرات مربوط به قید اعوجاج و زاویه پیچش اولیه و نیروی محوری و اینرسی پیچشی در نظر گرفته شده 
است. وجود همزمان نیروی محوری و زاویه پیچش اولیه منجر به پدیده واپیچش می شود. معادلات غیرخطی بی بعد شده حاکم بر 
ارتعاشات پیچشی تیر در شرایط تشدید اصلی با استفاده از روش اغتشاشی مقیاس های چندگانه به ازای شرایط مرزی مختلف حل 
شده است. تشدید اصلی مود اول و مود دوم به صورت جداگانه مورد بررسی قرار گرفته است. حل تحلیلی برای پاسخ پیچشی تیر در 
حالتهای مختلف تحریک ارائه گردیده است. بررسی پاسخ ها نشانگر ظهور هارمونیک هایی علاوه بر هارمونیک اصلی در پاسخ است. 
علاوه بر این، تحلیل معادلات حاکم نشان می دهد که مسئله در پاره ای شرایط شامل پدیده تشدید داخلی سه به یک هست. معادلات 
دامنه پاسخ و فاز به ازای شرایط تشدید مختلف ارائه و نتایج عددی مرتبط نیز ذکر گردیده است. پایداری جواب ها، اندرکنش بین مودها 
و امکان انتقال انرژی بین مودهای ارتعاشی به صورت ویژه مورد بررسی قرار گرفته است. نتایج ارائه شده موید اهمیت پدیده های 

غیرخطی در ارتعاشات پیچشی تیر است. 
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مقدمه- 1
نشان  کاربردها  از  بسیاری  در  را  خود  اهمیت  تیر  پیچشی  ارتعاشات 
واماندگی  از  ناشی  ارتعاشات  غالب  طبیعت  پیچشی  ارتعاشات  است.  داده 
آیرودینامیکی1 و ناپایداری واماندگی فلاتر2 در پره توربین های بادی و بالگرد 
ناپایا  آیرودینامیکی  نیروهای  پیشبینی  برای  اونرا3  است ]1[. بطوریکه مدل 
ناشی از حرکت پیچشی ایروفویل حین رخداد پدیده واماندگی آیرودینامیکی 
توسعه یافته است]2[. حتی پدیده ناپایداری فلاتر یک درجه آزادی پیچشی 
وقوع  به  توربوماشین ها  پره  در  سیال  به  سازه  بالا  نسبت جرمی  واسطه  به 
واپیچش4  پدیده  اصلی  عامل  کوپلینگ کشش-پیچش   .]4 و   3[ می پیوندد 
غیرفعال  کنترل  دیگر، مفهوم  کاربردی  در  و 6[.   5[ است  دوار  پره های  در 
روتور  تیلت  در  دلخواه  آیرودینامیکی  بازدهی  به  دستیابی  برای  پره  پیچش 

1  Stall induced vibrations
2  Stall flutter
3  ONERA model
4  Untwist

ایکس وی 155 برمبنای استفاده از کوپلینگ الاستیک مابین کشش و پیچش 
و  اولیه  پیچش  راستا طرح  این  در  یافت.  توسعه  کامپوزیت  مواد  در  موجود 
دوخت سازه ای6 پره به صورت ترکیبی از طراحی های بهینه مربوط به مود 
پروازی بالگرد و مود پروازی هواپیما در راستای دستیابی به حداکثر بازدهی 
آیرودینامیکی پیشنهاد می شود ]7 و 8[. همچنین کوپلینگ کشش-پیچش 
ابزار ماشینکاری )لرزش7( است  ارتعاشات خودتحریک در  عنصر کلیدی در 
]9[. استفاده از این کوپلینگ در طراحی موتورهای اولتراسونیک پیزوالکتریک 
از دیگر کاربردهای جذاب دینامیک پیچشی المان تیر سازه ای در صنعت است 
]10[. در این کاربردها موج پیچشی در عبور از رزوناتور تقویت می شود. موج 
پیچشی در مبدل به گونه ای تولید می شود که فرکانس آن با فرکانس مود 
پیچشی رزوناتور یکسان باشد. رزوناتور نیز در واقع یک تیر است. کاربردهای 
دقیق  تحلیل  و  تجزیه  اهمیت  مؤید  دیگر  کاربردهای  بسیاری  و  شده  ذکر 

دینامیک پیچشی تیرها است.

5  XV-15 Tilt rotor aircraft
6  Structural tailoring
7  Chattering
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نظریه های مختلف مهندسی در تحلیل تیرها بیشتر به تعیین عبارات و یا 
ابزارهای ارزیابی برای موارد زیر می پردازند ]11[: 

• مجموعه ای از ثوابت الاستیک برای بیان خواص سختی تیر در 	
صفحه سطح مقطع تیر )در نظریه های مهندسی، مدل تیر شامل سختی های 
GJ بیان می شوند(. EI و  خمشی و پیچشی می شوند که با عباراتی نظیر 

• مجموعه ای از معادلات دیفرانسیل تک بعدی معمولی یا جزئی که 	
ثوابت مذکور در بند قبل در آن ها به کار می روند.

• حسب 	 بر  بعدی  سه  تنش  مولفه های  از  مجموعه  یک  حداقل 
متغیرهای تک بعدی که از حل معادلات مذکور در بند قبل به دست می آیند 
My برای تنش محوری 

I )در نظریه های مهندسی تیر با روابطی نظیر 
بیان می شوند(.

استفاده از نظریه های مختلف مهندسی در تحلیل تیرها شدیداً وابسته به 
کاربرد است. مطابق آنچه هاجز ]11[ بیان کرده است، تیرها از دیدگاه کلی 

R تقسیم می شوند.  S و   ،Τ به سه کلاس 
باز  با مقطع  نازک  تیرهای جدار  این طبقه شامل   :Τ تیرهای کلاس 
از  این طبقه  تیرهای  دیده می شود.  آن در شکل 1  از  نمونه هائی  است که 
نظر پیچشی نرم هستند و سختی پیچشی تیر به میزان قابل توجهی کمتر از 
سختی خمشی آن است. تیرهای I شکل که دارای کاربرد گسترده در صنعت 
هستند در این کلاس تیرها قرار می گیرند. به طور کلی پره بالگرد به صورت 

تیر I شکل در نظر گرفته می شود.
S: شکل کلی مقطع این تیرها نواری است و مشابه  تیرهای کلاس 
T دارای دو طول مشخصه هستند. این تیرها علاوه بر آنکه از نظر  کلاس 
پیچشی نرم هستند، در یک جهت نیز از نظر خمشی نرم هستند. به بیان دیگر 

از سختی های خمشی بسیار بزرگتر از سختی خمشی دیگر و سختی  یکی 
پیچشی تیر است. بال های با ضریب منظری بالا از این نوع تیرها هستند. 

پاره ای از پره های بالگرد در این کلاس تیر قرار می گیرند.
: تیرهای معمولی در این دسته قرار می گیرند. در واقع  R تیرهای کلاس 
T قرار نمی گیرند.  S و  این دسته مربوط به تیرهائی است که در کلاس 
این تیرها مشخصه طولی معینی که به طور خاص در کرنش در اثر خمش 
ندارند و همه سختی های خمشی و پیچشی  و پیچش در نظر گرفته شود، 
از یک مرتبه هستند. این طبقه شامل تیرهای توپر و جدار نازک  در آن ها 

سلولی می شود. 
پیچش  در  ذوزنقه ای  اثر  و  مقید  اعوجاج  به  مربوط  پدیده های  اهمیت 

کلاس های مختلف تیر در جدول 1 خلاصه شده است.
چارچوب  در  که  تحقیقاتی  بر  تاکید  با  محققین  فعالیت های  ادامه  در 
نظریه های مهندسی تیر به بررسی مساله پیچش در تیرها پرداخته اند، مرور 

می شود.
در سال 1853 مهندس فرانسوی سن-وننت نظریه پیچش سن-وننت 
را در آکادمی علوم فرانسه ارائه کرد. بر اساس این نظریه تیر با سطح مقطع 
دایره تحت گشتاور پیچشی ثابت در طول دهانه تیر به گونه ای تغییر شکل 
اعوجاج1 است.  بدون هرگونه  می یابد که پیچش هر مقطع در صفحه خود 
این پیچش خالص اصطلاحاً پیچش سن-وننت نامیده می شود. در تیرهای 
با سطح مقطع غیرمدور تحت اثر گشتاور پیچشی، اعوجاج نیز ظاهر می شود. 
در تیرهای با سطح مقطع غیرمدور علاوه بر تنش برشی مربوط به پیچش 
سن-وننت تنش های برشی و محوری مربوط به اعوجاج نیز وجود دارند. در 

1 Warping

 
 T [11.]هائی از سطح مقطع تيرهای کلاس : نمونه1شكل 

Fig. 1. Examples of Class T beam’s cross section [11]. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.]11[ T شکل 1. نمونه هائی از سطح مقطع تیرهای کلاس

Fig. 1. Examples of Class T beam’s cross section [11].

 
 S[11.] هائی از سطح مقطع تيرهای کلاس : نمونه2شكل 

Fig. 2. Examples of Class S beam’s cross section [11]. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.]11[S شکل 2. نمونه هائی از سطح مقطع تیرهای کلاس

Fig. 2. Examples of Class S beam’s cross section [11].
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هر حال در پیچش سن-وننت، اعوجاج به صورت تابعی از نرخ پیچش فرض 
می شود. البته نرخ پیچش در طول تیر ثابت فرض می شود و تنها تابعی از 
فاصله نقطه در سطح مقطع از مرکز پیچش است. بر پایه این فرضیات میدان 
جابجائی مربوطه شکل می گیرد. برای به دست آوردن اعوجاج از مدل های 
مختلفی نظیر تابع اعوجاج و یا تابع تنش سن-وننت استفاده می شود. لازم 
GJ به ذکر است که با استفاده از این مدل ها، سختی پیچشی سن وننت )

( برای انواع مقاطع مختلف باز و بسته به دست می آید. از لحاظ نظری اگر 
قیدی برای اعوجاج وجود نداشته باشد، همه مقاطع تیر تنها تحت اثر پیچش 
سن-وننت خواهند بود که مقدار اعوجاج را برای مقاطع مختلف در راستای 
دهانه تیر ثابت فرض می کند. اما در عمل شرایط مرزی و هندسه اعوجاج 
را مقید می نماید. تنش محوری ایجاد شده در اثر قید اعوجاج منجر به تولید 
برای  پیچشی  نظریه  در سال 1940   ]12[ پیچشی می شود. ولاسو  گشتاور 
در نظر گرفتن اثر قید وارپینگ توسعه داد. این نظریه پیچش غیریکنواخت1 
نامیده می شود. درحالی که نظریه پیچش سن وننت پیچش یکنواخت نامیده 

1  Non-uniform torsion

نیست  ثابت  تیر  دهانه  در طول  پیچش  نرخ  نظریه ولاسو  مطابق  می شود. 
چهار  مرتبه  از  دیفرانسیلی  معادله  از  استفاده  با  تیر  مقطع  و چرخش سطح 
به دست می آید و مفاهیم سختی اعوجاج مقید و گشتاورک2 نیز در فضای 

مفاهیم مربوط به پیچش ظاهر شدند.
زاویه  دارای  معمولًا  دوار  پره های  کارآئی،  حداکثر  به  دستیابی  برای 
جمعی  اثر  پره ها  این  پیچشی  ارتعاشات  تحلیل  در  هستند.  اولیه3  پیچش 
نیروهای محوری گریز از مرکز و زاویه پیچش اولیه باید درنظر گرفته شود. 
نیروهای محوری کششی در  اثر  به  باکلی ]13[، وگنر ]14[ و گودیر ]15[ 
افزایش سختی پیچشی تیر اشاره کردند. اگر تیر در حالت یکنواخت به صورت 
مجموعه ای از تارهای مستقیم فرض شود، با پیچیدن تیر این تارها در مقطع 
که  محوری  تنش های  کرد.  خواهند  حرکت  تیر  پیچش  الگوی  مطابق  تیر 
را  اولیه گشتاوری  پیچش  زاویه  در حضور  تارها عمل می کنند،  راستای  در 
حول تار خنثی تیر ایجاد می کنند، که اثر وگنر4 نامیده می شود. بر مبنای این 

2  Bimoment
3  Pretwist angle
4  Wagner effect

 
 R [11.]هائی از سطح مقطع تيرهای کلاس : نمونه3شكل 

Fig. 3. Examples of Class R beam’s cross section [11]. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

.]11[ R شکل 3. نمونه هائی از سطح مقطع تیرهای کلاس

Fig. 3. Examples of Class R beam’s cross section [11].

جدول 1. اهمیت مدلسازی اثر ولاسو )وارپینگ مقید( و اثر ذوزنقه ای بر حسب شکل سطح مقطع تیر ]11[.

Table 1. The priority of modeling of the Vlasov’s effect (restrained warping) and trapeze effect versus 
beam’s cross section

 [.11ای بر حسب شکل سطح مقطع تير ]: اهميت مدلسازی اثر ولاسو )وارپينگ مقيد( و اثر ذوزنقه1جدول 
Table 1. The priority of modeling of the Vlasov’s effect (restrained warping)  

and trapeze effect versus beam’s cross section 
ایاثر ذوزنقه نظريه ولاسو کلاس تير  

R غيرضروری غيرضروری 
S ضروری غيرضروری 
T ضروری ضروری 

 

 

 

 

  

1 تشديد اصلی مود اول  
2 تشديد اصلی مود دوم  

تشديد مادون هارمونيک از مرتبه يک 
 دوم مود اول

12   

مرتبه يک تشديد مادون هارمونيک از 
 دوم مود دوم

22   

2 تشديد ترکيبی خارجی جمعی 1    
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فرضیه، هوبولت و بروکز ]16[ در تشریح معادلات حاکم بر خمش درون و 
بیرون صفحه و پیچش پره های دارای زاویه پیچش اولیه به دو مؤلفه خطی 
اشاره کردند که مربوط به اثر نیروی محوری بر دینامیک پیچشی پره می شد. 
این دو مؤلفه شامل یک گشتاور که ناشی از اثر جمعی تنش محوری کششی 
و پیچش الاستیک تیر بوده و تیر را سخت تر می کند و گشتاور دیگری که 
ناشی از اثر جمعی تنش محوری کششی و زاویه پیچش اولیه بوده و منجر 
به پدیده واپیچش در تیر می شود. اوهتسوکا ]5[ با استفاده از تئوری تیر و با 
درنظر گرفتن اثر وارپینگ، پدیده واپیچش در تیرهای تحت بار محوری را 
به هر دو روش تحلیلی و تجربی تحلیل کرد. واشیزو ]17[ چارچوبی بسیار 
دقیق در تحلیل تیرهای خمیده و دارای زاویه پیچش اولیه ارائه کرد. البته 
کارهای تحقیقاتی روزن ]18 و 19[ در این زمینه نیز شایسته یادآوری است. 
در چارچوب الاستیسیته غیرخطی هاجز ]6[ از معادلات تانسوری برای انتقال 
جابجائی ها از مختصات خمیده به مختصات متعامد محلی استفاده کرد. بر 
مبنای نتایج این تحقیق، دو مؤلفه مربوط به پدیده واپیچش از یک مرتبه بوده 
باید درنظر  تیر  اثر کوپلینگ کشش-پیچش در تحلیل دینامیک پیچشی  و 
گرفته شود. هاجز و همکاران ]20 و 21[ مطالعه آثار این پدیده را در دینامیک 
تیرهای دوار ادامه دادند. قابل ذکر است که در تحقیقات ایشان، این پدیده 
اثر ذوزنقه ای نامیده شده است. فولتن و هاجز ]20[ آیروالاستسیته غیرخطی 
ذوزنقه ای  اثر  گرفتن  درنظر  با  را  هاور  حالت  در  بالگرد  کامپوزیتی  پره های 
تیرهای  مقطع  به  مربوط  ثابت های   ]21[ همکاران  و  هاجز  کردند.  بررسی 
تئوری غیرخطی  از  استفاده  با  را  اولیه  پیچش  زاویه  با  غیرایزوتروپ  نواری 
به دست آوردند. در این تحقیق نظریه پوسته لایه ای سه بعدی به معادلات 
یک بعدی غیرخطی کاهش یافته است. از آنجا که اثر ذوزنقه ای از تحلیل 
غیرخطی مقطع به دست می آید، پاپسکو و هاجز]22[ ثوابت مربوط به مقطع 
تیر را با استفاده از روش غیرخطی و عددی به دست آوردند. این روش قادر به 
تبیین اثر ذوزنقه ای در تیرهای از هر جنس و با هر هندسه است. در هر حال، 
اثر  پژوهش های صورت گرفته در این زمینه همگی به لزوم درنظر گرفتن 
ذوزنقه ای در تحلیل تیرهای با زاویه پیچش اولیه تحت اثر بار محوری اذعان 
دارند. در بازه زمانی مشابه، محققان فعال در زمینه مطالعه رفتار پیچشی تیرها 
تحت اثر گشتاور پیچشی نیز به اهمیت ترم کوتاه شوندگی غیرخطی در رفتار 

پیچشی تیرها پی بردند ]23-29[. 
دینامیکی  رفتار  تحلیل  و  مدلسازی  موضوع  گذشته  دهه های  طول  در 
تیرهای با زاویه پیچش اولیه و تحت اثر نیروی محوری مورد توجه بسیاری از 
محققین قرار گرفته است. در ادامه به پاره ای از فعالیت هائی که اخیراً صورت 

گرفته است، اشاره می شود. ساکار و سابونکو ]30[ پایداری دینامیکی پره های 
دوار با زاویه پیچش اولیه و با مقطع ایرفویل شکل را بررسی کردند. آن ها اثر 
پارامترهای مختلف نظیر شعاع هاب پره، زاویه پیچش اولیه ثابت1 و متغیر در 
طول دهانه تیر، سرعت دورانی و فاصله مرکز برش تا مرکز هندسی مقطع را 
بر پایداری پره بررسی کردند. ارتعاشات و پایداری دینامیکی تیرهای چرخان 
)حول محور طولی تیر( تحت بار محوری فشاری پالس گونه توسط چن ]31[ 
ارتعاشات  نازک  ورق  تئوری  از  استفاده  با   ]32[ تورنر  و  بررسی شد. سینها 
نیز  استاتیک  شبه  بار محوری  اثر  کردند.  بررسی  را  توربوماشین ها  پره های 
در این مطالعه در نظر گرفته شده بود. ساراویا و همکاران ]33[ با استفاده از 
خطی سازی مدل اجزا محدود لاگرانژی غیرخطی دارای هفت درجه آزادی 
در هر گره، ارتعاشات آزاد و پایداری دینامیکی تیرهای کامپوزیتی جدار نازک 
دوار را بررسی کردند. مدل اجزا محدود بر مبنای تئوری تیرهای جدار نازک 
و با در نظر گرفتن غیرایزوتروپ بودن ماده، جابجائی برشی و اثر وارپینگ 
استخراج شده بود. رفتار دینامیکی نانوتیوب کربنی دوار نیز توسط دیپاک و 
همکاران ]34[ با استفاده از اجزا محدود طیفی تشریح گردید. یائو و همکاران 
]35[ پاسخ دینامیکی غیرخطی تیرهای دوار جدار نازک با زاویه پیچش اولیه 
و سرعت دورانی متغیر را در حضور جریان گاز مافوق صوت دما بالا را بررسی 
پیستون  تئوری  از  استفاده  با  آیرودینامیکی  نیروهای  این مطالعه  در  کردند. 
استخراج  برای  چندگانه2  مقیاس های  روش  و  بودند  شده  مدل  اول  مرتبه 
معادلات چهارگانه حاکم بر دامنه و فاز حرکت در حالت تشدید داخلی یک به 

یک3 و تشدید اصلی4 به کار گرفته شده بودند.
اخیراً در زمینه رفتار پیچشی تیرها، سلیم و داوالوس ]36[ نظریه ولاسو5 
را برای تحلیل خطی تیرهای کامپوزیتی لایه لایه6 مقطع باز و بسته با در نظر 
گرفتن اثر وارپینگ به کار بردند. موهری و همکاران ]37[ مدلی غیرخطی 
برای مطالعه رفتار الاستیک تیر جدار نازک تحت تغییر شکل های پیچشی 
بزرگ ارائه نمودند. در مدل ارائه شده اثرات کوتاه شوندگی، جابجائی های قبل 
از کمانش و کوپلینگ خمش-پیچش در نظر گرفته شده اند. حل معادلات 
نیوتن-رافسون  روش  از  استفاده  با  غیرخطی  محدود  اجزا  مدل  بر  حاکم 
و  پیچش  زاویه   ]38[ شین  و  کیم  است.  گرفته  صورت  افزایشی  تکراری 
سلولی  چند  یا  تک  مقطع  با  کامپوزیتی  نازک  جدار  تیر  محوری  تنش های 

1  Stagger/Presetting angle
2  Method of multiple scales
3  1:1 internal resonance
4  Internal resonance
5  Vlasov theory
6  Laminated
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ارتعاشات   ]39[ همکاران  و  لیو  کردند.  محاسبه  را  پیچشی  گشتاور  تحت 
در  کردند.  بررسی  را  اولیه  پیچش  زاویه  دارای  تیر  خطی محوری-پیچشی 
به  تیر  پیچش  بر  وارپینگ  اثر  تعیین  در  رفته  کار  به  فرضیات  تحقیق  این 
صورت ویژه مورد بررسی و ارزیابی قرار گرفتند. ساپونتزاکیس و تسیپیراس 
]40[ ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر یکنواخت بدون زاویه پیچش اولیه با 
مقطع متقارن در دو محور1 را با روش حل اجزا مرزی بررسی کردند. پراساد 
تیرهای  برای  تورق2  پدیده  در حضور  را  ذوزنقه ای  اثر   ]41[ هرورسمپت  و 
کامپوزیتی با زاویه اولیه پیچش بررسی کردند. سینا و حدادپور ]42[ به بررسی 
ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر جدار نازک بدون زاویه پیچش اولیه پرداختند. 
اثرات غیرخطی مربوط به تغییرشکلهای پیچشی بزرگ در نظر گرفته شده 
و معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر استخراج گردیده است. 
شکل مودهای غیرخطی و پایداری آنها مورد بررسی قرار گرفته اند. ایشان در 
تحقیقی دیگر ]43[ ، با درنظر گرفتن اثرات غیرخطی زاویه پیچش اولیه و 
نیروی محوری ناشی از دوران به بررسی اثر واپیچش و تعیین میزان اهمیت 
آن در ارتعاشات خطی پیچشی-محوری تیرهای جدار نازک کامپوزیتی دوار 
اثر  تجربی  و  تحلیلی  بررسی  به   ]45 و   44[ سیروهی  و  سیکارد  پرداختند. 
ذوزنقه ای در رفتار الاستیک پیچشی  تیرهای دوار نرم دارای زاویه پیچش 
رفتار  مدلسازی  اهمیت  بیانگر  محققین  این  مطالعات  نتایج  پرداختند.  اولیه 
اثر ذوزنقه ای  بود. به گونه ای که عدم درنظر گرفتن  تیر  غیرخطی پیچشی 
می تواند به حدود 50 درصد خطا در تعیین میزان پیچش نوک پره منجر شود. 
رفتار  بررسی  به  تیر  دقیق  هندسی  نظریه  چارچوب  در   ]46[ بوچااو  و  هان 
اثر  اهمیت  پرداختند.  محوری  نیروی  تحت  تیر  پیچشی-محوری  غیرخطی 
ذوزنقه ای در کاربردهای مربوط به پره بالگرد به صورت ویژه مورد بررسی 
قرار گرفته است. اخیراً، هافمیر و هاگسبرگ ]47[ با در نظر گرفتن رابطه بین 
پیچش و جابجایی های محوری و مدلسازی دقیق پدیده اعوجاج به بررسی 
امکان استفاده از این پدیده در میرا نمودن ارتعاشات پیچشی پره توربینهای 

بادی پرداختند.
رفتار  بررسی  زمینه  در  که  گسترده ای  تحقیقاتی  فعالیتهای  علی رغم 
غیرخطی  واداشته  ارتعاشات  است،  گرفته  صورت  تیرها  پیچشی  غیرخطی 
پیچشی تیرها کمتر مورد بررسی قرار گرفته است. ماهیت غیرخطی سیستم 
به ظهور پدیده های متعددی شود که در سیستم های خطی  می تواند منجر 
پرش4،  چندتائی3،  حل  به  می توان  پدیده ها  این  جمله  از  نمی شوند.  دیده 
1  Doubly symmetric
2  Delamination
3  Multiple solutions
4  Jump

سیکل محدود5، تشدید های مادون هارمونیک6، مافوق هارمونیک7، ترکیبی8 
و انشعاب های چند دوره ای9 و آشوب10 اشاره کرد. نمونه ای دیگر از پدیده های 
مودهای  اندرکنش  پیوسته  و  آزادی  درجه  چند  سیستم های  در  غیرخطی 
مختلف  مودهای  بین  انرژی  جابجائی  به  منجر  می تواند  که  است  مختلف 
با فرکانس بالا و دامنه کوچک به  از مودهای  انرژی  سیستم شود. معمولًا 
مودهای با فرکانس پائین و دامنه بزرگ منتقل می شود. در غیاب اندرکنش 
بین مودها، پاسخ حالت پایای11 یک سیستم میرا12 تنها شامل مود تحریک 
اما  باشد،  بین مودها می تواند خطرناک  انرژی  اگر چه جابجائی  شده است. 
استفاده از این پدیده برای انتقال انرژی از سیستم اصلی به یک سیستم ثانویه 
اوتوپارامتریک  ارتعاشی  جاذب های  در  واقعیت  این  از  است.  سودمند  بسیار 
اندرکنش غیرخطی مودها  استفاده می شود. تحقیقات بسیار زیادی در مورد 
نتایج تحقیقات صورت گرفته در صورتیکه دو  پایه  بر  صورت گرفته است. 
یا چند فرکانس طبیعی سیستم غیرخطی و فرکانس تحریک هم شمارنده13 
باشند، پاسخ زمانی می تواند شامل مودهای خطی متعددی باشد ]48-51[. 
وجود بیشتر از یک مود در پاسخ، منجر به پیچیده تر شدن پاسخ و افزایش 
یا  داخلی  تشدید  می شود.  سیستم  تحلیل  برای  نیاز  مورد  معادلات  تعداد 
رزونانس اوتوپارامتریک به حالتی از اندرکنش غیرخطی مودها گفته می شود 
شمارنده  تقریباً  یا  و  شمارنده   ) iω ( خطی  طبیعی  فرکانس های  آن  در  که 
یکدیگر هستند. در بررسی ارتعاشات واداشته سیستم غیرخطی بسته به رابطه 
به   ) iω ( سیستم  طبیعی  فرکانس های  با   )Ω ( خارجی  تحریک  فرکانس 

ترتیب پدیده های زیر به وقوع می پیوندند.

 [.11ای بر حسب شکل سطح مقطع تير ]: اهميت مدلسازی اثر ولاسو )وارپينگ مقيد( و اثر ذوزنقه1جدول 
Table 1. The priority of modeling of the Vlasov’s effect (restrained warping)  

and trapeze effect versus beam’s cross section 
ایاثر ذوزنقه نظريه ولاسو کلاس تير  

R غيرضروری غيرضروری 
S ضروری غيرضروری 
T ضروری ضروری 

 

 

 

 

  

1 تشديد اصلی مود اول  
2 تشديد اصلی مود دوم  

تشديد مادون هارمونيک از مرتبه يک 
 دوم مود اول

12   

مرتبه يک تشديد مادون هارمونيک از 
 دوم مود دوم

22   

2 تشديد ترکيبی خارجی جمعی 1    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

5  Limit cycle
6  Subharmonic resonance
7  Superharmonic resonance
8  Combination resonance
9  Priod multiplying
10  Chaos
11  Steadt state response
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مقاله حاضر به بررسی ارتعاشات واداشته غیرخطی پیچشی تیر با زاویه 
پیچش اولیه با استفاده از روشهای نیمه تحلیلی اغتشاشی می پردازد. تا آنجا 
و  تیر  پیچشی  واداشته  غیرخطی  ارتعاشات  بررسی  دارد،  اطلاع  نگارنده  که 
تحلیل پدیده تشدید اصلی برای اولین بار ارائه می گردد. ارتعاشات غیرخطی 
بررسی  مورد  دوم  و  اول  مود  اصلی  تشدید  تحریک  در حضور  تیر  پیچشی 
قرار گرفته است. انواع شرایط مرزی در پیچش در نظر گرفته می شوند. در 
تحلیل ها شرایط تشدید داخلی نیز در نظر گرفته شده است. تشدید مود اول 
تشدید  شرایط  بر حسب شدت  فاز حرکت  و  دامنه  تغییرات  نحوه  و  دوم  و 
بررسی شده  بدون حضور تشدید داخلی  و  خارجی در حضور تشدید داخلی 
است. نتایج به دست آمده نشانگر اهمیت پدیده های غیرخطی در دینامیک 

پیچشی تیرها است.

معادلات غیرخطی حاکم بر حرکت- 2
تیر مطابق شکل 4 تحت نیروی محوری P در نظر گرفته شده است. 
دو  دارای  مقطع  با  تیرهای  به  محدود  مقاله،  این  در  استفاده  مورد  مدل 
با  پیچشی و محوری  این صورت جابجایی های  تقارن است. در غیر  محور 
جابجایی های خمشی همراه می شوند، که در مقاله حاضر در نظر گرفته نشده 
) به  عنوان مختصات محلی تعریف  ), ,p px y z است. مختصات مرجع 
تیر  بر مقطع  py منطبق  px و  شده است که در آن محورهای اصلی 
هستند که حول محور طولی با زاویه پیچش اولیه می چرخند. محورz-  در 

جهت دهانه تیر و بر مرکز تقارن مقطع تیر منطبق فرض شده است.
تغییرشکل های پیچشی تیر در مقایسه با دیگر تغییرشکل های آن بزرگ 

فرض شده اند. در میدان جابجایی تنها عباراتی که مرتبط با پیچش و جابجائی 

محوری هستند، ذکر شده اند. بر این مبنا موقعیت نقطه پس از جابجائی که با 

d نمایش داده می شود، با عبارت زیر بیان می شود. پانویس 
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و  الاستیک  پیچش  بیانگر  ترتیب  به   w 0 و   φ فوق  عبارت  در  که 

جابجائی محوری میانگین تیر هستند. البته علامت پرایم معرف مشتق مکانی 

به  جعبه ای  تیر  برای   wF اولیه  وارپینگ  تابع  است.   -z محور  به  نسبت 

صورت زیر است.
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تا بردار مماس و عمود بر  فاصله عمودی مرکز برش سطح مقطع تیر 

به   Y پیچشی  تابع  و   ( )tr s و   ( )nr s ترتیب  به  جدار،  میانی  کنتور 

صورت زیر تعریف می شوند.

 
شماتيک تير با زاويه پيچش اوليه.: 4شكل   

Fig. 4. Schematic of beam with pretwist angle. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. شماتیک تیر با زاویه پیچش اولیه

Fig. 4. Schematic of beam with pretwist angle.
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S به ترتیب محیط و مساحت سطح مقطع تیر هستند. میدان  cA و  که 
جابجائی مدل به صورت زیر بیان می شود.
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میدان کرنش به صورت زیر به دست می آید ]43[.
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ترم مشخص شده با خط در کرنش محوری مولفه ای غیرخطی است که 
در مدل پیچشی ولاسو وجود ندارد و اصطلاحاً کرنش وگنر نامیده می شود. 

از اصل  استفاده  با  تیر  بزرگ  تغییر شکل های پیچشی  بر  معادله حاکم 
دست  به  زیر  صورت  به  سطحی  و  حجمی  نیروهای  غیاب  در  و  همیلتون 

می آید ]44[.
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ثابت در سمت راست معادله، پیچش  به واسطه وجود گشتاور پیچشی 
اولیه استاتیک در تیر القا می شود که معادله حاکم بر این پیچش استاتیک که 

sφ نشان داده می شود، عبارتست از با 
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بازنویسی  زیر  صورت  به   )6( معادله   ، ˆ
sφ φ φ= + گرفتن  نظر  در  با 

می شود.

(8)

(1) 
  0 0 ( , )

cos( ) sin( ),
sin( ) cos( ),

,w

p p
d

p p
d

d tz t F nr s

x x y
y x y
z z R w 

   
   

 

   

   

  

 

 

(2)  
0

( ) .
s

w nF r s ds   

 

(3) 

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) ,

( )
2 ,

n

t

n
C c

C

dx dyr s y s x s
ds ds

dx dyr s x s y s
ds ds

r s ds
A
Sds

  

 

  



 

 

(4) 
 0 ( , ) ( )

( , , , ) (cos 1) sin ,
( , , , ) sin (cos 1),
( , , , ) .w

d

d

tz t F nr s

u x y z t x x x y
v x y z t y y x y
w x y z t w 

 
 

 

    
    


 

 

(5)   

0

0 2 2 2
0

( , , , ) ( , , ) ( , , ),
1( , , ) ( , ) ( ) 2 ,
2

( , , ) ( , ) ( , ),
( , , ) ( , ).

n
zz zz zz

zz p p

n
zz t

sz

n s z t s z t n s z t

s z t w z t F s x y

s z t r s z z t
s z t z t

  

    

 
 

 

        


 

 

 

(6) 

 66

2 3 2
77

ˆ:

3ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2

ˆ .

z p

z p
p

a

T I BB B a
S

T I
I

S

 

      

 

 

 
           

  
 

   
  

 

 

(7) 2
66 77 .z p z p

s s

T I T I
a B a

S S
   

 
           

 

 

(8) 

 

 

 

2
66 77

2

3 2 2

: [

3 2
2

3 3 ] 0.
2

z p

s

s s p

T I
a B a

S

B

B I

   

   

     

         
 

    

        

 

 

 

اگر مولفه های خطی و غیرخطی در معادله )8( جداسازی شوند، معادله 

زیر به دست می آید.
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توجه شود که معادله حاکم بر ارتعاشات خطی پیچشی تیر در این حالت 

عبارتست از
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تحریک  با  تیر  پیچشی  غیرخطی  ارتعاشات  بر  حاکم  معادله  ادامه  در 

تشدید اصلی1 بررسی می شود. در این راستا ابتدا مسئله با تعریف متغیرهای 

کمکی زیر ساده سازی می شود.

1  Primary resonance
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اگر متغیرهای بی بعد زمان و مکان به صورت زیر تعریف شوند،
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به   ) F ( نوسانی  با درنظر گرفتن تحریک خارجی  صورت کلی مسئله 
صورت زیر خواهد بود.
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t̂ و  که مشتق های زمانی و مکانی در معادله )13( به ترتیب نسبت به 
ẑ تعریف می شوند. 

ارتعاشات خطی- 3
و  اولیه  پیچش  زاویه  با  تیر  پیچشی  خطی  ارتعاشات  بر  حاکم  معادله 
تحت بارگذاری محوری در معادله )10( آمده است. این معادله نشاندهنده اثر 
زاویه پیچش اولیه تیر، نیروی محوری و اثر وگنر در طبیعت خطی پیچشی 
تیر است. با توجه به اطلاعات فعلی نگارنده این مقاله، این بیان از دینامیک 
 B β ′2 و  z pT I

S



مؤلفه های  است.  نگردیده  ارائه  تاکنون  تیر  پیچشی 
بیانگر اثر نیروی محوری و زاویه پیچش اولیه در سختی پیچشی تیر هستند 
که قبلًا توسط محققین ارائه شده بودند. در این بخش، مسئله ارتعاشات آزاد 
خطی پیچشی تیر با شرایط مرزی مختلف مورد بررسی قرار می گیرد. برای 
حل این مسئله از روش جداسازی متغیرهای زمانی و مکانی استفاده می شود. 
برای حل مسئله در این حالت از روش گلرکین توسعه یافته1 استفاده می شود.

sφ محاسبه شود.  برای بررسی ارتعاشات آزاد، ابتدا باید پیچش استاتیک 
sφ علاوه بر معادله )7( باید شرایط مرزی مربوط به پیچش را نیز ارضا کند. 

شرایط مرزی ضروری2 و طبیعی3 پیچشی تیر بر حسب متغیرهای جابجائی 

1  Extended Galerkin method
2  Essential boundary conditions
3  Natural boundary conditions

به ترتیب به صورت زیر نوشته می شوند.
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به بیان دیگر، شرایط مرزی پیچشی در هر طرف تیر برای حالت های 
آزاد، گیردار و تکیه گاه ساده به ترتیب به صورت زیر تعریف می شوند.
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، معادله )10( باید تحلیل شود. بدین منظور از جداسازی  sφ پس از تعیین 
متغیرها به صورت زیر استفاده می شود.
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جاگذاری معادله )19( در معادله )10( منجر به معادله )20( می شود.
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برای شرایط  تیر  این حالت شرایط مرزی پیچشی در هر طرف  که در 
مرزی آزاد، گیردار و تکیه گاه ساده به ترتیب به صورت زیر تعریف می شوند.
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فرم کلی حل معادله )20( برای شرایط مرزی یکسرگیردار-یکسر آزاد در 
پیچش به صورت زیر است.
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λ از حل معادله مشخصه مربوطه به دست می آیند. ضرائب 
2
λ و 

1
که 

c4 نیز با ارضا شرایط مرزی پیچشی دو سر تیر به دست می آیند. c1 تا 

حل4اغتشاشی4معادلات4غیرخطی4حاکم4بر4حرکت-44
برای به دست آوردن معادلات دامنه-فاز حاکم بر دامنه و فاز مودهای 
پیچشی از روش مقیاس های چندگانه1 استفاده می شود. بر این مبنا متغیرهای 

جدید زمانی به صورت زیر تعریف می شوند.
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در ادامه مشتق های نسبت به زمان با مشتقات جزئی نسبت به متغیرهای 
جدید به صورت زیر جایگزین می شوند.
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1  Method of multiple scales

بسط مرتبه دوم جواب معادله )13( به صورت زیر خواهد بود.
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بالانس شود،  معادله  غیرخطی  مولفه های  توسط  تشدید  اثر  آنکه  برای 
fε و در حالت رزونانس مادون  3 F به صورت  در حالت رزونانس اصلی 
در   )27( معادله  جاگذاری  با  می شود.  مقیاس   fε 2 صورت  به  هارمونیک 
ε معادلات زیر به  معادله )13( و برابر قرار دادن ضرائب مرتبه های یکسان 

دست می آیند.
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مورد  در  حالیکه  در  است.   pδ = 1 و   sδ = 0 اصلی  تشدید  حالت  در 
pδ است. در ادامه  = sδ و 0 = رزونانس های مادون هارمونیک و ترکیبی 1
سیستم معادلات برای حالت های غیرتشدیدی و تشدید داخلی سه به یک و 
با توجه به شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده و یک سر تکیه گاه ساده-یک سر 
آزاد، حل می شوند. آنچنان که قبلًا نیز ذکر شد، شرط لازم برای ظهور تشدید 
داخلی بین مودهای اول و دوم پیچشی آن است که فرکانس مود دوم سه 

برابر و یا در حدود سه برابر فرکانس مود اول باشد.

تشدید واداشته اصلی در حضور تشدید داخلی
با شرایط مرزی پیچشی یک سر  تیر  ارتعاشات غیرخطی  این بخش  در 
گیردار و یک سر آزاد با زاویه پیچش اولیه بررسی می شود. این شرایط مرزی 
دارای شرط لازم برای تشدید داخلی سه به یک است ]42[. در ادامه فرض 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1271 تا 1302

1280

دیگر  مودهای  با  داخلی  رزونانس  در  مود  دو  این  از  هیچ یک  که  می شود 
دوم  و  اول  مودهای  بین  فرکانسی  نسبت  برای مدل کردن  ندارند.  شرکت 

σ1 به صورت زیر تعریف می شود. متغیر تنظیم گر 

(31)

(21) 
  2

66

2 2
77

: [(

33 ) ] 0,
2

z p

s s p

T I
a B

S
Ba B I

 

   

     

        

 

 

(21) 
66 66

2 2
77

0,

33 0,
2

z p
s s

a a

T I BB a B
S

   

      

 
            

 

(22) 0, 0,     

(23) 
66

2 2
77

0,

33 0.
2

z p
s s

a

T I BB a B
S

   

    

 
            

 

 

(24) 1 1 2 1

3 2 4 2

cosh sinh
cos sin ,

c z c z
c z c z

 
 

   


 

 

(25) 0,1,2, ,n
nT t n   

 

(26) 
0 1

0 1
0 1

2
2 2 2
0 0 1 1 0 22

,

2 ( 2 ) .

dT dTd D D
dt dt T dt T
d D D D D D D
dt



 

 
     

 

    

 

 

(27)    
   

1 0 2

2 3
2 0 2 3 0 2

ˆ, , ,
ˆ ˆ, , , ,

z t z T T

z T T z T T

 

   

 

 
 

 

(28) 2 4
0 1 1 12

1

: 0,kD
k L

        

(29) 2 2 4 2
0 2 2 2 1 1 02

1 1

: cos ,s
k kD f T

k L k L
              

(31)  

3 2 4
0 3 3 32

1

2
0 2 1 1 2 1 2

1

23
1 1 02

1

:

2

cos .p

kD
k L

kD D
k L

k f T
k L

   

  

  

   

      

  

 

 

(31) 2 1 13 .     

 
 

حل عمومی معادله )17( به صورت زیر فرض می شود.

(32) (32)        1 0 2 0
1 1 2 1 2 2 2ˆ ˆ ,i T i TA T z e A T z e cc       

 

(33) 

   

   

1 0

2 0

2 1 0

2 1 0

2 4
0 2 2 22

1

222 2
1 1 1 1 1 1 1

1 1

222 2
2 2 2 2 2 2 2

1 1

2
1 2 1 2 1 2

1

2
1 2 1 2 1 2

1

,

i T

i T

i T

i T

kD
k L

k kA e A A
k L k L
k kA e A A
k L k L
k A A e

k L
k A A e cc

k L





 

 

  

 

   

 

 





   

    

    

    

    

 

 

(34) 

 

   
     

   

1 0

2 0

2 1 0

2 1 0

222
2 11 1

1
22

21 1 1 12 2

22 2 2 3 1 2

4 1 2

ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ .

i T

i T

i T

i T

k z A e
k L

z A A z A e

z A A z A A e

z A A e cc





 

 







   

  

 

  

 

 

(35) 
24

1 1 12
1

4 ,n n n n n n
k

k L
            

 

(36) 
4

2 22
1

,n n n n
k

k L
         

 

(37)  24
3 3 1 2 3 1 2 1 22

1

,k
k L

                 

 

(38)  24
4 4 2 1 4 1 2 1 22

1

,k
k L

                 

 

 

 ، sδ ) شکل مودهای خطی سیستم هستند. با فرض 0= )ˆi zψ که 
با جاگذاری معادله )32( در معادله )29( معادله زیر به دست می آید.
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حل معادله اخیر به صورت زیر است. 
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Γ به صورت زیر است. معادله حاکم بر 
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تعیین  مسئله  اصلی  مرزی  شرایط  به  توجه  با  نیز   Γ مرزی  شرایط  و 
Γها کارکردی  می شود. با عنایت به معادلات )34( تا )38( واضح است که 
 ،)30( معادله  در   )34( و   )32( معادلات  جاگذاری  با  دارند.  گونه  مود  شکل 

معادله زیر به دست می آید.

(39)

(39) 

   

   

 

1 0 2 0

1 0

2 0

2 4
0 3 3 32

1

1 1 1 2 2 2

2
3 23 2

1 1 11 1 21 1 12
1 1

2
3 23 2

2 2 12 2 22 2 22
1 1

23 2
1 22

1 1

2 2

2

2

2[

i T i T

i T

i T

kD
k L

i A e i A e

k k A A e
k L k L

k k A A e
k L k L

k k
k L k

 





  

   

  

  



   

   

             
   
             
   

  

 

 

 

   

 

1 0

2 0

1 0

2

2 3 2 4 1 22 1 2 2

2
23 2

2 12
1 1

1 3 1 4 2 21 2 1 1

2
33 33 2

2 1 11 12
1 1

2
23 2

2 12
1 1

1 4

2 ]

2[

2 ]

3

[

i T

i T

i T

L

A A A e

k k
k L k L

A A A e

k k A e
k L k L

k k
k L k L







  

 

  

 

 



 
 

 
          

     
 

          

         
   

     
 

   2 1 0

0

( 2 )2
2 11 2 1]

1 .
2

i T

i T

A A e

fe cc NST

  



   

 

 

 

(41) 
1 1

2 1

1 1

2
1 1 11 1 1

2
12 1 2 2 1 1 2

1

2
2 2 22 2 2

3
21 1 1 2 2 1

2 8

8 8
1 0,
2
2 8

8 8 0.

i T

i T

i T

i A S A A

S A A A A A e

f e

i A S A A

S A A A A e

















 

  



 

  

 

 

(41) 
1 1

1 1 2 1

2
1 1 11 1 1 12 1 2 2

2
1 1 2

2
2 2 22 2 2 21 1 1 2

3
2 1 2

2 8 8

8 0,

2 8 8
18 0.
2

i T

i T i T

i A S A A S A A A

A A e

i A S A A S A A A

A e f e



 











  

 

  

  

 

 

 

(39) 

   

   

 

1 0 2 0

1 0

2 0

2 4
0 3 3 32

1

1 1 1 2 2 2

2
3 23 2

1 1 11 1 21 1 12
1 1

2
3 23 2

2 2 12 2 22 2 22
1 1

23 2
1 22

1 1

2 2

2

2

2[

i T i T

i T

i T

kD
k L

i A e i A e

k k A A e
k L k L

k k A A e
k L k L

k k
k L k

 





  

   

  

  



   

   

             
   
             
   

  

 

 

 

   

 

1 0

2 0

1 0

2

2 3 2 4 1 22 1 2 2

2
23 2

2 12
1 1

1 3 1 4 2 21 2 1 1

2
33 33 2

2 1 11 12
1 1

2
23 2

2 12
1 1

1 4

2 ]

2[

2 ]

3

[

i T

i T

i T

L

A A A e

k k
k L k L

A A A e

k k A e
k L k L

k k
k L k L







  

 

  

 

 



 
 

 
          

     
 

          

         
   

     
 

   2 1 0

0

( 2 )2
2 11 2 1]

1 .
2

i T

i T

A A e

fe cc NST

  



   

 

 

 

(41) 
1 1

2 1

1 1

2
1 1 11 1 1

2
12 1 2 2 1 1 2

1

2
2 2 22 2 2

3
21 1 1 2 2 1

2 8

8 8
1 0,
2
2 8

8 8 0.

i T

i T

i T

i A S A A

S A A A A A e

f e

i A S A A

S A A A A e

















 

  



 

  

 

 

(41) 
1 1

1 1 2 1

2
1 1 11 1 1 12 1 2 2

2
1 1 2

2
2 2 22 2 2 21 1 1 2

3
2 1 2

2 8 8

8 0,

2 8 8
18 0.
2

i T

i T i T

i A S A A S A A A

A A e

i A S A A S A A A

A e f e



 











  

 

  

  

 

 

 
  

معرف عبارتهایی است که منجر به ظهور جوابهای نامحدود در  NST

دستگاه معادلات نمی شوند. از آنجا که مسئله همگن مربوط به معادله اخیر 
حل  دارای  حالتی  در  تنها  غیرهمگن  مسئله  است،  غیربدیهی1  حل  دارای 
است که سمت راست معادله )39( به هر حل مسئله همگن مربوطه متعامد 

1  Nontrivial solution



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1271 تا 1302

1281

است  خودالحاق1  مسئله ای  اخیر  معادله  همگن  بخش  که  شود  دقت  باشد. 
مود  اصلی  تشدید  مسئله  در   ( )exp

n n
i Tψ ω±

0
از عبارتست  آن  حل  که 

(، سمت راست معادله )39( باید بر  ω εσΩ = +1 2 اول )به عبارت دیگر 
) متعامد باشد. بنابراین )exp i Tψ ω−

2 2 0
) و )exp i Tψ ω−

1 1 0

(40)

(39) 
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دیگر  عبارت  )به  دوم  مود  اصلی  تشدید  مسئله  در  ترتیب  همین  به 
فاز مودهای شرکت کننده  و  دامنه  بر  ( معادلات حاکم  ω εσΩ = +2 2

در دینامیک پیچشی تیر به صورت زیر است.

(41)

(39) 
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ضرائب به کار رفته در معادلات )40( و )41( در ادامه معرفی شده اند.
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1  Self adjoint problem

گرفتن  نظر  در  با  و   S 21 و   S 12 بر  جزء  به  جزء  انتگرال گیری  اعمال 
Λ نیز 

1
شرایط مرزی بیانگر مساوی بودن این دو متغیر است. از طرف دیگر 

 در معادله )40( به 
n

A Λ است. برای تحلیل جواب های سیستم، 
2
سه برابر 

صورت زیر جایگزین می شوند.
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با جایگزینی معادله )43( در معادله )40( و جداکردن بخش های حقیقی و 
موهومی مربوطه، معادلات دامنه-فاز برای تشدید اصلی مود اول به صورت 

زیر به دست می آیند.
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برای مسئله تشدید اصلی مود دوم نیز معادلات دامنه-فاز به صورت زیر 
به دست می آیند.
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زیر  به صورت  تیر  پاسخ پیچشی  اول  تقریبی مرتبه  این حالت حل  در 
خواهد بود.
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iq با استفاده از معادلات )57( تا )60( به دست می آیند. ip و  که 

تشدید واداشته اصلی بدون حضور تشدید داخلی
شرایط مرزی محوری آزاد

تیر  ارتعاشات پیچشی غیرخطی  این قسمت پدیده تشدید اصلی در  در 
تکیه گاه  سر  دو  مرزی  شرایط  با  I شکل  مقطع  با  و  یکنواخت  نازک  جدار 
ساده بررسی می شود. در این حالت، نسبت بین فرکانس دوم و اول خطی 
در حدود سه است که با توجه به حضور مولفه های غیرخطی مرتبه سه در 
معادله غیرخطی حاکم بر ارتعاشات پیچشی احتمال ایجاد تشدید داخلی سه 
به یک وجود دارد. اگرچه شرط لازم برای ظهور پدیده تشدید داخلی وجود 
دارد اما وجود نسبت صحیح بین فرکانس های اول و دوم طبیعی نمی تواند به 
ظهور مودهای کوپله و باز توزیع انرژی بین مودهای مختلف سیستم منجر 
شود. این مسئله با توجه به معادلات )44( تا )47( بیشتر قابل توضیح است. 
فعال  به عبارتی  a و 

2
a و 

1
فعال شدن همزمان  Λ کلید  بودن  غیر صفر 

 k
3
k و 

2
Λمطابق معادله )42( تابعی از  شدن پدیده تشدید داخلی است. 

که به ترتیب ضریب مولفه های غیرخطی مرتبه دوم و سوم سیستم هستند، 
k که در معادله )11( آمده است، قابلیت زاویه 

2
می باشد. با توجه به تعریف 

پیچش اولیه به عنوان عامل فعال ساز تشدید داخلی در سیستم اثبات می شود. 
ابزاری غیرفعال1 برای ایجاد  اولیه می تواند به عنوان  بنابراین زاویه پیچش 

تشدید داخلی در سیستم به کار رود. 
در  اصلی  تشدید  پدیده  اغتشاشی مستقیم  از روش  استفاده  با  ادامه  در 
ارتعاشات پیچشی تیر با شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده بررسی می شود. 
با توجه به مطالب ذکر شده در بند قبل، می توان جواب مرتبه اول سیستم 

1  Passive

ام پیچشی را به صورت  n ،حل عمومی معادله )28(، در تشدید اصلی مود 
زیر در نظر گرفت.
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با طی فرآیندی مشابه روندی که در بخش قبل ذکر شد، معادله زیر به 
دست می آید.
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زیر  صورت  به  فوق  معادله  در   nA سیستم،  جواب های  تحلیل  برای 
جایگزین می شود.
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موهومی  و  حقیقی  بخش های  جداکردن  و   )67( معادله  بازنویسی  با 
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فرم خودگردان2 معادلات )69( و )70( به صورت زیر به دست می آیند.

2  Autonomus
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1  Jump phenomenon

پایداری با استخراج مقادیر ویژه ماتریس ضرائب معادله )77( به دست 
می آید. برای پایداری مقادیر ویژه باید فاقد جزء حقیقی مثبت باشند. بنابراین 

پاسخ حالت پایا در صورتی ناپایدار خواهد بود که

(78)

(74) 3
2

1 cos .
2n n n nn n n na a s a f       

 

(75)  22 2 2
2

1 ,
4 n nn n nf s a a   

 

(76) 0 1

0 1

,
,

n n n

n n n

a a a
  

 
 

 

 

(77) 

1 0 1

1 0 0 12
0

0 1
0

cos 0,
2

2 cos
2

sin 0.
2

n
n n n

n
n nn n n n

n

n
n n

n

fa

fs a a
a

f
a

 

 

 

    
 
 

    
 

 
 

 

 

 

(78)   2 2
0 03 0.nn n nn ns a s a    

 

(79) 
 

2 2
1 77

2
1166

2 3 4 5

1 33 ,
2

3 3, , , .
2 2

s s
p

p
s

p p p p

Bk B a B
I

k IaB Bk k k k
I I I LSI

   

 

        
 

     

 

 

(81) 
4 2

2
1 1

1
2 23 5

2
1 1 0

ˆcos .

k k
k L k L

k k dz F t
k L k

    

   

      

     

 

 

(81) 

1 1
3 23 5

2
1 10 0

8 ,

.

nn n n n n

nn
nn

n

k kS dz dx
k L k

Ss

   



 
     

 



   

 

(82) 

4
3

4

3 5

1 0.21 1 ,
3 12

, .
12 80p pp

c cJ bc
b b

cb cbI I

  
    

  

 

 

 

 

شرایط مرزی محوری غیرقابل جابجائی
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زیر اصلاح می شوند.
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البته معادله )13( نیز باید به صورت زیر اصلاح شود.
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در  که  تفاوت  این  با  است  بخش  1-2-4-  مشابه  کاملاً  فرآیند  ادامه 
 به صورت زیر تعریف می شود.
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نتايج4عددی-4 
صحت سنجی نتایج

برای اعتبارسنجی نتایج، مقایسه بین نتایج مطالعه حاضر و نتایج موجود 
نشان  را  نتایج  دقت  و  که صحت  است  گرفته  انجام  دیگران  تحقیقات  در 
می دهد. در شکل 5 پیچش الاستیک استاتیک غیرخطی تیر با مقطع نازک 
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تحت بار کششی ثابت در گشتاورهای مختلف پیچشی با نتایج روزن ]19[ 
مقایسه شده است که نتایج هر دو مطالعه تطابق خوبی با یکدیگر دارند. 

ارتعاشات خطی: بررسی اثر شرایط مرزی 
پیچش  زاویه  بدون  تیر  پیچشی  اول  طبیعی  فرکانس  بخش،  این  در 
اولیه و نیروی محوری در شرایط مرزی مختلف ارائه می گردد. در شکل 6، 
فرکانس طبیعی اصلی بی بعد پیچشی تیر در شرایط مرزی مختلف به ازای 

مقادیر مختلف سختی پیچشی تیر رسم گردیده است.
چنان که در شکل 6 مشاهده می شود، کاهش نسبت سختی پیچشی سن 
وننت به سختی اعوجاج منجر به اثرگذاری بیشتر شرایط مرزی گیردار یا ساده 
در فرکانسهای طبیعی پیچشی تیر می شود. به ازای مقادیر مشخصی از نسبت 
سختی پیچشی سن وننت به سختی اعوجاج، شرایط مرزی گیردار و ساده 

قابل چشمپوشی  اعوجاج  اثر  واقع  دارند و در  رفتاری مشابه هم  در پیچش 
می شود.

ارتعاشات غیرخطی: شرایط مرزی پیچشی یکسر گیردار-
یکسر آزاد

در ادامه مسئله تشدید اصلی مود اول و دوم ارتعاشات پیچشی تیر جدار 
زاویه  با  آزاد  یک سر  و  ساده  تکیه گاه  یک سر  پیچشی  مرزی  شرایط  نازک 
پیچش اولیه بررسی می شود. مقطع مستطیل شکل توپر و با زاویه پیچش 
اولیه در نظر گرفته شده است. ابعاد و خواص مربوطه در جدول 2 آمده است.

شایان ذکر است که ضرائب هندسی تیر جدار نازک با مقطع مستطیلی 
به صورت زیر محاسبه می شوند.
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Fig. 6. Dimensionless fundamental frequency of uniform beam versus 

conditions. C, S, F represent clamped, simply supported and free boundary condition, respectively. 
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شکل 6. فرکانس طبیعی اول بی بعد پیچشی تیر یکنواخت بر حسب 

شرایط مرزی گیردار، ساده و آزاد در پیچش هستند. 

Fig. 6. Dimensionless fundamental frequency of uniform beam versus 1

66
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 in different boundary condi-

tions. C, S, F represent clamped, simply supported and free boundary condition, respectively.

جدول 2. خواص جنس و هندسه تیر جدار نازک با زاویه پیچش اولیه و تحت تحریک پیچشی خارجی.

Table 2. Material and geometric properties of pretwisted thin walled beam under external pitching moment

 : خواص جنس و هندسه تير جدار نازک با زاويه پيچش اوليه و تحت تحريک پيچشی خارجی.2جدول 
Table 2. Material and geometric properties of pretwisted thin walled beam under external 

pitching moment 

 ماده هندسه

80/8  ,طول  mL  582  E GPa ,مدول يانگ 

880/8  ,پهنا  mb  ,ضريب پوآسون 52/8   

885/8  ,ارتفاع  mc  ,چگالی 0088  kg / m 3  

0/π5 0 ,نرخ زاويه پيچش اوليه   
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ارتعاشات آزاد خطی
اولین  که  می دهد  نشان  مدل  خطی  طبیعی  فرکانس  به  مربوط  نتایج 
در  دوم خطی  فرکانس  و  در حدود 2181/86 هرتز  فرکانس طبیعی خطی 
sφ در  حدود 6545/59 هرتز است. برای بار فشاری 986 نیوتن مقدار زاویه 
به همراه ترم های  القائی  زاویه  این  اثر  تیر حدود 0/268 درجه است.  نوک 
غیرخطی در بررسی ارتعاشات غیرخطی پیچشی تیر تحت اثر بار محوری در 

نظر گرفته خواهد شد.

تشدید اصلی مود اول
شکل 7 و شکل 8 به ترتیب نمودار دامنه- فرکانس مود اول و مود دوم 
σ را نشان  =1 f و 40- =1 در حالت تشدید اصلی مود اول به ازای 10-3 
 σ ≤2 می دهند. آنچنانکه ملاحظه می شود، دامنه سیستم به ازای مقادیر 14-

دارای پنج جواب است در
≥σ 13- دامنه سیستم دارای دو جواب  ≤2 در حالیکه به ازای 100 
نتایج  است.  جواب  یک  دارای  سیستم  دامنه   σ =2 0 ازای  به  البته  است. 
با دامنه بزرگ )از مرتبه چند صد رادیان( و  بیانگر وجود هر دو نوع جواب 
کوچک )از مرتبه چند ده میکرو رادیان( در سیستم است. شکل 8 بیانگر وجود 
حداکثر دو جواب مرتبه پائین برای دامنه مود اول است. درحالی که تنها یک 
ریشه های  رفتار  ادامه  در  دارد.  وجود  دوم  مود  برای  پایین  مرتبه  با  جواب 

مختلف سیستم بررسی می شود. 
شکل 8 نمودار دامنه- فرکانس مربوط به مود دوم در شرایط رزونانسی 
σ را نشان می دهد. همانگونه که در تشریح شکل  =1 f و 40- =1  10-3

7 بیان شد، تعداد جواب های مربوط به دامنه مود دوم نیز با تغییر فرکانس 
تا پنج جواب  بین دو  اول  تغییر می کند. تعداد جواب ها مشابه مود  تحریک 
متغیر است. مطابق نتایج به دست آمده، دامنه مود دوم دارای مقادیری بین 

0 تا 70 رادیان خواهد بود. البته مباحث پایداری و اثر شرایط اولیه و میزان 
انرژی سیستم و دامنه اعتبار مدل، تعیین کننده رفتار فیزیکی و واقعی سیستم 
است. از حیث کاربردی، مطالعه رفتار شاخه های پائینی نمودار و نقاط تلاقی 
شاخه های بالائی با شاخه پائینی دارای اهمیت است. صفر بودن دامنه مود 
دوم بیانگر غیر فعال بودن مکانیسم انتقال انرژی بین دو مود است که در 
جواب های مرتبه پائین سیستم رخ می دهد. در ادامه میزان انتقال انرژی بین 

دو مود در اثر کوپلینگ های غیرخطی بررسی می شود.
a معرف 

a a+

2

1
2 2

1 2

در راستای بررسی کیفی نحوه توزیع انرژی، عبارت 
ω1 به کل انرژی سیستم در نظر گرفته می شود. به  نسبت انرژی فرکانس 
ω2 به  a بیانگر نسبت انرژی با محتوای فرکانسی 

a a+

2

2
2 2

1 2

همین ترتیب 
کل انرژی سیستم است. آنچنانکه در شکل 9-الف ملاحظه می شود، جواب 
اول سیستم مربوط به جواب های پایدار و از مرتبه بالا سیستم است. اگرچه 
انتقال انرژی در این شاخه از جواب ها وجود دارد اما در هر حال جواب اول 
اول خطی است. در شکل 9-ب شاخه دوم جواب های  با غلبه مود  جوابی 
σ کلیه  ≤2 سیستم نشان داده شده است. در این شاخه جواب ها به ازای 52- 
نقاط مرکز پایدار و بقیه زینی ناپایدار هستند. بنابراین جواب های مرتبه پائین 
این شاخه جواب همگی ناپایدار هستند. البته رفتار این شاخه از جواب ها از 
حیث انتقال انرژی بین مودها قابل توجه است. توضیح آن که به ازای 52- 
σ رفتار غالب سیستم کوپل پایدار و با غلبه مود اول است. اما به ازای  ≤2

≥σ 51- جواب تک مودی و با غلبه مود دوم است. اگر چه  ≤2 -13
این بخش از جواب ها ذاتاً ناپایدار هستند اما پمپاژ کامل انرژی از مود اول به 
مود دوم رخ می دهد و اصطلاحاً حرکت سیستم در مود دوم محلی1 می شود. 
بالای  مرتبه  جواب های  مبنای  بر  تاکنون  دوم  ریشه  رفتار  که  شود  دقت 
≥σ 12- جواب های مرتبه  2 ازای مقادیر  اما به  سیستم شکل گرفته بود. 
دامنه-فاز  معادلات  مطابق  چه  اگر  می شوند.  ظاهر  سیستم  ناپایدار  پایین 
امکان جواب تک مودی بر مبنای مود اول در سیستم وجود ندارد، اما مطابق 
شکل 7 و شکل 8 رفتار سیستم با دقت خوبی بر مبنای غلبه مود اول سیستم 
و  پایدار  مرکز  نقاط  کلیه   σ ≤2  -52 ازای  به  9-ج  شکل  مطابق  است. 
طبیعت سیستم بر مبنای جواب های مرتبه بالای سیستم شکل گرفته و تک 
 -51  σ≤ ≤2 -13 ازای  به  اما  است.  سیستم  دوم  مود  مبنای  بر  مودی 
ناپایدار هستند.  نوع زینی  از  پائین سیستم ظاهر شده که  جواب های مرتبه 
جواب سیستم در این حالت کوپل و با غلبه مود اول است. این ریشه به ازای 
بالای  مرتبه  مبنای جواب های  بر  و  کوپل  طبیعتی  دارای   2σ مقادیر  بقیه 

1  Localization
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f  11-3فرکانس مود اول در حالت تشديد اصلی مود اول -: نمودار دامنه7شكل  1  41و- 1  خطوط ممتد به همراه علامت دايره بيانگر ،

نيز در تصوير اضافه  A-Aچين به همراه علامت مثلث بيانگر نقاط ناپايدار از نوع زينی است. بزرگنمائی بخش نقاط پايدار از نوع مرکز و خط
 شده است. 

Fig. 7. First torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of torsionally 
, solid line with circle represent stable node; dashed line with 1 40  and 1

310f free beam and -clamped
triangle represent unstable saddle. 
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σ ، خطوط ممتد به همراه علامت دایره بیانگر  =1 f و 40-  =1 شکل 7. نمودار دامنه- فرکانس مود اول در حالت تشدید اصلی مود اول10-3 
نقاط پایدار از نوع مرکز و خط چین به همراه علامت مثلث بیانگر نقاط ناپایدار از نوع زینی است. بزرگنمائی بخش A-A نیز در تصویر اضافه 

شده است. 
Fig. 7. First torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of torsion-

ally clamped-free beam and 1

310f −=  and 1 40σ = − , solid line with circle represent stable node; dashed line 
with triangle represent unstable saddle.

 
f  11-3فرکانس مود دوم در حالت تشديد اصلی مود اول   -: نمودار دامنه8شكل  1  41و- 1 خطوط ممتد به همراه علامت دايره بيانگر ،

 همراه علامت مثلث بيانگر نقاط ناپايدار از نوع زينی است.چين به نقاط پايدار از نوع مرکز و خط
Fig. 8. Second torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of 

line with circle represent stable node; dashed , solid 1 40  and 1

310f free beam and -torsionally clamped
line with triangle represent unstable saddle. 
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σ ، خطوط ممتد به همراه علامت دایره بیانگر  =1 f و 40- =1 شکل 8. نمودار دامنه- فرکانس مود دوم در حالت تشدید اصلی مود اول 10-3 
نقاط پایدار از نوع مرکز و خط چین به همراه علامت مثلث بیانگر نقاط ناپایدار از نوع زینی است.

Fig. 8. Second torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of tor-
sionally clamped-free beam and 1

310f −=  and 1 40σ = − , solid line with circle represent stable node; dashed 
line with triangle represent unstable saddle.
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 ريشه اول، کليه نقاط مرکز پايدار. -الف

(a): First branch: stable branch consisting stable 
nodes 

 -52ريشه دوم، به ازای  -ب 2  کليه نقاط مرکز پايدار و بقيه
 زينی ناپايدار.

the branch is  2 52  (b): Second branch: for
consisting stable nodes otherwise unstable saddle. 

  
 -56ريشه سوم، به ازای  -ج 2  13کليه نقاط مرکز پايدار و-

 2 55- .زينی ناپايدار و بقيه نقاط مرکز پايدار 
the branch is  2 56  (c): Third branch: for

is  255 13   consisting stable nodes, for 
consisting unstable saddle otherwise stable nodes. 

به ازای کليه نقاط زينی ناپايدار. ريشه چهارم، -د  
(d): Fourth branch: Unstable saddle
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شکل 9. نحوه تغییرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ریشه های مربوط به نقاط ثابت معادله پیچش تیر جدار نازک با زاویه پیچش اولیه و 

σ در تحریک تشدید اصلی مود اول، علامت های S و U به ترتیب معرف جواب های پایدار و ناپایدار  =1 f و 40-  =1 تحت بار محوری  10-3 
هستند.)ادامه دارد(

Fig. 9. Variation of first and second torsional mode amplitudes for different branch of fixed points of torsional 
vibrations of pretwisted beam under constant axial loading with torsional moment excitations of first mode 

with 1

310f −=   and 1 40σ = − . S and U represent stable and unstable solutions, respectively.(Continude)
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سیستم و با غلبه مود اول است. ریشه چهارم سیستم که شامل جواب های از 
≥σ 100- ظاهر می شود.  ≤2 مرتبه بالای سیستم است، به ازای مقادیر 13-
σ دارای جواب های کوپل با توزیع تقریباً  ≤2 این ریشه به ازای مقادیر 56-
≥σ 55- جواب های  2 یکسان انرژی بین مودهای اول و دوم است اما به ازای 
تک مودی و با غلبه مود دوم ظاهر می شوند. ریشه پنجم مطابق شکل 9-ه 
σ دارای طبیعت کوپل ناپایدار بر مبنای جواب های مرتبه  ≤2 به ازای 52-
 σ≤ ≤2 ازای 13- به  اما  است.  اول سیستم  مود  به  مربوط  پائین سیستم 
51- جواب های مرتبه بالای سیستم در قالب مود کوپل پایدار و با غلبه مود 
اول سیستم ظاهر می شوند. در هر حال جواب تک مودی بر مبنای مود اول 
وجود ندارد اما مود دوم در جواب تک مودی پایدار ظاهر می شود. در مورد 
جواب های مرتبه پائین سیستم نیز جواب ها کوپل هستند اما غلبه کامل با مود 
اول است. دقت شود که بروز این رفتار در جواب های مرتبه پائین سیستم که 
جواب های اصلی فیزیکی هستند، بیانگر اثر ناچیز مکانیسم تشدید داخلی در 
انتقال انرژی از مود اول به مود دوم است. یعنی حتی اگر اثر ترم های غیرخطی 
در سیستم آنقدر مهم باشد که پدیده تشدید داخلی به وقوع بپیوندد، باز هم 

اثر  اما  ندارد.  اهمیت  چندان  سیستم  فیزیکی  جواب های  در  انرژی  انتقال 
تشدید داخلی در مقوله پایداری کاملًا نمایان است و جواب های مرتبه پائین 
انرژی  اگر  که  می رسد  نظر  به  ضروری  نکته  این  ذکر  ناپایدارند.  سیستم 
اهمیت  دارای  چندان  سیستم  غیرخطی  طبیعت  که  باشد  حدی  در  سیستم 
نباشد، طبیعی است که بر مبنای تحلیل های خطی سیستم با تحریک تشدید 
مود اول شاهد نوسانات غیرکوپل پایدار خواهد بود. اما در حالتی که جابجائی ها 
نتیجه  باشد که مؤلفه های غیرخطی و در  انرژی سیستم در حدی  و همان 
تشدید داخلی در سیستم مهم شود، آنگاه جواب سیستم مشابه آنچه در این 
بخش توضیح داده شد خواهد بود. البته تشدید داخلی بیشتر اثر خود را در 
جواب های مرتبه بالای سیستم نشان می دهد که جواب هائی کوپل و یا تک 
مودی بر مبنای مود دوم هستند. دقت شود که تشدید داخلی نمی تواند منجر 
پائین  مرتبه  جواب های  در  دوم  مود  به  اول  مود  از  انرژی  کامل  انتقال  به 
دوم  غیرکوپل  مود  ظهور  امکان  خصوص  در  که  آنچه  پس  شود.  سیستم 
بالای سیستم است. جواب های  به جواب های مرتبه  ناظر  پیشبینی می شد، 
مقادیری  دارای  نزدیک صفر  تنظیم گر  ازای  به  بالای سیستم  مرتبه  پایدار 
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Fig. 9. Variation of first and second torsional mode amplitudes for different branch of fixed points of 
pretwisted beam under constant axial loading with torsional moment excitations of torsional vibrations of 
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شکل 9. نحوه تغییرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ریشه های مربوط به نقاط ثابت معادله پیچش تیر جدار نازک با زاویه پیچش اولیه و 

σ در تحریک تشدید اصلی مود اول، علامت های S و U به ترتیب معرف جواب های پایدار و ناپایدار  =1 f و 40-  =1 تحت بار محوری  10-3 
هستند.

Fig. 9. Variation of first and second torsional mode amplitudes for different branch of fixed points of torsional 
vibrations of pretwisted beam under constant axial loading with torsional moment excitations of first mode 

with 1

310f −=   and 1 40σ = − . S and U represent stable and unstable solutions, respectively.
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نزدیک به جواب های ناپایدار مرتبه پائین سیستم می شود که از حیث کاربردی 
دارد.  اول  مود  غلبه  با  پائین  مرتبه  از  پایدار  جواب  است.  اهمیت  دارای 
جواب های مرتبه بالای سیستم بیشتر کوپل و یا تک مودی از نوع مود دوم 
هستند. در هر حال از حیث کاربردی مطالعه رفتار شاخه های پائینی نمودار و 

نقاط تلاقی شاخه های بالائی با شاخه پائینی دارای اهمیت است.

تشدید اصلی مود دوم
در ادامه مسئله تشدید اصلی مود دوم برای تیر با خواص مذکور در جدول 
2 و تحت بار محوری فشاری 986 نیوتن بررسی می شود. در این راستا نقاط 
ثابت مربوط به ارتعاشات پیچشی تیر از حل عددی سیستم معادلات مذکور 
در معادلات )61( تا )64( به دست می آیند. برای بررسی پایداری نقاط ثابت 
نیز مقادیر ویژه ماتریس ژاکوبین مربوط به هر نقطه ثابت محاسبه می شوند.

شکل 10 نحوه تغییرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ریشه های 
با زاویه پیچش اولیه و  مربوط به نقاط ثابت معادله پیچش تیر جدار نازک 
σ در تحریک تشدید اصلی مود  =1 f و 40- =2 تحت بار محوری 10-3 
جواب های  دینامیک  میشود  ملاحظه  که  همانگونه  می دهد.  نشان  را  دوم 
مرتبه بالای سیستم در شکل 9 و شکل 10 بسیار شبیه یکدیگر است. این 
واقعیت بیانگر تأثیرپذیری ناچیز جواب های مرتبه بالای سیستم از فرکانس 
تحریک است. البته دقت شود که این جواب ها تأثیرپذیری شگرفی از متغیر 
مرتبه  جواب های  در  حاکم  پدیده  که  شد  گفته  قبلًا  دارند.   2σ دیتونینگ 
بالای سیستم تشدید داخلی است. بدیهی است که متغیر دیتونینگ به واسطه 
اثرگذاری بر شدت تشدید داخلی دارای چنان اثری بر جواب های مرتبه بالای 

سیستم است.
بررسی رفتار ریشه اول در شکل 9 و شکل 10 نشان می دهد که این 
ریشه در مقادیر دیتونینگ برابر صفر دارای مقادیری از مرتبه پائین است. از 
پایدار سیستم است، جواب های مرتبه  بیانگر جواب های  این ریشه  آنجا که 
از نظر کاربردی حائز اهمیت هستند.  از ریشه ها  این دسته  به  پائین متعلق 
این مقادیر در جدول 3 نشان داده شده اند. ریشه های مرتبه بالای سیستم در 
شکل 9 و شکل 10 دارای مقادیر مشابه هستند ولی ریشه های مرتبه پائین 

همانطور که در جدول 3 نیز دیده می شود، مقادیر یکسانی ندارند.
به عبارت دیگر در جواب های مرتبه بالا یک طبیعت و آن هم طبیعت 
جواب های  در  اما  است  غالب  تحریک  دو  هر  در  داخلی  تشدید  به  مربوط 
مرتبه پائین طبیعت مربوط به هر مود نیز اثرگذار است. گواه این مطلب در 
بزرگنمائی بخش A-A شکل 7 دیده می شود که تشدید در دو مقدار متغیر 

دیتونینگ رخ می دهد که یکی متأثر از طبیعت مود اول و دیگری مربوط به 
پدیده تشدید داخلی است. اما در مورد تشدید مود دوم در حضور پدیده تشدید 

σ برابر صفر رخ می دهد که بیانگر  2 داخلی تشدید در نقطه ای غیر از 
کارکرد تشدید داخلی در جابجا کردن نقطه تشدید مود دوم است. نکته 
دیگری که در شکل 11 به آن اشاره شده است، وجود جواب پایدار در میان 
جواب های مرتبه پائین و ناپایدار سیستم است که در توضیح جدول 3 به آن 

اشاره شد.

ارتعاشات غیرخطی: تیر با شرایط مرزی پیچشی دو سر 
تکیه گاه ساده

شرایط مرزی محوری آزاد
در این قسمت پدیده تشدید اصلی در ارتعاشات پیچشی تیر جدار نازک 
یکنواخت و با مقطع I شکل با شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده بررسی 
غیرخطی  ارتعاشات  بر  حاکم  معادله  شد،  ذکر  نیز  قبلًا  همچنانکه  می شود. 
پیچشی تیر از مرتبه سوم است و مولفه های غیرخطی مرتبه دوم نیز در آن 
وجود ندارند. نیروی محوری و زاویه پیچش اولیه تیر نیز صفر در نظر گرفته 
شده است. خواص تیر در جدول 4 آمده است. فرکانس های اول و دوم خطی 

مربوطه در جدول 5 آمده است. 
با  آنچه  با  حاضر  مطالعه  اول  فرکانس  می شود  ملاحظه  که  همچنان 
استفاده از روش اجزا محدود در مرجع ]52[ به دست آمده است، تطابق بسیار 

خوبی دارد.
در  اول خطی  و  دوم  فرکانس  بین  نسبت  می شود  ملاحظه  همچنانکه 
حدود سه است که با توجه به حضور مولفه های غیرخطی مرتبه سه در معادله 
غیرخطی حاکم بر ارتعاشات پیچشی احتمال ایجاد تشدید داخلی سه به یک 
وجود دارد. اگرچه شرط لازم برای ظهور پدیده تشدید داخلی وجود دارد اما 
وجود نسبت صحیح بین فرکانس های اول و دوم طبیعی نمی تواند به ظهور 
مودهای کوپله و باز توزیع انرژی بین مودهای مختلف سیستم منجر شود. 
این مسئله با توجه به معادلات )44( تا )47( بیشتر قابل توضیح است. غیر 
a2 و به عبارتی فعال شدن  a1 و  Λ کلید فعال شدن همزمان  صفر بودن 
k که  3 k و  1 Λ مطابق معادله )42( تابعی از  پدیده تشدید داخلی است. 
هستند،  سیستم  سوم  و  دوم  مرتبه  غیرخطی  مولفه های  ضریب  ترتیب  به 
k که در معادله )11( آمده است، قابلیت زاویه  2 می باشد. با توجه به تعریف 
پیچش اولیه به عنوان عامل فعال ساز تشدید داخلی در سیستم اثبات می شود. 
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 اول، کليه نقاط مرکز پايدار.ريشه  -الف

(a): First branch: stable branch consisting stable 
nodes 

 -52ريشه دوم، به ازای  -ب 2  کليه نقاط مرکز پايدار و بقيه
 زينی ناپايدار.

the branch is  2 52  (b): Second branch: for
consisting stable nodes otherwise unstable saddle. 

  
-56ريشه سوم، به ازای  -ج 2  13کليه نقاط مرکز پايدار و-

 255- .زينی ناپايدار و بقيه نقاط مرکز پايدار 
the branch is  2 56  (c): Third branch: for

is  255 13   consisting stable nodes, for 
consisting unstable saddle otherwise stable nodes. 

ريشه چهارم، به ازای کليه نقاط زينی ناپايدار. -د  
(d): Fourth branch: Unstable saddle
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شکل 10. تغییرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ریشه های مربوط به نقاط ثابت معادله پیچش تیر جدار نازک با زاویه پیچش اولیه و 

σ در تحریک تشدید اصلی مود دوم، علامت های S و U به ترتیب معرف جواب های پایدار و ناپایدار  =1 f و 40-  =1 تحت بار محوری 10-3 
هستند. )ادامه دارد(

Fig. 10. Variation of first and second torsional mode amplitudes for different branch of fixed points of tor-
sional vibrations of pretwisted beam under constant axial loading with torsional moment excitations of second 
mode with 1

310f −=   and 1 40σ = − . S and U represent stable and unstable solutions, respectively.(Continude)
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-52، به ازای ريشه پنجم -ه 2 .کليه نقاط زينی ناپايدار و بقيه مرکز پايدار 

های مربوط به نقاط ثابت معادله پيچش تير جدار نازک با زاويه پيچش اوليه و : تغييرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ريشه11شكل 

 

 

علامت  1=-41و f2= 11-3های مرتبه پائين مربوط به مود دوم در حالت تشديد اصلی مود دومفرکانس جواب -: نمودار دامنه11شكل 
 دايره بيانگر نقاط پايدار از نوع مرکز و علامت مثلث بيانگر نقاط ناپايدار از نوع زينی است.
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شکل 10. تغییرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ریشه های مربوط به نقاط ثابت معادله پیچش تیر جدار نازک با زاویه پیچش اولیه و تحت 

σ در تحریک تشدید اصلی مود دوم، علامت های S و U به ترتیب معرف جواب های پایدار و ناپایدار هستند.  =1 f و 40-  =1 بار محوری 10-3 

Fig. 10. Variation of first and second torsional mode amplitudes for different branch of fixed points of tor-
sional vibrations of pretwisted beam under constant axial loading with torsional moment excitations of second 

mode with 1

310f −=   and 1 40σ = − . S and U represent stable and unstable solutions, respectively.

σ برابر صفر. 2 جدول 3. مقادیر دامنه مود اول و دوم در دسته اول جواب های مربوط به شکلهای 9 و 10 و به ازای متغیر دیتونینگ 

Table 3. Amplitudes of first and second torsional modes for first branch of the fixed points represent-

ing in Figs. 9 and 10 with 2 0σ =

و به ازای متغير ديتونينگ  11و  9های مربوط به شکلهای دير دامنه مود اول و دوم در دسته اول جوابمقا: 3جدول   برابر صفر. 2
Table 3. Amplitudes of first and second torsional modes for first branch of the fixed points 

2 0 ith representing in Figs. 9 and 10 w 

 

  تشديد اصلی مود اول تشديد اصلی مود دوم

 8 2525/8 a1 
 /  62 4431 10  8805/8  a2  
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-52، به ازای ريشه پنجم -ه 2 .کليه نقاط زينی ناپايدار و بقيه مرکز پايدار 

های مربوط به نقاط ثابت معادله پيچش تير جدار نازک با زاويه پيچش اوليه و : تغييرات دامنه مود اول و دوم در هر دسته از ريشه11شكل 

 

 

علامت  1=-41و f2= 11-3های مرتبه پائين مربوط به مود دوم در حالت تشديد اصلی مود دومفرکانس جواب -: نمودار دامنه11شكل 
 دايره بيانگر نقاط پايدار از نوع مرکز و علامت مثلث بيانگر نقاط ناپايدار از نوع زينی است.
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Stable solution

σ  علامت دایره  1 f2 و 40-=  شکل 11. نمودار دامنه- فرکانس جواب های مرتبه پائین مربوط به مود دوم در حالت تشدید اصلی مود دوم10-3 = 
بیانگر نقاط پایدار از نوع مرکز و علامت مثلث بیانگر نقاط ناپایدار از نوع زینی است. 

Fig. 11. Second torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of torsion-
ally clamped-free beam and 1

310f −=  and 1 40σ = − , solid line with circle represent stable node; dashed line 
with triangle represent unstable saddle.

جدول 4. خواص و ابعاد تیر با مقطع I شکل.

Table 4. Material and geometric properties of I beam. خواص و ابعاد تير با مقطع  :4جدولI .شکل 
Table 4. Material and geometric properties of I beam. 

 

 خواص ماده ابعاد هندسی

طول  4 mL,  508  GPaE 

طول وب تير 5/8 mb,  00  GPaG 

ارتفاع جان تير 5/8 mc,  424050/8   kNspI 2  

تيرضخامت وب و جان  80/8 mt,  /  72 08 10   mJ 4  

چگالی 0885 kg/m 3,  /  71 2 10   msC 6  

/  35 8 10   mS 2 /  71 631 10   mnI 6  
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ایجاد  ابزاری غیرفعال1 برای  اولیه می تواند به عنوان  بنابراین زاویه پیچش 
کاربردی  اهمیت  دارای  موضوع  این  رود.  کار  به  سیستم  در  داخلی  تشدید 

بسیار زیادی در طراحی مبدل های اولتراسونیک است ]53[.
در  اصلی  تشدید  پدیده  اغتشاشی مستقیم  از روش  استفاده  با  ادامه  در 
ارتعاشات پیچشی تیر با شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده بررسی می شود. 
با توجه به مطالب ذکر شده در بند قبل، می توان جواب مرتبه اول سیستم 
nام پیچشی را به صورت  ،حل عمومی معادله )28(، در تشدید اصلی مود 

زیر در نظر گرفت.
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با طی فرآیندی مشابه روندی که در بخش 4-1 ذکر شد، معادله زیر به 
دست می آید.
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زیر  صورت  به  فوق  معادله  در   nA سیستم،  جواب های  تحلیل  برای 
جایگزین می شود.
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موهومی  و  حقیقی  بخش های  جداکردن  و   )85( معادله  بازنویسی  با 
مربوطه، معادلات دامنه-فاز به صورت زیر به دست می آیند.

1  Passive
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که
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با تعریف
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فرم خودگردان2 معادلات )87( و )88( به صورت زیر به دست می آیند.
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nام هستند.  معادلات )91( و )92( معادلات حاکم بر دامنه و فاز مود 
همچنان که ملاحظه می شود دامنه و فاز حرکت تابعی از مقیاس های زمانی 
T2 هستند. البته فاز و در نتیجه فرکانس حرکت تابعی از دامنه حرکت  آرام 

و در نتیجه تابعی از انرژی سیستم هستند.

2  Autonomus

جدول  . فرکانس های اول و دوم پیچشی تیر I شکل.

Table 5. First and second torsional natural frequencies of I beam.

 شکل. Iهای اول و دوم پيچشی تير فرکانس -5جدول 
Table 5. First and second torsional natural 

frequencies of I beam. 

2 1  

 [22مرجع ] 52/504 -
 مطالعه حاضر 28/504 840/886
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بنابراین  می آیند.  دست  به   n na λ∗ ∗= = 0 شرط  با  پایا  حالت  نوسانات 
برای به دست آوردن نقاط ثابت پاسخ سیستم معادله غیرخطی ذیل باید به 

صورت عددی حل شود.
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است.  سیستم  تک مودی  پاسخ  بر  حاکم  پاسخ-فرکانس  معادله  که 
پاسخ  دامنه  به صورت مفصل توسط محققین تشریح شده است،  آنچنانکه 
مطابق معادله )93( به ازای پاره ای از مقادیر متغیر دیتونینگ دارای سه مقدار 
پدیده  اصلی  علت  پدیده  این  است.  ناپایدار(  مقدار  یک  و  پایدار  مقدار  )دو 

پرش1 در سیستم های غیرخطی است.
پایای  حالت  حل  به  اغتشاشی  اجزای  جواب ها  پایداری  مطالعه  برای 

معادله )93(، اضافه می شوند. بنابراین،
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na حل حالت پایای معادله )93( هستند. با جاگذاری معادله  0 nλ و  0 که 
)94( در معادلات )91( و )92( و بسط عبارات مربوطه و جداکردن عبارات 

n, معادلات زیر به دست می آیند. na λ1 1 خطی بر حسب 
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پایداری با استخراج مقادیر ویژه ماتریس ضرائب معادله )95( به دست 
می آید. برای پایداری مقادیر ویژه باید فاقد جزء حقیقی مثبت باشند. بنابراین 

پاسخ حالت پایا در صورتی ناپایدار خواهد بود که
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1  Jump phenomenon

شرایط مرزی محوری غیرقابل جابجائی
عبارت  با  باید   )6( معادله  در   zT حالت  این  در   ،]43[ مرجع  مطابق 
به صورت   )11( معادله  متغیرهای  بنابراین  شود.  جایگزین   

L
pk I

dz
L

φ′∫


11 2

02
زیر اصلاح می شوند.
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البته معادله )13( نیز باید به صورت زیر اصلاح شود.
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نتایج عددی
در این بخش تغییرات دامنه بر حسب فرکانس در حالت تحریک تشدید 
مود اول برای تیر با شرایط مرزی دو سر تکیه گاه ساده در پیچش و دو سر 
آزاد محوری با خصوصیات مندرج در جدول 4، مورد بحث قرار گرفته است. 

نمودار دامنه- فرکانس در شکل 12 نشان داده شده است.
همچنان که ملاحظه می شود پدیده سه جوابی شدن سیستم در شکل 
بالای سیستم  مرتبه  نظر جواب های  مورد  کاربرد  در  12 ملاحظه می شود. 
اهمیت کاربردی ندارند. در هر حال سیستم از خود طبیعت سخت شونده را 

نشان می دهد.
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نتیجه4گیری-64
ارتعاشات غیرخطی واداشته پیچشی تیر در برابر تحریک تشدید اصلی 
و  اعوجاج  اثرات  با درنظر گرفتن  قرار گرفت.  بررسی  اول و دوم مورد  مود 
قید اعوجاج و اثر ذوزنقه ای، معادلات غیرخطی حاکم بر ارتعاشات پیچشی 
تیر تحت نیروی محوری ارائه شد و معادلات بی بعد شده با استفاده از روش 
اغتشاشی مقیاس های چندگانه مستقیم حل شدند. تحریک تشدید اصلی مود 
اول و دوم در هر دو حالت وجود یا عدم وجود تشدید داخلی بین مود پیچشی 

اول و دوم مورد بررسی قرار گرفت. 
• وجود نیروی محوری و زاویه پیچش اولیه در تیر منجر به پدیده 	

واپیچش می شود. مدلسازی غیرخطی این پدیده انجام شد و نتایج مربوطه در 
مقایسه با تحقیقات دیگران مورد ارزیابی قرار گرفت که موید دقت مناسب 

نتایج است. 
• به 	 مختلف  مرزی  شرایط  ازای  به  تیر  پیچشی  خطی  ارتعاشات 

صورت تحلیلی مورد بررسی قرار گرفت. در مورد تیرهای دارای سختی سن 
وننت نسبتاً کم در پیچش در مقایسه با سختی اعوجاج، نتایج بیانگر اهمیت 

تفکیک بین شرایط مرزی گیردار و ساده است. در حالی که در تیرهای دارای 
سختی سن وننت نسبتاً زیاد در پیچش در مقایسه با سختی اعوجاج، نتایج 

مربوط به شرایط مرزی گیردار و ساده نزدیک به هم است.
• تیر 	 غیرخطی  پیچشی  ارتعاشات  بر  حاکم  معادلات  بررسی  با 

مشاهده شد که تیر با شرایط مرزی دوسر تکیه گاه ساده در پیچش، علیرغم 
پدیده تشدید  فاقد  پیچشی  و دوم  اول  مود  فرکانس طبیعی  بودن  شمارنده 
داخلی است. در حالی که در تیر با شرایط مرزی یک سر آزاد و یک سر تکیه گاه 

ساده در پیچش، تشدید داخلی وجود دارد.
• وجود تشدید داخلی منجر به انتقال انرژی بین مودهای ارتعاشی 	

تشدید  تحریک  ازای  به  اول  مرتبه  پاسخ  حالت  این  در  می گردد.  پیچشی 
هریک از مودهای اول یا دوم، شامل هر دو مود ارتعاشی است. 

• به واسطه وجود زوایه پیچش اولیه و نیروی محوری، در این حالت 	
منجر  که  داشتند  وجود  حاکم  معادله  در  نیز  دوم  مرتبه  غیرخطی  ترم های 
به ظهور هارمونیک های خاصی در پاسخ می شوند. نتایج نشان داد که این 
هارمونیک ها که پاسخ مرتبه دوم سیستم متأثر از آن ها هستند شامل دو برابر 

 

، خطوط ممتد به همراه علامت دايره بيانگر 1=-41و f2= 11-3فرکانس مود اول در حالت تشديد اصلی مود اول -: نمودار دامنه12شكل 
نيز در تصوير  A-Aچين به همراه علامت مثلث بيانگر نقاط ناپايدار از نوع زينی است. بزرگنمائی بخش نقاط پايدار از نوع مرکز و خط

 اضافه شده است.
Fig. 12. First torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of 

, solid line with circle represent stable node; 1 40  and 2

310f free beam and -torsionally clamped
dashed line with triangle represent unstable saddle. Close-up of A-A is intersected. 
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پایدار از نوع مرکز و خط چین به همراه علامت مثلث بیانگر نقاط ناپایدار از نوع زینی است. بزرگنمائی بخش A-A نیز در تصویر اضافه شده است.

Fig. 12. First torsional mode amplitude versus frequency for primary resonance of the first mode of torsionally 
clamped-free beam and 2

310f −=  and 1 40σ = − , solid line with circle represent stable node; dashed line with 
triangle represent unstable saddle. Close-up of A-A is intersected.
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فرکانس اول، دو برابر فرکانس دوم، مجموع فرکانس اول و دوم و تفاضل 
فرکانس های اول و دوم می شود. 

• در مثال عددی معادلات دامنه-فاز سیستم برای به دست آوردن 	
نقاط ثابت سیستم در تشدید اصلی مود اول و دوم حل شدند. نتایج بیانگر 
این  در  بود.  پایداری  با  مرتبط  زمینه مسائل  در  ارتعاشات غیرخطی  اهمیت 
حالت، سیستم دارای دو یا پنج جواب بود که از حیث بزرگی مقدار دامنه به دو 
دسته جواب های مرتبه پائین و مرتبه بالا تقسیم می شوند. جواب های مرتبه 
پائین که به نوعی توسعه یافته جواب های سیستم خطی هستند، ناپایدارند. 
جواب های مرتبه بالا کاملًا متأثر از پدیده تشدید داخلی هستند و این طبیعت 
نشان می دهد.  را  دوم خود  و  اول  مود  اصلی  تشدید  در  یکسان  به صورت 
بررسی دقیق جواب ها، اندرکنش جواب های مختلف سیستم و مطالعه پایداری 

جواب ها به صورت تفصیلی ارائه شده است. 
• قابلیت زاویه پیچش اولیه به عنوان عامل فعال ساز تشدید داخلی 	

نشان داده شد. زاویه پیچش اولیه می تواند به عنوان ابزاری غیرفعال برای 
ایجاد تشدید داخلی در سیستم به کار رود. این موضوع دارای اهمیت کاربردی 

بسیار زیادی است.
• عبارات 	 ازای  به  سیستم  سخت شونده  طبیعت  بیانگر  نتایج 

اثر ذوزنقه ای منجر به  غیرخطی مربوط به کرنش وگنر است. در حالی که 
رفتار نرم شونده در سیستم می شود. 
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i 
,i 1 معرفی شده در  مورد استفاده در حل اغتشاشی، 2

 (28معادله )

 چگالی،
m

kg
3  

i 
,i 1 مورد استفاده در حل اغتشاشی معرفی شده در ، 2

 (02معادله )
 زيرنويس

s مختصات سطح مقطع در راستای محيط 
n مختصات سطح مقطع در راستای ضخامت 

 بالانويس

* 
های زمانی، مورد استفاده در حل مشتق نسبت به مقياس

 اغتشاشی
 معرف مزدوج مختلط کميت ها -
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