
Amirkabir Journal of Mechanical Engineering

Amirkabir J. Mech. Eng., 54(6) (2022) 291-294
DOI: 10.22060/mej.2022.20773.7310

Numerical Investigation of Elastoplastic and Damage Behavior of Cortical Bone by 
Applying a New Damage Model
M. Nasiri 1, M. Zolfaghari1*, V. Tahmasbi2, H. Heydari3

1 Department of Mechanic Engineering, Arak University, Arak, Iran
2 Department of Mechanic Engineering, Arak University of Technology, Arak, Iran
3 Department of Mechanic Engineering, Shahrekord University, Shahrekord, Iran

ABSTRACT: Due to the need for orthopedic surgery, the mechanical behavior of the cortical bone 
in cyclic loading and physiological strain rate has been investigated. The emphasis is on developing 
a structural law that can establish the behavior during loading, unloading and reloading observed in 
experiments. These models will be formulated by combining rheological elements and energy principles. 
First, two one-dimensional models independent of the strain rate are formulated, one with one damage 
variable and the other with two different damage variables in tension and compression, are examined, and 
using laboratory data, the coefficients of each model are obtained. By comparing the simulation results 
and laboratory data, the necessary modifications have been made to the models. Finally, by combining 
the Bresler-Pister anisotropic yield criterion and the one-dimensional model independent of the rate 
associated with the two damage variables, the corresponding three-dimensional model was obtained. 
This three-dimensional model was implemented in the form of an explicit finite element method and the 
result showed acceptable compatibility with the simulation results of the one-dimensional model and 
experimental data. This three-dimensional model will be suitable for simulating complex geometries. 
The coefficient of determination for one-dimensional models RI  , RI ±  , RI  , and RI ±  has been 
modified and the three-dimensional model has obtained values of 0.882174, 0.965665, 0.995508, 
0.996279, and 0.984866, respectively.
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1- Introduction
The mechanical behavior of bone varies according to the 

mechanical load it is exposed to, and the effect of its response 
depends largely on how the load is applied. Garcia has 
calculated the structural laws of elastic-plastic-damage, which 
are rate-independent and physiologically strain-dependent, 
and has used tensile testing to load, load, and reload during 
the structural process [1]. In another study, Garcia et al. [2] 
proposed a three-dimensional structural law describing the 
mechanical behavior of elastoplastic- damage, independent 
of strain rate, with respect to the analysis of the implant-bone 
system. Garcia et al. [3] Continued their research with a one-
dimensional structural law independent of the strain rate for 
the  cortical bone to simulate the accumulation of damage 
during tensile or compressive loading. 

2- Methodology
The  Rheological arrangement of all one-dimensional 

models consists of a series of connections of a main elastic 
spring with a damage element, the damage element itself 
consisting of a parallel connection of a vulnerable sub-spring 
with a plastic barrier. The sub-elastic spring in models RI  
and RI ±  suffers from rate-independent damage, Fig. 1.

2- 1- Model RI
The elastic modulus of healthy cortical bone is positive 

(
0 0E > ). Three damage-dependent functions, plastic 

hardening function ( )pS D 0≥  and damage hardening 
functions ( ) 0DS D+ >  and ( ) 0DS D− >  are used [1]:
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2.1. Model RI  
The elastic modulus of healthy cortical bone is positive ( 0 0E  ). Three damage-dependent functions, plastic 

hardening function ( )pS D 0  and damage hardening functions ( ) 0DS D+   and ( ) 0DS D−   are used [1]: 

( ) ( )( )1- exp -p pS D lD=  (1) 
( ) ( )( )( )0 1 1-exp -D D DS D S kD = +  (2) 

χ 0P   and 0l   Plastic hardening coefficients 0
DS + and 0- 0DS   are the initial stress threshold stresses in tension and 

pressure, respectively. Dχ  and 0k   are the hardness coefficients of the damage. 
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2.2. Model RI   
In this model, two damage variables are used and the damage situation is described by two variables, tensile damage 
D+

 and compressive damage D−  [1]: 

( ) ( )( )- -1- exp -p pS D lD+ =  (3) 
( ) ( )( )p pS D χ 1 exp lD− + += − −  (4) 
( ) ( )( )( )( )- 0 -, 1 1-exp -D D DS D D S k D D +  += + +  (5) 

3. Determining the Coefficients of One-Dimensional Models and Numerical Simulations 
The coefficients of each model are calculated according to the experimental data of cortical bone [2] which includes 
the values of stress and strain in a tensile-compressive cycle with a strain rate of 3 13.4 10 sec − −=  , Table 1 . 

RI and  RICoefficients of models  .Table 1 

RI  RI Unit Coefficients 
25000 25000 MPa 0E 

2 4 MPa D
0+S 

3.8 9.6 MPa 0
DS −

 
79.9 52.9 MPa pχ 
65 19.8 - Dχ 
15 15.3 - k 

21.9 6.1 - l 
The results of numerical simulation of one-dimensional models RI  and RI   in comparison with experimental 
data are plotted in Figs. 2 and 3, respectively, and the coefficient of determination for the one-dimensional model RI 
and RI ± are 0.882174 and 0.965665, respectively. Consider the effect of velocity on the plastic element and on the 
damage element. 

   
Fig. 1. Arrangement of one-

dimensional rheological 
elements  

Fig. 2. Stress-strain curve of Model RI  Fig. 3. Stress-strain curve of Model RI   

The model RI   is more accurate in predicting experimental results. Simulations of two models will be performed 
on the control strain load cycle. As shown in Fig. 4, the plastic part of the reloading pattern in the stress-strain cycle 
curve of the Model RI   is along the coordinate origin, but the Model RI  lacks this feature specific to bone tissue. 
The reason for this difference is the number of damage variables and the dependence of the plastic hardness on the 
damage variables. 

(a) (b) 
Fig. 4. Stress-strain cyclic curve of the model RI  (b) and model RI (a) with three modes of deformation: elastic mode (C), 

damage mode (A), and plastic mode (B). 
3.1. Modification of one-dimensional models 

The one-dimensional models of the previous section have a relatively good ability to predict experimental data, but 
not in the compression section. In the compressive part, the slope of the model curve is not compatible with the 
slope of the test curve. This is because, in the proposed models, the recovery of the Young modulus in the transition 
from tension to compression is not considered. This effect can be considered by using a correction factor ( w ) in the 

Fig. 1. Arrangement of one-dimensional rheological 
elements 
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X÷ 0P ≥  and 0l >  Plastic hardening coefficients 
0
DS +

and 
0- 0DS >  are the initial stress threshold stresses in tension 

and pressure, respectively.X D÷  and 0k >  are the hardness 
coefficients of the damage.

2- 2- Model RI ±
In this model, two damage variables are used and the 

damage situation is described by two variables, tensile 
damage D+

 and compressive damage D−
 [1]:
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3- Determining the Coefficients of One-Dimensional 
Models and Numerical Simulations

The coefficients of each model are calculated according to 
the experimental data of cortical bone [2] which includes the 
values of stress and strain in a tensile-compressive cycle with 

a strain rate of 3 13.4 10 secε − −= × , Table 1.
The results of numerical simulation of one-dimensional 

models RI  and RI ±  in comparison with experimental data 
are plotted in Figs. 2 and 3, respectively, and the coefficient 
of determination for the one-dimensional model RI and RI ± 
are 0.882174 and 0.965665, respectively. Consider the effect 
of velocity on the plastic element and on the damage element.

The model RI ±  is more accurate in predicting 
experimental results. Simulations of two models will be 
performed on the control strain load cycle. As shown in Fig. 
4, the plastic part of the reloading pattern in the stress-strain 
cycle curve of the Model RI ±  is along the coordinate 
origin, but the Model RI  lacks this feature specific to bone 
tissue. The reason for this difference is the number of damage 
variables and the dependence of the plastic hardness on the 
damage variables.
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3. Determining the Coefficients of One-Dimensional Models and Numerical Simulations 
The coefficients of each model are calculated according to the experimental data of cortical bone [2] which includes 
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The results of numerical simulation of one-dimensional models RI  and RI   in comparison with experimental 
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on the control strain load cycle. As shown in Fig. 4, the plastic part of the reloading pattern in the stress-strain cycle 
curve of the Model RI   is along the coordinate origin, but the Model RI  lacks this feature specific to bone tissue. 
The reason for this difference is the number of damage variables and the dependence of the plastic hardness on the 
damage variables. 
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dimensional. The Bresler-Pister yield criterion is used for the application use of the model. This criterion is used to 
express a yield function that has different tensile and compressive strengths under multi-axis loading  [4] The 
numerical algorithm code of the 3D model RI   is implemented in the form of VUMAT subroutine related to 
ABAQUS software. Loading is in the form of displacement control. The bone sample is simulated as an axial 
symmetric model, Fig. 7. Comparing the two simulations of the Model RI  , it can be seen that the formulation of 
the 3D model is correct, Fig. 7. 
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dimensional model RI  , unlike the one-dimensional model RI  , not pass through the origin of the coordinates in 
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scalar damage variable. 
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Two rate-independent one-dimensional models with a combination of rheological elements have been investigated. 
The coefficients for each model are calculated by matching the laboratory data. In one-dimensional models, a 
correction factor for the modulus is considered. This coefficient creates the phenomenon of recovery of the material 
hardening in the transition from the tensile state to the compression resulting from the closure of the microcracks in 
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model, a corresponding three-dimensional model was obtained. This three-dimensional model is implemented in the 
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numerical simulation of modified models RI  and RI ±  in 
comparison with experimental data are shown in Figs. 5 and 
6. The coefficient of determination for the modified RI  and 
RI ±  one-dimensional models is 0.995508 and 0.996279 
and the reason is to consider the effect of velocity on the 
plastic element and the damage element.
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dimensional. The Bresler-Pister yield criterion is used for the 
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a yield function that has different tensile and compressive 
strengths under multi-axis loading4[  ] The numerical 
algorithm code of the 3D model RI ±  is implemented in the 
form of VUMAT subroutine related to ABAQUS software. 
Loading is in the form of displacement control. The bone 
sample is simulated as an axial symmetric model, Fig. 7. 
Comparing the two simulations of the Model RI ± , it can be 
seen that the formulation of the 3D model is correct, Fig. 7.
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model RI ± , unlike the one-dimensional model RI ± , not 
pass through the origin of the coordinates in the last stage of 
the cyclic loading, and at a strain equal to zero, the stress is not 
equal to zero. The coefficient of determination for the three-
dimensional model compared to the one-dimensional model 
is 0.984866 and the reasons for its difference are the effect of 
Poisson’s ratio, isotropic elasticity in the three-dimensional 
model, and also the scalar damage variable.
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models RI  and RI   in comparison with experimental data are shown in Figs. 5 and 6. The coefficient of 
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4. Results and Discussion 
4.1. Make three dimensions 

For application, the one-dimensional damage model independent of rate RI   will be generalized to three-
dimensional. The Bresler-Pister yield criterion is used for the application use of the model. This criterion is used to 
express a yield function that has different tensile and compressive strengths under multi-axis loading  [4] The 
numerical algorithm code of the 3D model RI   is implemented in the form of VUMAT subroutine related to 
ABAQUS software. Loading is in the form of displacement control. The bone sample is simulated as an axial 
symmetric model, Fig. 7. Comparing the two simulations of the Model RI  , it can be seen that the formulation of 
the 3D model is correct, Fig. 7. 
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Fig. 7. (a) Axial displacement contour for 3D model RI ±, (b) Comparison of simulation results of three-dimensional model RI ± 
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Slight differences between the two curves can be related to two causes, one due to the effect of the Poisson ratio on 
the three-dimensionality and the effect of normal stress on the axial direction of lateral strains, and another due to 
numerical calculation errors in plastic yield and damage threshold functions. These two reasons make the three-
dimensional model RI  , unlike the one-dimensional model RI  , not pass through the origin of the coordinates in 
the last stage of the cyclic loading, and at a strain equal to zero, the stress is not equal to zero. The coefficient of 
determination for the three-dimensional model compared to the one-dimensional model is 0.984866 and the reasons 
for its difference are the effect of Poisson's ratio, isotropic elasticity in the three-dimensional model, and also the 
scalar damage variable. 

5. Conclusion 
Two rate-independent one-dimensional models with a combination of rheological elements have been investigated. 
The coefficients for each model are calculated by matching the laboratory data. In one-dimensional models, a 
correction factor for the modulus is considered. This coefficient creates the phenomenon of recovery of the material 
hardening in the transition from the tensile state to the compression resulting from the closure of the microcracks in 
the stress-strain curve. By combining the Bresler-Pister yield criterion and the rate-independent one-dimensional 
model, a corresponding three-dimensional model was obtained. This three-dimensional model is implemented in the 
form of an explicit finite element method and the result is acceptable with the simulation results of the one-
dimensional model and experimental data. This three-dimensional model will be suitable for simulating complex 
geometries. 
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بررسی عددی رفتار الاستیک- پلاستیک و آسیب استخوان کورتیکال با اعمال یک مدل آسیب 
جدید

مسعود نصیری1، مجتبی ذوالفقاری1*، وحید طهماسبی2، حامد حیدری3 

1-دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه اراك، اراك، ایران
2- دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه صنعتی اراك، اراك، ایران
3- دانشکده فنی و مهندسی، دانشگاه شهرکرد، شهرکرد، ایران

خلاصه: به‌دلیل نیاز‌هایی که در جراحی‌های ارتوپدی وجود دارد، رفتار مکانیکی استخوان کورتیکال در بار‌گذاری سیکلی و نرخ کرنش 
فیزیولوژیک، مورد بررسی قرار گرفته است. تأکید بر‌روی توسعه قانون ساختاری است که بتواند رفتار حین بارگذاری، باربرداری و 
بارگذاری مجدد که در آزمایش‌ها مشاهده شده را ایجاد کند. این مدل‌ها با ترکیب المان‌های رئولوژیک و اصول انرژی فرمول‌بندی 
خواهند شد. ابتدا دو مدل یک‌بعدی مستقل از نرخ کرنش فرمول‌بندی شده، یکی دارای یک متغیر آسیب و دیگری دارای دو متغیر 
آسیب مجزا در کشش و فشار است، مورد بررسی قرار گرفته و با استفاده از داده‌های آزمایشگاهی، ضرایب هر مدل به‌دست آمده 
است. با مقایسه نتایج شبیه‌سازی و داده‌های آزمایشگاهی، اصلاح لازم بر‌روی مدل‌ها صورت گرفته است. درنهایت با ترکیب معیار 
تسلیم ناهمسانگرد برسلر- پیستر و مدل یک‌بعدی مستقل از نرخ همراه دو متغیر آسیب، مدل سه‌بعدی متناظر حاصل شد. این مدل 
سه‌بعدی در قالب روش اجزاء محدود صریح پیاده‌سازی شده و نتیجه آن با نتایج شبیه‌سازی مدل یک‌بعدی و داده‌های تجربی سازگاری 
قابل قبولی نشان داد. این مدل سه‌بعدی مناسب شبیه‌سازی هندسه‌های پیچیده خواهد بود. ضریب‌تعیین برای مدل‌های یک‌بعدی ، 
RI اصلاح شده و مدل سه بعدی به ترتیب مقادیر 0/882174، 0/965665، 0/995508، 0/996279  ±  ، RI  ، RI ± ، RI

و 0/984866 حاصل شده است.  
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مقدمه-1 
بی‌نقص بودن اسکلت1 به‌عنوان عضو حامل بار و حفاظت کننده از اعضاء 
حیاتی بدن در برابر عوامل خارجی، برای سلامتی انسان بسیار ضروری است. 
حفاظت  و  فیزیکی  فعالیت‌های  در  بار  حامل  عضو  به‌عنوان  استخوان‌بندی 
استخوان  دارد.  کاربرد  خارجی  عوامل  برابر  در  بدن  حیاتی  اعضاء  از  کننده 
بر‌اساس ظاهر ماکروسکوپی2  به دو نوع کورتیکال3 و ترابکولار4 تقسیم‌بندی 
شده است. تفاوت این دو نوع بافت از روی میزان تخلخل مشخص می‌شود. 
 80 تقریباً  و  است  درصد   10-5 حدود  تخلخل  میزان  کورتیکال  استخوان 
ترابکولار  استخوان  دیگر  طرف  از  می‌دهد.  تشکیل  را  اسکلت  جرم  درصد 
دارای میزان تخلخل بین 45-95 درصد است و تقریباً 20 درصد جرم اسکلت 

را تشکیل داده است ]1[. 

1  Skeleton
2  Macroscopic
3  Cortical
4  Trabecular

مهره  و  ساعد،  کفل،  به  مربوط  به‌ترتیب  شکستگی‌ها  نواحی  بیشترین 
افزایش خطر  از این میان شکستگی در مهره کمر بیشتر باعث  کمر است. 
مرگ‌ومیر می‌شود. برای پیش‌بینی این نوع شکست‌ها، قانون ساختاری مورد 
حد  از  بالاتر  بارگذاری  در  آسیب6  و  کرنش  نرخ5  اثر  شامل  که  است  نیاز 
فیزیوتراپی8  مثل  محافظه‌کارانه  که روش‌های  مواردی  در  باشد.  الاستیک7 
برای درمان شکستگی مهره کمر کارایی نداشته باشد، از روش تزریق ماده 
زیستی9 به درون مهره شکسته برای تثبیت کردن و استحکام بخشیدن به آن 
استفاده می‌شود ]2[. برای چنین موادی سازگاری زیستی، زمان سفت شدن 
و خواص مکانیکی مشابه بافت استخوان به‌منظور کارایی بهتر و جلوگیری از 
آسیب‌های بعدی مهم است و باید به‌دقت معین شوند. در تمام موارد ذکرشده 
وجود یک قانون ساختاری برای بافت استخوان نیاز است که توانایی توصیف 

5  Rate
6  Damage
7  Elastic
8  Physical therapy
9  Biomaterial
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رفتار بافت استخوان، تحت بارگذاری سیکلی1 ، بالاتر از حد الاستیک و همراه 
نرخ کرنش متوسط را داشته باشد.

رفتار مکانیکی استخوان با توجه به بار مکانیکی که در معرض آن قرار 
دارد، متفاوت است و تأثیر پاسخ آن عمدتاً به چگونگی اعمال بار بستگی دارد. 
کنترل‌کننده  شاخص‌های  اندازه‌گیری  آن،  استحکام  ارزیابی  برای  بنابراین، 
هدف  با   ]4[ گارسیا  تحقیقی  در   .]3[ است  نیاز  مورد  استخوان  کیفیت 
برنامه‌های کاربردی در جراحی‌های ارتوپدی، فک و صورت، قوانین ساختاری 
کرنش  نرخ  به  وابسته  و  نرخ  از  مستقل  آسیب  و  پلاستیک  الاستیک- 
فیزیولوژیکی در بارگذاری سیکلی برای استخوان کورتیکال را محاسبه نموده 
و  باربرداری  بارگذاری،  توالی  از  ساختاری  قوانین  تدوین  برای  او  است. 
بارگذاری مجدد2 طی فرایند ازمایشگاهی تست کشش استفاده کرده است. او 
در پژوهشی دیگر، قانون ساختاری سه بعدی توصیف کننده رفتار مکانیکی 
ماکروسکوپی3 الاستیک- پلاستیک و آسیب سه‌بعدی مستقل از نرخ کرنش 
مربوط به بافت استخوان، را با توجه به تجزیه و تحلیل سیستم‌های ایمپلنت- 
در  را  ریاضی  فرمول‌بندی  یک  پیشنهادی  مدل  کرد.  پیشنهاد  استخوان، 
چارچوب مواد استاندارد تعمیم یافته4 ایجاد و برای سه مد تکامل متمایز مواد 
که جنبه‌های الاستیک، پلاستیک و آسیب نزدیک به‌هم دارند، بررسی کرد 
]5[. گارسیا و همکاران ]6[ در ادامه پژوهش‌های خود، یک قانون ساختاری 
یک‌بعدی مستقل از نرخ کرنش برای استخوان فشرده5، به‌جهت شبیه‌سازی 
مارتینا و  دادند.  ارائه  یا فشاری،  بارگذاری کششی  در هنگام  آسیب6  تجمع 
یک‌بعدی  ساختاری  مدل  یک  تجربی،  داده‌های  براساس   ]7[ همکاران 
ویسکوالاستیک پلاستیک- آسیب را توسعه داده‌اند. این مدل می‌تواند رفتار 
غیرخطی بافت استخوان کورتیکال تحت شرایط بارگذاری خزش-بازیابی را 
پیش‌بینی کرده و با استفاده از زیرروال‌های کاربر در نرم‌افزار اجزای محدود 
ساختاری  مدل  یک   ]8[ همکاران  و  لی  است.  شده  پیاده‌سازی  اباکوس 
الاستیک- پلاستیکی همسانگرد عرضی7 وابسته به نرخ کرنش برای توصیف 
از  کرنش  نرخ  با  فشاری  تست‌های  کردند.  ایجاد  اسفنجی8  استخوان  رفتار 
انجام شد. در منحنی‌های  بر‌ثانیه در جهت محوری و شعاعی  تا 10   0/01
تنش-کرنش بدست آمده قسمت عمده را مرحله الاستیک خطی و مرحله 

1  Cyclic
2  Loading, unloading, and reloading
3  Macroscopic
4  Generalized standard materials
5  Compact
6  Damage accumulation
7  Transverse
8  Cancellous

پلاستیک قسمت کوچکی را قبل از شکستگی، نشان می‌دهد، و مدل توسعه 
اس-دیانا11  ال  نرم‌افزار  در  یومت10  کاربر9  مواد  زیرروال  طریق  از  یافته 
پیاده‌سازی شده است. در تحقیقی دیگر لی و همکاران ]9[ یک مدل الاستو 
ویسکوپلاستیک برای بیان رفتار استخوان ترابکولار غیر‌خطی تحت بارهای 
فشاری ارائه دادند. این مدل نیز به‌عنوان یک زیرروال ماده تعریف شده توسط 
کاربر در کد تجزیه و تحلیل المان محدود تعریف شد و نتایج شبیه‌سازی با 
و مدل ساختاری  مقایسه  ترابکولار  استخوان  بر‌روی  فشار  نتایج تست‌های 
پیشنهادی، روش محاسباتی و کتابخانه مواد تأیید شد. آزمایش نفوذ12، تست 
مدل  آن  از  استفاده  با   ]10[ همکاران  و  پاولیکوفسکی  که  است  دیگری 
خاصیت  با  انسان  ترابکولار  استخوان  برای  جدید  میکرو‌ساختاری 
از  استفاده  با  استخراج کردند. مدل ساختاری  را  ویسکوالاستیک غیر‌خطی، 
زیر‌برنامه یومت در نرم‌افزار المان محدود اباکوس پیاده‌سازی شد، در نهایت، 
رفتار ویسکوالاستیک پیش‌بینی شده بافت توسط مدل ساختاری پیشنهادی 
از  یکی  در  داشت.  مطابقت  ترابکولار  استخوان  واقعی  پاسخ  با  به‌خوبی 
بازیابی13  و  سیکلی  خزش  تست  عددی  و  تجربی  رفتار  اخیر،  تحقیقات 
استخوان کورتیکال گاو مورد بررسی قرار گرفت. لوورنیچ و همکاران ]7[ مدل 
ساختاری ویسکوالاستیک، ویسکوپلاستیک و آسیب یک‌بعدی را توسعه داده 
و یک الگوریتم کارآمد برای انتگرال‌گیری مدل ساختاری پیشنهادی ماده با 
استفاده از زیرروال مواد کاربر در نرم‌افزار اجزای محدود اباکوس استخراج و 
رفتار  توصیف  برای  خوب  توانایی  یک  محاسبات  الگوریتم  شد.  پیاده‌سازی 
کششی استخوان کورتیکال گاو برای شرایط مکانیکی خاص را نشان می‌دهد. 
در مطالعه‌ای دیگر، میرزاعلی و همکاران ]11[ با هدف شناسایی برهم‌کنش 
ساختارهای  در  فشاری  و  کششی  بارگذاری  حالت‌های  بین  پیوسته  آسیب 
ایمپلنت- استخوان، یک مدل ساختاری یک بعدی جدید را ارائه دادند، که 
نشان می‌دهد که چگونه آسیب جمع شده14 در یک حالت بارگذاری15 بر رفتار 
مکانیکی در حالت بارگذاری دیگر تأثیر می‌گذارد. ان جی و همکاران ]12[ 
روند شکست فشاری استخوان کورتیکال براساس یک مدل آسیب را بررسی 
نمودند. آن‌ها با استفاده از یک مدل پلاستیک آسیب ترد، پاسخ ساختاری و 
روند شکست استخوان کورتیکال را با استفاده از چندین تست فشاری ارزیابی 
کردند. نتایج شبیه‌سازی المان محدود نشان داد که آسیب فشاری در منطقه 

9  User material subroutine
10  UMAT
11  LS-DYNA
12  Indentation
13  Recovery
14  Accumulated
15  Loading mode
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آغاز  مرکزی که در آن حداکثر کرنش پلاستیک معادل1 محاسبه می‌شود، 
شده و منتشر می‌شود، که هم‌زمان با تخریب2 سختی فشاری و به‌دنبال آن 
مقدار زیادی از اتلاف انرژی کرنش است. در یکی از مطالعات اخیر، رنگ و 
لو ]13[ یک مدل ساختاری نیمه تجربی برای توصیف رفتار پس از تسلیم 
و  پلاستیک  کرنش  الاستیک،  مدول  تجربی  روابط  بر‌اساس  استخوان 
پاسخ‌های ویسکوالاستیک استخوان با کرنش اعمال شده پیشنهاد کردند. در 
این مدل، یک تابع نمایی برای توصیف افت مدول )انباشت آسیب( با افزایش 
کرنش اعمال شد. علاوه‌بر‌این، یک تابع قانون توانی برای توصیف افزایش 
مدل  نهایت،  در  شد.  استفاده  آسیب  تجمع  با  پلاستیک  تغییر‌شکل 
ویسکوالاستیک خطی برای توصیف رفتار ویسکوالاستیک استخوان به‌عنوان 
تابع زمان و نرخ بارگذاری پیشنهاد شد. برای تأیید مدل، تمام ثابت‌های ماده 
پلاستیک،  تغییرشکل  یانگ،  مدول  بین  تجربی  روابط  برای  نیاز  مورد 
تغییرشکل ویسکوالاستیک و تغییر‌شکل اعمال‌شده با استفاده از یک پروتکل 
آمد.  به‌دست  انسان  کورتیکال  استخوان  روی  جدید  پیش‌رونده  بارگذاری 
سپس، منحنی تنش-کرنش یکنواخت به‌دست‌آمده از نمونه‌های استخوان، 
با  ثابت‌های ماده پیش‌بینی و  برازش داده شد و  مدل ساختاری پیشنهادی 
نمونه‌های تجربی مقایسه شد. تجزیه و تحلیل نشان داد که مدل ساختاری 
پیشنهادی در ارزیابی رفتار استخوان پس از تسلیم دقیق است. در پژوهشی 
مطالعات  بر‌اساس  قانون ساختاری  ]14[ یک  بارسز  و  پاولیکوفسکی  دیگر، 
استخراج  را  گاو  کورتیکال  استخوان  نمونه‌های  بر‌روی  شده  انجام  تجربی 
نمودند. بافت استخوان به‌عنوان یک ماده ویسکوالاستیک غیر‌خطی در‌نظر 
گرفته شده و قانون ساختاری از تابع انرژی کرنش فرضی3 گرفته شده است. 
ثابت‌های الاستیک و رئولوژیکی بر‌اساس تست‌های ازمایشگاهی، در سه نرخ 
کرنش مختلف مشخص شدند. به‌منظور اعتبارسنجی عددی مدل ساختاری، 
از زیر‌برنامه کاربر یومت به نرم‌افزار  با استفاده  تانسور مرتبه چهارم سختی 
اجزای محدود اباکوس معرفی شد. نتایج نشان می‌دهد مدل ساختاری فرموله 
شده در مدل‌سازی رفتار فشاری استخوان تحت دامنه‌های مختلف بار بسیار 
مفید است. شویدرزیک و زیست ]15[ یک مدل ساختاری آسیب الاستیک 
معیار  از یک  استفاده  با  استخوان  برای  ناهمسانگرد جدید  ویسکوپلاستیک 
تسلیم بیضوی خارج از مرکز4 و سخت شوندگی ایزوتروپی غیر‌خطی5 ارائه 
دادند. یک الگوریتم عددی در حلگر نرم‌افزار المان محدود آباکوس به‌عنوان 

1  Maximum equivalent plastic
2  Degradation
3  Postulated
4  Eccentric elliptical
5  Nonlinear isotropic hardening

یک زیر‌برنامه کاربر یومت، توسعه داده و اجرا شده است. رماچ و همکاران 
محدود  اجزای  شبیه‌سازی  در  را  ناهمسانگرد  شدن  سخت  مدل   ]16[
استفاده  مکانیکی  رفتار  پیش‌بینی  برای  کورتیکال  استخوان  نانو‌تورفتگی 
برای  و  شده  انتخاب  ساختاری  مدل  به‌عنوان  جانسون-کوک  مدل  کردند. 
با  ترکیب  در  محدود  اجزا  مدل‌سازی  از  مواد  مجهول  ثابت‌های  شناسایی 
بهینه‌سازی عددی استفاده شده و سپس حل‌های اجزا محدود با نتایج تجربی 
منحنی‌های  با  عددی  منحنی‌های  بین  خوبی  تطابق  که  شدند  مقایسه 
مدل   ]17[ پاندیتوان  و  پراساناونکاتسان  است.   شده  پیدا  هدف  بارگذاری 
و  جانسون-کوک  مدل  ترکیب  و  جانسون-کوک  مدل  کاوپر-سیموندز، 
برش  شبیه‌سازی  برای  را  مختلف  کرنش  نرخ‌های  در  کاوپر-سایموندز 
دو  از  استفاده  با  تهیه‌شده  نمونه‌های  دادند.  قرار  استفاده  مورد  استخوان 
استخوان ران عقب برداشت‌شده از یک گاو سه و نیم ساله با نرخ‌های مختلف 
کرنش مورد بررسی قرار گرفتند. مطالعه نسبی انجام شده در میان تنش‌های 
پیش‌بینی‌شده از این مدل‌ها نشان داده که میانگین درصد خطای مطلق با 
استفاده از مدل کاپر-سیموندز 10/29،91/41 و 11/11 درصد و با استفاده از 
نرخ‌های  برای  به‌ترتیب  درصد   3/62 و   7/19  ،2/03 کوک  جانسون  مدل 
مدل  ترکیب  این حال،  با  است.  بوده  بر‌ثانیه   1 و  کرنش 0/0001، 0/001 
جانسون-کوک همراه با مدل کاوپر-سیموندز تنش را با حداکثر 2/03 درصد 
میانگین درصد مطلق خطا پیش‌بینی کرده است. لی و همکاران ]18[ از روش 
جهت  گاو،  کورتیکال  استخوان  آزمایش  برای  هاپکینسون  فشاری  میله 
استفاده  کرنش  نرخ  به  وابسته  تنش-کرنش  منحنی‌های  آوردن  به‌دست 
کردند. یک رابطه ساختاری تحت تأثیر نرخ کرنش و خواص ویسکوالاستیک 
استفاده شده است. در این مدل، الاستیک خطی با اجزای ویسکوالاستیک 
غیر‌خطی برای توصیف وابستگی غیر‌خطی به نرخ کرنش ترکیب شده است. 
از نظر بافت‌شناسی، بار بیش از حد استخوان در کشش و فشار منجر‌به تمایز 
اندازه، توزیع و جهت‌گیری ترک می‌شود که طی بارگذارهای ترکیبی مختلف 
توصیف  را  روند  این  رئولوژیکی می‌تواند  مدل‌های  دارند،  تعامل  یکدیگر  با 
کرده و منحنی‌های تنش-کرنش تجربی را با واقع‌گرایی بی‌سابقه تولید کنند. 
بافت  برای   ]19[ ولفرام  و  زیست  توسط  کرنش،  نرخ  از  مستقل  مدل  یک 
و  کششی  حالت  بین  میکروساختار  آسیب  برهم‌کنش  به‌همراه  استخوان 
باعث  بررسی آن‌ها نشان داد تجمع میکرو آسیب  استخراج کردند.  فشاری 
تخریب6 مدول الاستیک و کاهش استحکام استخوان خواهد شد. مطابقت 
و  استخوان‌ها  بیومکانیکی  بررسی  امکان  تجربی  آزمایشات  با  مدل  کیفی 

6  Degrades
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سیستم‌های ایمپلنت- استخوان را در معرض بارهای سیکلی در تنش و فشار 
را فراهم می‌کند. کرایم و همکاران ]3[ با رویکرد محاسباتی، رفتار مکانیکی 
و  نموده  بررسی  را  ساختاری  مدل  یک  براساس  کورتیکال  استخوان 
ناهمسانگردی، ویسکوپلاستیک بودن و آسیب را در قانون رفتار مواد وارد 
کرده و تکامل آسیب بر‌اساس بارگذاری اعمال شده را رسم نمودند. این مدل 
محاسباتی جدید درک بهتری از پارامترهای اصلی مؤثر بر رفتار استخوان را 

فراهم می‌کند.
مکانیزم تکامل آسیب همراه با معیار تسلیم به‌عنوان یکی از موضوعات 
نامشخص در تجزیه و تحلیل شکست مواد استخوان کورتیکال در‌نظر گرفته 
شده است. در این پژوهش، فرمول‌بندی دو مدل یک‌بعدی مستقل از نرخ 
دو  شامل  آن‌ها  از  یکی  شد.  خواهد  بیان  کورتیکال  استخوان  برای  کرنش 
متغیر آسیب مجزا در کشش و فشار و دیگری تنها دارای یک متغیر آسیب 
هستند. بنابراین هدف اولیه محاسبه ضرایب مربوط به هر مدل توسط تطابق 
با داده‌های آزمایشگاهی بوده، سپس نتایج عددی هر مدل با داده‌های تجربی 
انتخاب معیار تسلیم مناسب سه‌بعدی سازی  با  مقایسه می‌شود. در نهایت، 
مدل‌ یک‌بعدی به‌روشی جدید انجام می‌گیرد و از مدل سه‌بعدی به‌دست‌آمده 

برای شبیه‌سازی یک مورد مطالعاتی استفاده می‌شود. 

مدل رئولوژیکی1 یک‌بعدی و تعریف متغیرها -2 
هدف این مدل رئولوژیکی توصیف رفتار مکانیکی ماکروسکوپی مشاهده 
به  توجه  با  است.  چرخه‌ای  بارگذاری  شرایط  در  استخوان  بافت  از  شده 
اصلی  مد2  سه  می‌توان   ،]4[ سیکلی  بارگذاری  از  حاصل  تجربی  داده‌های 
نمودار  به  مربوط  اول  ناحیه  در‌نظر گرفت،  استخوان  بافت  برای  تغییر‌شکل 
این داده‌ها، الاستیک خالص با سختی الاستیک است، ناحیه دوم، مد آسیب، 
که مربوط به تولید و باز شدن ریز ترک‌ها است که منجر‌به کاهش مدول 
و تجمع کرنش می‌شود. ناحیه سوم، مد پلاستیک، به‌دلیل اصطکاک ناشی 
از لغزش ریز ترک‌ها است که منجر‌به کرنش‌های ماندگار3 شده، اما موجب 

افزایش آسیب نمی‌شود.
در ابتدا، دو قانون ساختاری الاستیک- پلاستیک و آسیب یک‌بعدی و 
مستقل از نرخ بررسی می‌شود. که اولی تنها دارای یک متغیر آسیب است و 
RI نشان داده می‌شود. دومی دارای دو متغیر آسیب مجزا در  با علامت 
RI نشان داده می‌شود. آرایش  ± حالت کشش و فشار است که با علامت 

1  Rheological
2  Mode
3  residual

رئولوژیکی تمام مدل‌های یک بعدی از اتصال سری یک فنر الاستیک اصلی 
یک  موازی  اتصال  از  خود  آسیب  المان  که  شده  تشکیل  آسیب  المان  با  
فنر  است.  شده  تشکیل  پلاستیک  مانع  با  فرعی  آسیب‌پذیر  الاستیک  فنر 
الاستیک فرعی دارای دو تنش آستانه آسیب مجزا در کشش و فشار است. 
، متحمل آسیب مستقل  RI ± RI و  فنر الاستیک فرعی در مدل‌های 

از نرخ است، شکل 1.

 1- 2-RI مدل 
ماده  پیشینه  گرفتن  در‌نظر  برای  درونی  متغیر حالت  دو  معرفی حداقل 
و فرآیند‌های اتلاف، ضروری است ]4[. مقدار آسیب به‌وجود آمده در ماده 
ماده  نشان‌دهنده کاهش سختی  بیان می‌شود که   D متغیر آسیب  توسط 
آسیب‌دیده  ماده  نشانگر   D →0 و  سالم  ماده  نشانگر   D =0 است. 
ε، کرنش  RI توسط سه متغیر مستقل کرنش  به‌صورت کامل است. مدل 

D معین می‌شود.  <≤0 1 pε و  پلاستیک 
داده  نشان   E >0 0 با  سالم  کورتیکال  استخوان  الاستیک  مدول 
سه  هم‌چنین  می‌شود.  مدل  اصلی  خطی  الاستیک  فنر  توسط  و  می‌شود 
تابع سخت‌شوندگی پلاستیک  اولی  استفاده می‌شود.  آسیب  به  وابسته  تابع 
) است که برای نشان دادن افزایش تنش تسلیم پلاستیک  )pS D ≥0
نسبت به افزایش آسیب، تعریف می‌شود. دو تابع دیگر، توابع سخت‌شوندگی 
) هستند که به‌ترتیب برای نشان  )DS D− ) و 0< )DS D+ آسیب 0<
دادن تغییر تنش آستانه آسیب در کشش و فشار نسبت به تغییر آسیب، تعریف 

 
 [ 4] نرخهای مستقل از بعدی برای مدلهای رئولوژیک یک آرایش المان  :1شکل 

Fig. 1. Arrangement of one-dimensional rheological elements for rate-independent models [4]     
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. آرایش المان‌های رئولوژیک یک‌بعدی برای مدل‌های مستقل از 
نرخ ]4[

Fig. 1. Arrangement of one-dimensional rheological 
elements for rate-independent models [4]  
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می‌شوند]4[.

)1( (1) ( ) ( )( )1- exp -p pS D lD=  
(2) ( ) ( )( )( )0 1 1-exp -D D DS D S kD = +  
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-
DS >0 l ضرایب سخت‌شوندگی پلاستیک هستند. 0 ÷X و 0<

P ≥0
 X D÷ به‌ترتیب تنش‌های اولیه آستانه آسیب در کشش و فشار هستند.  DS +0 ،
k ضرایب سخت‌شوندگی آسیب هستند. بنابراین شش ثابت به‌طور  >0 و 

RI را برای استخوان کورتیکال مشخص می‌کنند. کامل مدل 

 1- 1- 2-RI ± مدل 
 ، RI در این مدل از دو متغیر آسیب استفاده می‌شود و به نسبت مدل 
دارای پیچیدگی بیشتری است. وضعیت آسیب توسط دو متغیر آسیب کششی 
−D توصیف می‌شود. آرایش المان‌های رئولوژیک  +D و آسیب فشاری 

ناهمسانگرد  به  توجه  با   .1 است، شکل   RI مدل  همانند   RI ± مدل 
) و  )pS D+ − تابع سخت‌شوندگی  بودن سخت‌شوندگی در این مدل، دو 

) تعریف می‌شوند ]4[: )pS D به‌جای  ( )pS D− +
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توابع سخت‌شوندگی آسیب نیز مشابه قبل تعریف می‌شود ]4[:
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 معین‌سازی ضرایب مدل‌های یک‌بعدی و شبیه‌سازی عددی -3
جهت به‌دست آوردن ضرایب هر مدل برای استخوان کورتیکال نیاز به 
داده‌های تجربی خواهد بود. این داده‌ها باید شامل مقادیر تنش و کرنش در 
بتوان  تا  باشند،  مشخص  کرنش  نرخ  همراه  فشاری  کششی-  سیکل  یک 
کارهای  در  که  داده‌هایی  از  این‌جا  در  کرد.  را مشخص  مدل  تمام ضرایب 
قبلی به‌دست آمده استفاده شده است ]5[. این داده‌ها که در ابتدا با نمودار 
در  نتیجه  و  شده  رقومی‌سازی  گت‌دیتا1  نرم‌افزار  توسط  بودند،  دسترس  در 
شکل 2 آمده است. منحنی تنش-کرنش در شکل 2 مربوط به نرخ کرنش 
مقطع  با  شکل  دمبلی  آزمایش،  تحت  نمونه  است.  بر‌ثانیه   / −× 33 4 10

دایره‌ای به قطر 3 میلی‌متر و طول 20 میلی‌متر می‌باشد، شکل 3.

1  GetData

 
 [ 5] کرنش در نرخ کرنش فیزیولوژیکی مربوط به بافت استخوان کورتیکال- منحنی سیکلی تنش :2شکل 

Fig. 2. Stress-strain cycle curve at physiological strain rate related to cortical bone tissue [5] 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. منحنی سیکلی تنش-کرنش در نرخ کرنش فیزیولوژیکی مربوط به بافت استخوان کورتیکال ]5[

Fig. 2. Stress-strain cycle curve at physiological strain rate related to cortical bone tissue [5]
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عددی  الگوریتم  یک‌بعدی،  مدل‌های  از  یک  هر  عددی  اجرا  به‌منظور 
هر یک را با استفاده از برنامه‌نویسی به زبان فرترن1، پیاده‌سازی شده است. 
حداقل  روش  از  استفاده  و  بهینه‌سازی  حلقه‌های  در  برنامه‌ها  دادن  قرار  با 
ضرایب  تجربی،  داده‌های  به  عددی  نتایج  کردن  نزدیک  برای  مربعات2 
مدل‌ها به‌دست آمده است. با استفاده از این روش و قسمت بارگذاری کششی 
k و با قسمت باربرداری داده‌ها،   X و 

D÷  ، DS +0 داده‌های تجربی، ضرایب 
معین خواهند شد و به‌وسیله داده‌های مربوط به بارگذاری  l  X و 

p÷ ضرایب 
مشخص شده است. لازم به‌ذکر است که ضریب مدول  DS −0 فشاری ضریب 
E0 به‌صورت منفرد و فقط با اندازه‌گیری شیب قسمت اولیه و خطی  یانگ 

1  Fortran
2  Least squares

داده‌های تجربی به‌دست آمده است. ضرایب به‌دست‌آمده در جدول 1 فهرست 
شده‌اند.

RI در مقایسه  ± RI و  نتایج شبیه‌سازی عددی مدل‌های یک‌بعدی 
ضریب  و  شده‌اند  رسم   5 و   4 شکل‌های  در  به‌ترتیب  تجربی،  داده‌های  با 
RI مقادیر 0/882174  ± RI و  تعیین3 به‌ترتیب برای مدل یک‌بعدی 
المان  در  سرعت  اثر  گرفتن  در‌نظر  آن  علت  و  آمده  بدست   0/965665 و 

پلاستیک و در المان آسیب است.
با مقایسه داده‌های تجربی و نتایج اجرای عددی مدل‌ها، مشخص شده 
است که مدل‌ با احتساب دو متغیر مجزا آسیب در کشش و فشار، دارای دقت 
بیشتری در پیش‌بینی نتایج تجربی خواهد بود. حال که ضرایب مدل‌ها در 

3  Coefficient of determination

 
 گاو کورتیکالهندسه نمونه کشش استخوان  :3شکل 

Fig. 3. Sample geometry of bovine cortical bone tension 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. هندسه نمونه کشش استخوان کورتیکال گاو

Fig. 3. Sample geometry of bovine cortical bone tension

 RI ± RI و  جدول 1. ضرایب مدل 

Table 1. Coefficients of models RI  and RI ±  

Table 1. Coefficients of models RI  and RI   
RI  و RIمدل  بیضرا: 1جدول   

 
RIمدل   RIمدل   واحد  ضرایب  

E0  25000 25000 مگاپاسکال 
DS  2 4 مگاپاسکال  0+
DS  8/3 6/9 مگاپاسکال  0−
pχ  9/79 9/52 مگاپاسکال 
Dχ  - 8/19 65 

k  - 3/15 15 
l  - 1/6 9/21 
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 در مقایسه با آزمایش  RIکرنش مدل  - منحنی تنش :4شکل 

strain curve compared to the experiment-stress RIModel  .4 Fig. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RI   در مقایسه با آزمایش شکل 4. منحنی تنش-کرنش مدل 

Fig. 4. Model RI  stress-strain curve compared to the experiment

 
RIکرنش مدل  - تنش یمنحن :5شکل  یشبا آزما مقایسه در 

strain curve compared to the experiment-stress RI Model  .5 Fig. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

RI در مقایسه با آزمایش ± شکل 5. منحنی تنش-کرنش مدل 

Fig. 5. Model RI ±  stress-strain curve compared to the experiment
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دسترس هستند، مدل‌ها را برای بررسی ویژگی منحصربه‌فرد بافت استخوان، 
RI در  ± RI و  می‌توان شبیه‌سازی عددی کرد. با شبیه‌سازی دو مدل 
بار‌گذاری سیکلی کرنش کنترل با دامنه کرنش 0/01، این ویژگی که ناشی 

از انتخاب دو متغیر آسیب مجزا است، مشخص خواهد شد.
همان‌طور‌که در شکل 6 مشهود است، قسمت مُد پلاستیک بارگذاری 
، در امتداد مبدأ  RI ± مجدد در منحنی سیکلی تنش-کرنش مربوط به مدل 
RI فاقد این ویژگی مختص بافت استخوان  مختصات قرار دارد اما مدل 
تابعیت سخت‌شوندگی  و  متغیرهای آسیب  تعداد  تفاوت در  این  دلیل  است. 
RI با افزایش پارامتر آسیب،  پلاستیک به متغیرهای آسیب است. در مدل
سخت‌شوندگی پلاستیک در دو جهت کشش و فشار افزایش پیدا می‌کند ولی 
RI با افزایش پارامتر آسیب کششی، سخت‌شوندگی پلاستیک  ± در مدل 
افزایش  با  بلعکس  و  افزایش می‌یابد  یعنی فشار،  فقط در جهت عکس آن 
آن  عکس  جهت  در  فقط  پلاستیک  فشاری، سخت‌شوندگی  آسیب  پارامتر 

یعنی کشش، افزایش می‌یابد.

 اصلاح مدل‌های یک‌بعدی -4
از نمودارهای ارائه‌شده در بخش دوم نتیجه‌گیری می‌شود که مدل‌ها در 
قسمت کششی، قابلیت نسبتاً مناسبی در پیش‌بینی داده‌های تجربی را دارند 
اما در قسمت فشاری این‌طور نیست. در قسمت فشاری شیب منحنی مدل با 

شیب منحنی آزمایش سازگاری ندارد. به این دلیل که در مدل‌های ارائه‌شده، 
بازیابی مدول یانگ در انتقال از کشش به فشار، در نظر گرفته نشده است. 
ترک‌های  شدن  بسته  به‌دلیل  فشار  مرحله  در  یانگ  مدول  در  بازیابی  این 
ایجادشده در مرحله کشش است. این اثر را می‌توان با استفاده از یک ضریب 

اصلاحی در تعریف مدول یانگ ماده آسیب‌دیده در نظر گرفت ]4[:
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DE مدول یانگ  w ضریب اصلاح مدول یانگ ماده آسیب‌دیده و  که 
و  فرمول‌بندی  در   )7( و   )6( معادلات  گرفتن  در‌نظر  با  است.  آسیب‌دیده 
w به‌همان  − الگوریتم عددی مدل‌ها، روند قبلی تکرار خواهد شد. ضریب 

این  با  می‌آید.  به‌دست  معین شدند،  قبلی  که ضرایب  ت ترتیبی  و تفا
نیز تغییر  DS −0 w به فرمول‌بندی‌ها، مقدار بهینه‌شده  که با وارد شدن ضریب 
آمده   2 در جدول  اصلاح‌شده  مدل‌های  برای  به‌دست‌آمده  می‌کند. ضرایب 

است.

  
(b) (a) 

RI( و مدل b) RIکرنش مربوط به مدل -تنش یکلیس  یمنحن :6شکل   (a ) شکل: مدُ ر تغیی مدُ سه همراه به
 (B) کی( و مدُ پلاست A) بی(، مدُ آسC) کیالاست

Fig. 6. The stress-strain cyclic curve of Model RI  (b) and Model RI   (a) with three deformation 
modes: elastic mode (C), damage mode (A) and plastic mode (B) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)B( و مُد پلاستیک )A( مُد آسیب ،)C( به همراه سه مُد تغییر‌شکل: مُد الاستیک )a(   و مدل )b(   شکل 6. منحنی سیکلی تنش-کرنش مربوط به مدل

Fig. 6. The stress-strain cyclic curve of Model   (b) and Model   (a) with three deformation modes: elastic mode (C), 
damage mode (A) and plastic mode (B)
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در  اصلاح‌شده   RI ± و   RI مدل‌های  عددی  شبیه‌سازی  نتایج 
رسم شده‌اند،   8 و شکل   7 در شکل  به‌ترتیب  تجربی،  داده‌های  با  مقایسه 
اصلاح شده  RI ± RI و  و ضریب تعیین به‌ترتیب برای مدل یک‌بعدی 
مقادیر 0/995508 و 0/996279 بدست آمده و علت آن در‌نظر گرفتن اثر 

سرعت در المان پلاستیک و در المان آسیب است.

 سه بعد سازی و کاربرد -5
RI به سه‌بعد  ± به‌جهت کاربرد، مدل یک‌بعدی آسیب مستقل از نرخ 
تعمیم داده خواهد شد. این سه‌بعدی سازی، بر‌مبنای سه متغیر حالت درونی 
 pε متقارن  دوم  مرتبه  تانسور  با   pε اسکالر  پلاستیک  کرنش  است. 
به‌صورت  -D و   D+ آسیب  متغیرهای  سادگی  برای  و  می‌شود  جایگزین 

اسکالر باقی می‌مانند. بنابراین در این مدل، آسیب همسانگرد خواهد بود. به 
این معنا که اثر آسیب بر تمام ضرایب تانسور مرتبه چهارم سختی الاستیک 

به‌صورت یکسان است.
استفاده  مدل  از  کاربردی  استفاده  برای  پیستر1  برسلر-  تسلیم  معیار  از 
استحکام متفاوت در  دارای  تابع تسلیمی که  بیان  برای  این معیار  می‌شود. 
کشش و فشار است، تحت بارگذاری چند محوره استفاده می‌شود ]20[. این 
برای  دارای جمله‌ای  و  تکینی  نقطه  بدون  و  معیاری تک ضابطه‌ای  معیار، 

نشان دادن تسلیم در وضعیت تنش هیدرواستاتیک فشاری است ]20[:
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Fig. 7. Modified stress-strain curve of Model RI  compared to the experiment
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c1 J به‌ترتیب ناورداهای اصلی اول و دوم تنش هستند.  2 I1 و  که 
S + c3 ضرایب معیار می‌باشند که توسط استحکام‌های کششی  c2 و   ،
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Fig. 9. Arrangement of rheological elements of three-dimensional structural law for cortical bone 
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Fig. 9. Arrangement of rheological elements of three-dimensional structural law for cortical bone 
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Fig. 9. Arrangement of rheological elements of three-dimensional structural law for cortical bone 
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(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

�

)25(

(17) 

 )

if  0 1

0, if 0

  = − 
 + =

p p
D 2
Ψ D

1 ε ε D
W Ψ = 2D

D

∶ ∶ 

(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

(19) ( )
( )

* p D

p p D p

Ψ σ,σ ,W =

σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶
 

(20) 

( )

( ) ( )( )−

* p D

2
p p D

1Ψ σ,σ ,W = σ
2

1σ - σ - σ σ - σ 2W
2

∶ ∶

∶ ∶
 

(21) ( )
( ) ( )

p p

p p D p

Φ ε ,D; ε,ε ,D =

Φ ε ; D +Φ D; ε,ε ,D
 

(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

�

تسلیم  تابع   
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(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

 :[4] آیدمی دستبه فنکل  -دوگان انرژی پتانسیل آزاد که از طریق تبدیل لژاندر

(19) ( ) ( )* p D p p D pΨ σ,σ ,W = σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶ 
=−با    :[4] ، داریم1

(20) ( ) ( ) ( )( )−
2

* p D p p D1 1Ψ σ,σ ,W = σ σ - σ - σ σ - σ 2W
2 2

∶ ∶ ∶ ∶ 

که  *
σΨ = ε  ،− p

* p
σ
Ψ = ε   و− D

*
W
Ψ = D باشدیم . 

 : [4] شودی م فیتعر  ریصورت زاتلاف به لیپتانس
(21) ( ) ( ) ( )p p p p D pΦ ε ,D;ε,ε ,D = Φ ε ;D +Φ D;ε,ε ,D 
(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

) که )h D بیآستانه آس  یانرژ، ( )p pY ε ,D پیستر در فضای نرخ کرنش است. -تابع تسلیم پلاستیک مطابق با معیار برسلر 
 :[4] آیندمی دستبهقوانین مکمل یا معادلات ساختاری که از پتانسیل اتلاف 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

است، بنابراین برابر با   Dنسبت به   مشتق  که 
h شود.می 

 آید: می دستبه فنکل  -دوگان پتانسیل اتلاف نیز به همان روش مشابه، با تبدیل لژاندر

(28) 

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p p p D p p

* p D p p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ;ε,ε ,D = σ ε +W D -Φ ε ,D;ε,ε ,D

Φ σ ,W ;ε,ε ,D = I Y σ ,D + I W

∶
 

آسیب،  آستانه  انرژی   ( )h D که 
پلاستیک مطابق با معیار برسلر- پیستر در فضای نرخ کرنش است.

قوانین مکمل یا معادلات ساختاری که از پتانسیل اتلاف به‌دست می‌آیند 
:]4[

)26(

(17) 

 )

if  0 1

0, if 0

  = − 
 + =

p p
D 2
Ψ D

1 ε ε D
W Ψ = 2D

D

∶ ∶ 

(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

(19) ( )
( )

* p D

p p D p

Ψ σ,σ ,W =

σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶
 

(20) 

( )

( ) ( )( )−

* p D

2
p p D

1Ψ σ,σ ,W = σ
2

1σ - σ - σ σ - σ 2W
2

∶ ∶

∶ ∶
 

(21) ( )
( ) ( )

p p

p p D p

Φ ε ,D; ε,ε ,D =

Φ ε ; D +Φ D; ε,ε ,D
 

(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

�

)27(

(17) 

 )

if  0 1

0, if 0

  = − 
 + =

p p
D 2
Ψ D

1 ε ε D
W Ψ = 2D

D

∶ ∶ 

(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

(19) ( )
( )

* p D

p p D p

Ψ σ,σ ,W =

σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶
 

(20) 

( )

( ) ( )( )−

* p D

2
p p D

1Ψ σ,σ ,W = σ
2

1σ - σ - σ σ - σ 2W
2

∶ ∶

∶ ∶
 

(21) ( )
( ) ( )

p p

p p D p

Φ ε ,D; ε,ε ,D =

Φ ε ; D +Φ D; ε,ε ,D
 

(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

�

h± می‌شود. D است، بنابراین برابر با  φ نسبت به  ′φ مشتق  که 
دوگان پتانسیل اتلاف نیز به همان روش مشابه، با تبدیل لژاندر- فنکل 

به‌دست می‌آید:

)28(

(17) 

 )

if  0 1

0, if 0

  = − 
 + =

p p
D 2
Ψ D

1 ε ε D
W Ψ = 2D

D

∶ ∶ 

(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

(19) ( )
( )

* p D

p p D p

Ψ σ,σ ,W =

σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶
 

(20) 

( )

( ) ( )( )−

* p D

2
p p D

1Ψ σ,σ ,W = σ
2

1σ - σ - σ σ - σ 2W
2

∶ ∶

∶ ∶
 

(21) ( )
( ) ( )

p p

p p D p

Φ ε ,D; ε,ε ,D =

Φ ε ; D +Φ D; ε,ε ,D
 

(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

�

توسط   ، D و   
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

درونی  متغیرهای  به  مربوط  جریان  قوانین 
مشتق‌گیری از پتانسیل اتلاف به‌دست می‌آیند:

)29(

(17) 

 )

if  0 1

0, if 0

  = − 
 + =

p p
D 2
Ψ D

1 ε ε D
W Ψ = 2D

D

∶ ∶ 

(18) 
D if  0 1
ym if  0

  
= 

=

p
D p

Ψ Ψ
ε Dσ = σ - σ

DS
∶ 

(19) ( )
( )

* p D

p p D p

Ψ σ,σ ,W =

σ ε - σ ε -W D -Ψ ε,ε ,D∶ ∶
 

(20) 

( )

( ) ( )( )−

* p D

2
p p D

1Ψ σ,σ ,W = σ
2

1σ - σ - σ σ - σ 2W
2

∶ ∶

∶ ∶
 

(21) ( )
( ) ( )

p p

p p D p

Φ ε ,D; ε,ε ,D =

Φ ε ; D +Φ D; ε,ε ,D
 

(22) ( ) ( )p p p pΦ ε ;D =Y ε ,D 
(23) ( ) ( )  ) ( )0, +

D p pΦ D;ε,ε ,D = f D;ε,ε ,D + I D 
(24) ( ) ( ); , , =pD D h D Dε ε 
(25) 

( ) ( )
( )

D2

2

Y D
h D =

2 1 - D
 

(26) 

( )
( ) 

if 0

| 0 if 0

 = − = 
 =

p

p p p

p
Φ ε p p p p

N ε ε
σ Φ

σ Y σ ,D ε
 

(27) 

( )(
( )

if   0

, if   0

if   0



 



  = − = − = 








D p
Φ D

p

D

W Φ ε,ε ,D D

ε,ε ,D D

 

(28) 

( )
( )

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( ( ),   −  



→

p p p
- +

* p D p

p p D p p

* p D p

p p D
-S D ,S D ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

σ ε +W D -Φ ε ,D; ε,ε ,D

Φ σ ,W ; ε,ε ,D =

I Y σ ,D + I W

∶
 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 
�

)30(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

pN عمود برون‌سو بر سطح   ضریب لاگرانژ پلاستیسیته و 
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

که 
می‌توان  را  پلاستیک  تسلیم  تابع  است.  تنش  فضای  در  پلاستیک  تسلیم 
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به‌صورت معادله )31( تعریف کرد:

)31(
(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

 تانسور مرتبه چهارم معیار تسلیم برسلر- پیستر است. بنابراین   و 
قانون جریان در معادله )29( را می‌توان به‌صورت زیر باز‌نویسی کرد:

)32(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

کرنش  نرخ  جهت  که  است  مربوطه  جریان  قانون  اول،  خط  معادلات 
پلاستیک را به‌عنوان عمود‌ بر سطح دامنه الاستیک معرفی می‌‌کند. نامعادلات 

خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.
با استفاده از معادله )27( می‌توان دامنه غیرآسیب را به‌صورت زیر تعریف 

کرد:

)33(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

برای اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا محدود باید الگوریتم عددی افزایش 
متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر گام محاسباتی، 
برای  می‌شود.  مشخص   
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

پارامتر سه  توسط  مدل  وضعیت 
 از قوانین 
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

D0≠ است، متغیرهای مزدوج 0 وقتی‌که 
حالت به‌دست خواهند آمد. در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک 

و آسیب برآورده شوند، یعنی:

)34(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

 در انتهای گام محاسباتی، متغیرهای مزدوج 
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

با داشتن کرنش کل 
و  
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 
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پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,
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 
= 

  =

p
p p p p p p p
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p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 
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پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

امتحانی 

معیار  است  ممکن  که  آمده،  به‌دست   
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

 D
TW  و 
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و D0= باشد، آن‌گاه پلاستیک یا آسیب را نقض کنند. اگر 0

تعریف نشده خواهند بود. بنابراین نمی‌توان معیارهای پلاستیک و آسیب را 
آزمود. این خلأ محاسباتی توسط تعریف معیار معادل کلی که وابسته به تنش 

کل است، برطرف می‌شود:

)35(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�
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 آیند: می دستبه گیری از پتانسیل اتلاف ، توسط مشتقDو   pεقوانین جریان مربوط به متغیرهای درونی 

(29) 

( )
( ) ( )

( )

0 if   0

if   0

if   0

 
 = =




p
Φ

p p

p * p p p p p
σ

p p

Y σ ,D

ε = Φ Λ N σ Y σ ,D

Y σ ,D

 

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

پلاست  بیضر  pΛ  که برون   pN  و  تهی سیلاگرانژ  را است.    تنش  یدر فضا  کیپلاستتسلیم    بر سطحسو  عمود  تسلیم پلاستیک  تابع 
 تعریف کرد:  ( 31)معادله  صورتبه توان می

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

ℍ    و𝕃𝕃  نویسی زیر باز   صورتبه توان  را می  (29)بنابراین قانون جریان در معادله  است.    ستریپ   -برسلر  میتسل  اریتانسور مرتبه چهارم مع
 کرد:

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

کند.  بر سطح دامنه الاستیک معرفی می  عمود   عنوانبه معادلات خط اول، قانون جریان مربوطه است که جهت نرخ کرنش پلاستیک را  
 نامعادلات خط دوم، شرایط سازگاری و تسلیم پلاستیک هستند.

 زیر تعریف کرد:  صورتبه یرآسیب را غتوان دامنه می  (27)با استفاده از معادله 

(33) ( ) =D D p D D D D D
1 2 3Y σ ,ε,ε ,D σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

محدود باید الگوریتم عددی افزایش متغیرهای مدل در هر گام محاسباتی بیان شود. در شروع هر    اجرای مدل در برنامه آنالیز اجزا برای  
0ε ،0گام محاسباتی، وضعیت مدل توسط سه پارامتر 

pε  0وD که  یوقتشود. برای مشخص می0 0D  0است، متغیرهای مزدوجσ ،

0
pσ  0 و

DW  در ابتدا گام محاسباتی باید هر دو معیار پلاستیک و آسیب برآورده شوند، یعنی: خواهند آمد دستبه از قوانین حالت . 

(34) ( ) ( )0       ,         0 p p D D p
0 0 0 0 0 0Y σ ,D Y W ,ε ,ε ,D 

کل کرنش  داشتن  امتحانی    ε  با  مزدوج  متغیرهای  محاسباتی،  گام  انتهای  )در  )0
p

Tσ = σ ε,ε  ،( )0 0
P p p

Tσ = σ ε ,D   و

( )0 0
D D p

TW = W ε ,D   اگر    آمده،  دستبه کنند.  نقض  را  آسیب  یا  پلاستیک  معیار  است  0=که ممکن  0D  آن Pگاه  باشد، 
Tσ    و

با  محاسباتی  گام  انتهای  در  که  است  این  الگوریتم  نهایی  هدف 
 DW  و 
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D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

D و هم‌چنین متغیرهای مزدوج متناظر  و 
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D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 

,        
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23 23

σ ε
σ ε
σ ε
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   
   
      

σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

معلوم،
به‌دست آیند، به‌طوری‌که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند. به‌منظور 
جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب دونقطه‌ای و تانسوری و استفاده از 
نحوه  از  مرتبه چهارم می‌توان  متقارن  تانسور‌های  به‌جای   ×6 6 ماتریس 

نمایش اصلاح‌شده برای تانسور‌های مرتبه دوم استفاده کرد:

)36(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =

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





D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 
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33 33
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23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε
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σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

و  دونقطه‌ای  ضرب  ساده‌سازی  در  روش  این  که  است  لازم‌به‌ذکر 
تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است.
همانند مدل یک‌بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد:

الاستیک:  مُد  الف( 
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D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 
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11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε
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      

σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

بنابراین  است،   
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D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε
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   
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σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

حالت، این  در 
 و:
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TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 
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σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 
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(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 
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(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
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σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

پلاستیک:   مُد  ب( 
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D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

با  و   D = D0 بنابراین  است،   
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1 Taylor series 

حالت،  این  در 
 خواهیم داشت:
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(39) p p p
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(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p
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± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

استفاده از قانون جریان در معادله )32( برای 

)38(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

)39(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
 

(35) ( )
  

 

=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3

Y σ ,S ,S

σ σ - c I  
σ - c  σ σ - c

∶ ∶ ∶
∶ ∶

 

(36) 

,        

11 11

22 22

33 33

12 12

13 13

23 23

σ ε
σ ε
σ ε

2σ 2ε

2σ 2ε

2σ 2ε

   
   
   
      = =   
   
   
   
      

σ ε 

(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
(40) p p

p p p
0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N

∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

با استفاده از معادلات )38( و )39(، شرایط سازگاری و بسط تیلور1 تابع 
تسلیم حول نقطه اولیه:

)40(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3
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(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0

Y σ ,D

Y W ,ε ,ε ,D
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=D D
T 0+ 0-

T T 1

T 2 T T 3
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∶ ∶ ∶
∶ ∶
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   
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σ ε 
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∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

�

 نهایی توسط یک الگوریتم تکراری به‌دست خواهد آمد.
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 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک

)الف( مدُ الاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D   و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 

)ب( مدُ پلاستیک:  ) 0 0p p
TY σ ,D  و( ) 0 0 0 0D D p

TY W ,ε ,ε ,D 
pεدر این حالت،  D=و   0 0Dاست، بنابراین  0 = D برای    (32) و با استفاده از قانون جریان در معادلهpdε خواهیم داشت: 

(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 

(40) p p
p p p

0 p p

N dε +Yε = ε + D N
N N
∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

در اینجا 
آسیب:  مُد  ج( 
در این حالت، 

 

15 
 

D
TW    محاسباتی توسط تعریف معیار معادل   خلأتوان معیارهای پلاستیک و آسیب را آزمود. این  . بنابراین نمیخواهند بود تعریف نشده

 شود:کلی که وابسته به تنش کل است، برطرف می

(35) ( )    =D D
T 0+ 0- T T 1 T 2 T T 3Y σ ,S ,S σ σ - c I  σ - c  σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶  

و   σ  ،pσچنین متغیرهای مزدوج متناظر  و هم  Dو    pεمعلوم،    εهدف نهایی الگوریتم این است که در انتهای گام محاسباتی با  
DW  ی ادونقطه جایگزین کردن ضرب ماتریسی با ضرب  منظوربه  که معیارهای پلاستیک و آسیب برآورده شوند.طوریبهآیند،  دستبه

از ماتریس   تانسوری و استفاده  6و  تانسور جابه   6 نمایش  های متقارن مرتبه چهارم میی  نحوه  از  تانسور   شدهاصلاح توان  های  برای 
 مرتبه دوم استفاده کرد:
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 ای و تانسوری، فقط در مورد تانسورهای متقارن قابل اجرا است. سازی ضرب دونقطهذکر است که این روش در ساده بهلازم
 بعدی، سه مُد تغییر شکل وجود دارد: همانند مدل یک
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(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p

0ε = ε + dε 
 تابع تسلیم حول نقطه اولیه:  1سازگاری و بسط تیلور شرایط ، (39)  و (38)معادلات با استفاده از 
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p p p
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∶ ∶
∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p

TY σ ,D   و( )0 0 0 0D D p
TY W ,ε ,ε ,D 

pεدر این حالت،  Dو   0  داریم:  (39)و  (38)بر برقرار بودن معادلات است و علاوه 0
(41) 

± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

 )39( و   )38( معادلات  بودن  برقرار  علاوه‌بر  و  است   
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pε=در این حالت،  D=و   0 0است، بنابراین  0

p pε = ε ،0D = D  :و 
(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
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(40) p p
p p p

0 p p
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N N
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∶ ∶  

 . خواهد آمد دستبه نهایی توسط یک الگوریتم تکراری  pεدر اینجا 
)ج( مدُ آسیب:   )0 0p p
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± ±0 ±D = D + dD 

 
1 Taylor series 

داریم:

)41(

(30) 

( )
 ) ( )

( )

0 if   

0, if   

if   



 

 

 
− = + =










D

D p

* D p
W

D p

W ε,ε ,D

D = Φ W ε,ε ,D

W ε,ε ,D

 

(31) ( )p p p p p p p
1 2 3Y σ ,D = σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶ 

(32) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

,

0,      0

 
= 

  =

p
p p p p p p p

p

p p p p

Yε = Λ N σ N σ σ
σ

Y σ ,D dY σ ,D
 

(33) ( ) =D D p

D D D D D
1 2 3

Y σ ,ε,ε ,D

σ σ - c I σ - c σ σ - c∶ ∶ ∶ ∶ ∶
 

(34) ( )
( )

0       ,         

0





p p
0 0

D D p
0 0 0 0
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(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
(38) ( )p p p pdε = Λ N σ 
(39) p p p
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(40) p p

p p p
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∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶
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با بسط تیلور تابع تسلیم پلاستیک و تابع آستانه آسیب حول نقطه اولیه:
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1  Taylor series
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(37) ( )= pσ ε - ε∶ 
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∶ ∶
∶ ∶  

(41) ± ±0 ±D = D + dD 
(42) ( ) p D p D
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D'Y به‌ترتیب مشتق‌های توابع تسلیم پلاستیک و آستانه  p'Y و  که 
آسیب برحسب پارامتر آسیب درون متغیرهای استحکام است، که:

)44(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -
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3 3+ -
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S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D
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∶ 
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p

p p

N dεΛ = D
N N
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∶ ∶ 
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مشتق ضرایب در معادله )44( نیز به‌ترتیب زیر به‌دست خواهند آمد:
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)فشار از علامت عبارت  و  کشش )pn ε,ε  که در حالت الاستیسیته همسانگرد   شده،استفاده( ) ε +ε +ε= 11 22 33n ε .است 

بنابراین
وضعیت  تعیین  برای  محاسباتی  گام  هر  در  آمد.  خواهند  به‌دست  هم‌زمان 
استفاده شده، که در حالت   
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 آستانه آسیب حول نقطه اولیه: با بسط تیلور تابع تسلیم پلاستیک و تابع 

(42) ( ) p D p D

± D p 2 D'

1 - D Λ N N + DY
dD = D

N ε - D Y
∶ ∶

∶ ∶ 

(43) ( )

+
p p 2 p'

p D p
D p 2 D'

p
p p 2 p'

p p D p
D p 2 D'

N ε + D YN dε +Y Y
N ε - D YΛ = D

N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

، های توابع تسلیم پلاستیک و آستانه آسیب برحسب پارامتر آسیب درون متغیرهای استحکام استترتیب مشتقبه  D'Yو    p'Yکه  
 :که

(44
) 

( ) 
               

+ + − +                    
3 31 + 1 - 2 + 2 - + -

+ -
+ ± - ± + ± - ± + ± - ±

c cc S c S c S c S S SY S ,S = -I σ σ σ
S D S D S D S D S D S D

-∶ ∶ ∶

 
 :خواهند آمد دستبه ترتیب زیر نیز به  (44) مشتق ضرایب در معادله

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

الگوریتم تکراری    D-، و  pΛ  ،+Dبنابراین   . در هر گام محاسباتی برای تعیین وضعیت  خواهند آمد  دستبهزمان  هم   صورتبه با یک 
)فشار از علامت عبارت  و  کشش )pn ε,ε  که در حالت الاستیسیته همسانگرد   شده،استفاده( ) ε +ε +ε= 11 22 33n ε .از علامت عبارت  است کشش و فشار 

 است.
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الگوریتم تکراری    D-، و  pΛ  ،+Dبنابراین   . در هر گام محاسباتی برای تعیین وضعیت  خواهند آمد  دستبهزمان  هم   صورتبه با یک 
)فشار از علامت عبارت  و  کشش )pn ε,ε  که در حالت الاستیسیته همسانگرد   شده،استفاده( ) ε +ε +ε= 11 22 33n ε .الاستیسیته همسانگرد است

را  کرنش  نمو  نسبت  به  تنش  نمو  مقدار    پیوسته1  ژاکوبین  تانسور 
مشخص می‌کند. در این بخش تانسور ژاکوبین پیوسته در سه مُد الاستیک، 

پلاستیک و آسیب در نظر گرفته شده است.
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کند. در این بخش تانسور ژاکوبین پیوسته در سه مدُ  مقدار نمو تنش به نسبت نمو کرنش را مشخص می    1تانسور ژاکوبین پیوسته
 .گرفته شده استالاستیک، پلاستیک و آسیب در نظر 

pε=حالت  الف( مدُ الاستیک: D=و   0 0 

pdε= در این حالت  است، بنابراین:  0
(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52)  = 

D=و  0pεحالت  ب( مدُ پلاستیک: 0 
dD±= در این حالت  است، بنابراین با بسط تیلور تابع تسلیم پلاستیک حول نقطه صفر: 0

(53) ( ) 0 0 0
 

= → = → =   

p p
p p p p p

0 p

Y ΛdY σ ,D dσ N dε - N
σ D

∶ ∶ ∶ ∶ 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
 : (55)و   (54)با ترکیب دو معادله 

(56)  
= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

 بنابراین:

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

pεحالت : ج( مدُ آسیب Dو  0 0 
 با بسط تیلور توابع تسلیم پلاستیک و آستانه آسیب حول نقطه صفر: 

(58) 

( )

( )

0 0

0 0








+
      

= → + + =
      

    
= → + +

  
=

 

p p p p p p p
p p p

± ± ±p p p p
± ±

D D D D D
D D p

± ± ±D p D
± ±

Y σ Y σ Y σ YdY σ ,D dε dε dD dD
σ ε σ ε σ D D

Y σ Y σ YdY σ ,D dε dD dD
σ ε σ D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶
 

 سازی و اعمال قانون جریان: با ساده

(59)  
( )

0

0 







=

=


p
p p p p p p'

± ±2

p
D p D p D'

± ±2

Λ 1N dε - N N + N ε dD +Y dD
D D

1 - D Λ 1N N - N ε dD +Y dD
D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶ ∶
 

 داریم: (59)با حل دستگاه معادلات 

 
1 Continuous jacobian 

الف( مُد الاستیک: حالت
 است، بنابراین:

 

17 
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(53) ( ) 0 0 0
 

= → = → =   

p p
p p p p p

0 p

Y ΛdY σ ,D dσ N dε - N
σ D
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(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
 : (55)و   (54)با ترکیب دو معادله 

(56)  
= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

 بنابراین:

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

pεحالت : ج( مدُ آسیب Dو  0 0 
 با بسط تیلور توابع تسلیم پلاستیک و آستانه آسیب حول نقطه صفر: 

(58) 

( )

( )

0 0

0 0








+
      

= → + + =
      

    
= → + +

  
=

 

p p p p p p p
p p p

± ± ±p p p p
± ±

D D D D D
D D p

± ± ±D p D
± ±

Y σ Y σ Y σ YdY σ ,D dε dε dD dD
σ ε σ ε σ D D

Y σ Y σ YdY σ ,D dε dD dD
σ ε σ D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶
 

 سازی و اعمال قانون جریان: با ساده

(59)  
( )

0

0 







=

=


p
p p p p p p'

± ±2

p
D p D p D'

± ±2

Λ 1N dε - N N + N ε dD +Y dD
D D

1 - D Λ 1N N - N ε dD +Y dD
D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶ ∶
 

 داریم: (59)با حل دستگاه معادلات 

 
1 Continuous jacobian 

در این حالت

)51(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p
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N N
∶ ∶ ∶∶ ∶
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p p
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N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

�

)52(

(44) 
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


    

+     
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N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
 : (55)و   (54)با ترکیب دو معادله 

(56)  
= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

 بنابراین:

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

pεحالت : ج( مدُ آسیب Dو  0 0 
 با بسط تیلور توابع تسلیم پلاستیک و آستانه آسیب حول نقطه صفر: 

(58) 

( )

( )

0 0

0 0








+
      

= → + + =
      

    
= → + +

  
=

 

p p p p p p p
p p p

± ± ±p p p p
± ±

D D D D D
D D p

± ± ±D p D
± ±

Y σ Y σ Y σ YdY σ ,D dε dε dD dD
σ ε σ ε σ D D

Y σ Y σ YdY σ ,D dε dD dD
σ ε σ D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶
 

 سازی و اعمال قانون جریان: با ساده

(59)  
( )

0

0 







=

=


p
p p p p p p'

± ±2

p
D p D p D'

± ±2

Λ 1N dε - N N + N ε dD +Y dD
D D

1 - D Λ 1N N - N ε dD +Y dD
D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶ ∶
 

 داریم: (59)با حل دستگاه معادلات 

 
1 Continuous jacobian 

ب( مُد پلاستیک: حالت 
تسلیم  تابع  تیلور  بسط  با  بنابراین  است،   
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کند. در این بخش تانسور ژاکوبین پیوسته در سه مدُ  مقدار نمو تنش به نسبت نمو کرنش را مشخص می    1تانسور ژاکوبین پیوسته
 .گرفته شده استالاستیک، پلاستیک و آسیب در نظر 

pε=حالت  الف( مدُ الاستیک: D=و   0 0 

pdε= در این حالت  است، بنابراین:  0
(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52)  = 

D=و  0pεحالت  ب( مدُ پلاستیک: 0 
dD±= در این حالت  است، بنابراین با بسط تیلور تابع تسلیم پلاستیک حول نقطه صفر: 0

(53) ( ) 0 0 0
 

= → = → =   

p p
p p p p p

0 p

Y ΛdY σ ,D dσ N dε - N
σ D

∶ ∶ ∶ ∶ 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
 : (55)و   (54)با ترکیب دو معادله 

(56)  
= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

 بنابراین:

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

pεحالت : ج( مدُ آسیب Dو  0 0 
 با بسط تیلور توابع تسلیم پلاستیک و آستانه آسیب حول نقطه صفر: 

(58) 

( )

( )

0 0

0 0








+
      

= → + + =
      

    
= → + +

  
=

 

p p p p p p p
p p p

± ± ±p p p p
± ±

D D D D D
D D p

± ± ±D p D
± ±

Y σ Y σ Y σ YdY σ ,D dε dε dD dD
σ ε σ ε σ D D

Y σ Y σ YdY σ ,D dε dD dD
σ ε σ D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶
 

 سازی و اعمال قانون جریان: با ساده

(59)  
( )

0

0 







=

=


p
p p p p p p'

± ±2

p
D p D p D'

± ±2

Λ 1N dε - N N + N ε dD +Y dD
D D

1 - D Λ 1N N - N ε dD +Y dD
D D

∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶ ∶ ∶ ∶
 

 داریم: (59)با حل دستگاه معادلات 

 
1 Continuous jacobian 

حالت  این  در 
پلاستیک حول نقطه صفر:

)53(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶

∶ ∶
 

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

�

)54(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

�

)55(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

�

1  Continuous jacobian

با ترکیب دو معادله )54( و )55(:

)56(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 

�

بنابراین:

)57(

(44) 

( )




    

+     
    

+ −     
   

+     

-1 + 1 -
+ -

+ ± - ±

2 + 2 -

+ ± - ±

3 3+ -

+ ± - ±

c S c SY S ,S = -I σ σ
S D S D

c S c Sσ
S D S D

c cS S
S D S D

∶ ∶

∶ 

(45) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - - + +

1
22

+
- + - +

S 8 - 3 2 S + 2 2S S + 4 - 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(46) 

( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
+ - - + +

1
22

-
- + - +

S -8 + 3 2 S - 2 2S S + -4 + 3 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(47) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
+

- + - +

-14 + 11 2 S - 2 -2 + 2 S S + -10 +7 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(48) 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2
- - + +2

22
-

- + - +

-1+ 2 S - 2 -7 + 5 2 S S - -1+ 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(49) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


=



2 2 2
- - - + +3

22
+

- + - +

S 11 -7 2 S + 2 -1+ 2 S S + 7 - 5 2 Sc
S S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(50) 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( )


= −



2 2 2
+ - - + +3

22
-

- + - +

S 5 -2 + 2 S + 2 14 - 11 2 S S + -2 + 2 Sc
S 2 S + S -2 + 2 S - -1+ 2 S

 

(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52) = 

(53) ( ) 0 0

0


= → = →


 

= 
 

p
p p p

0 p

p
p p

YdY σ ,D dσ
σ

ΛN dε - N
D

∶

∶ ∶ ∶
 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
∶ ∶ 

(55) ( ) ( )= → =p pσ ε - ε dσ dε - dε∶ ∶ 
(56)  

= − 
 

p p

p p

N Ndσ D dε
N N
∶ ∶ ∶∶ ∶

 

(57) = −
p p

p p

N ND
N N
∶ ∶

∶ ∶ 
�
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کند. در این بخش تانسور ژاکوبین پیوسته در سه مدُ  مقدار نمو تنش به نسبت نمو کرنش را مشخص می    1تانسور ژاکوبین پیوسته
 .گرفته شده استالاستیک، پلاستیک و آسیب در نظر 

pε=حالت  الف( مدُ الاستیک: D=و   0 0 

pdε= در این حالت  است، بنابراین:  0
(51) ( )= → =pσ ε - ε dσ dε∶ ∶ 
(52)  = 

D=و  0pεحالت  ب( مدُ پلاستیک: 0 
dD±= در این حالت  است، بنابراین با بسط تیلور تابع تسلیم پلاستیک حول نقطه صفر: 0

(53) ( ) 0 0 0
 

= → = → =   

p p
p p p p p

0 p

Y ΛdY σ ,D dσ N dε - N
σ D

∶ ∶ ∶ ∶ 

(54) p
p

p p

N dεΛ = D
N N

∶ ∶
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 سازی و اعمال قانون جریان: با ساده
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1 Continuous jacobian 
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با ساده‌سازی و اعمال قانون جریان:
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با حل دستگاه معادلات )59( داریم:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 6، سال 1401، صفحه 1423 تا 1442

1438

)60(

(58) 

( )

( )

0

0

0

0
















 
= →

 
  

+ +
  

 
+ =

 

 
= →

 
  

+ + =
  

p p
p p

± p

p p p
p

p p p

p p

± ±
± ±

D D
D D

± D p

D D D
p

± ±D
± ±

Y σdY σ ,D
σ ε

Y σ Ydε dε
σ ε σ

σ YdD dD
D D

Y σdY σ ,D
σ ε

Y σ Ydε dD dD
σ D D

∶ ∶

∶ ∶ ∶

∶ ∶

∶

 

 

(59) 

( )
0

0 

=









 =

p
p p p p

2

p p'
± ±

p
D p D

2

p D'
± ±

Λ 1N dε - N N + N
D D

ε dD +Y dD
1 - D Λ 1N N - N

D D
ε dD +Y dD

∶ ∶ ∶ ∶ ∶

∶

∶ ∶ ∶ ∶
 

 

(60) ( )
=

p
p

p p 2 p'
p p D p

D p 2 D'

N dεΛ D
N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

 

(61) ( )

 
 

= − 
  
 

p p

p p 2 p'
p p D p

D p 2 D'

N Ndσ D dε
N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶ ∶∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

 

(62) ( )


= −

p p

p p 2 p'
p p D p

D p 2 D'

N ND
N ε + D YN N - 1 - D N N
N ε - D Y

∶ ∶
∶ ∶∶ ∶ ∶ ∶ ∶ ∶

 

 

�

و با ترکیب معادله )55( و معادله )60(:
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بنابراین:
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DN عمود  DY تابع استانه آسیب و pY تابع تسلیم پلاستیک ،   که 
برون‌سو معیار آسیب است.

RI سه‌بعدی،  ± با پیاده‌سازی الگوریتم عددی به‌روش صریح1 مدل 
با  و  تکرار کرد  در حالت سه‌بعدی  را  می‌توان شبیه‌سازی عددی یک‌بعدی 
مقایسه نتایج هر دو شبیه‌سازی یک‌بعدی و سه‌بعدی، درستی فرمول‌بندی 
 RI ± مدل سه‌بعدی بررسی خواهد شد. کُد الگوریتم عددی مدل سه‌بعدی 
در قالب زیرروال ویومت2 مربوط به نرم‌افزار آباکوس پیاده‌سازی شده است. 
با  اباکوس  نرم‌افزار  نمونه استخوان به‌صورت یک مدل متقارن محوری در 
استفاده از مدل ماده تعریف شده در قالب ویومت پیاده‌سازی می‌شود. شرایط 
مرزی و بارگذاری روی مدل در شکل 10 نشان داده شده است. بارگذاری 
به‌صورت جابجایی کنترل است که به‌شکل یک سیکل کامل بین دو مقدار 
جابجایی مینیمم 0/14660- میلی‌متر و جابجایی ماکزیمم 0/16432 میلی‌متر 
است. این مقدار جابجایی‌ها برای نمونه حاضر به‌ترتیب معادل کرنش مینیمم 

0/00733- و کرنش ماکزیمم 0/00822 می‌باشند.
مقدار نسبت پواسون استخوان کورتیکال 0/3168 و مقدار چگالی 2/06 
بر سانتی‌متر‌مکعب در‌نظر گرفته می‌شود ]22[. همان‌طور‌که در شکل  گرم 
11 نمایان است از 60 المان برای گسسته‌سازی مدل متقارن محوری استفاده 

1  Explicit
2  VUMAT

برحسب  محوری  راستای  در  نرمال  تنش  کانتور3های  هم‌چنین  است.  شده 
نمونه  برای  میلی‌متر  برحسب  محوری  راستای  در  جابجایی  و  مگاپاسکال 
است.  رسم شده  بیش‌ترین کشش،  اعمال  از  بعد  شبیه‌سازی‌شده  استخوان 
به‌دلیل خطی بودن هندسه‌ی مدل در راستای بارگذاری، توزیع تنش نرمال 

در راستای محوری کاملًا یکنواخت است.
RI به‌همراه نتیجه شبیه‌سازی مدل  ± نتیجه شبیه‌سازی مدل سه‌بعدی 
با مقایسه دو نوع شبیه‌سازی،  RI در شکل 12 آمده است.  ± یک‌بعدی 
مشاهده می‌شود که فرمول‌بندی مدل سه‌بعدی صحیح است. اندک تفاوت 
بین دو منحنی می‌تواند مربوط به دو علت باشد، یک علت مربوط به اثر نسبت 
پواسون در سه‌بعدی سازی و تأثیرپذیری تنش نرمال در راستای محوری از 
کرنش‌های جانبی است و علت دیگر خطای محاسبات عددی در توابع تسلیم 
پلاستیک و آستانه آسیب است. این دو علت بیان‌شده، باعث می‌شود که مدل 
RI در مرحله آخر بارگذاری  ± RI برخلاف مدل یک‌بعدی  ± سه‌بعدی 
سیکلی از مبدأ مختصات عبور نکند و در کرنش برابر صفر، تنش برابر صفر 
RI با داده تجربی ارائه‌شده درشکل  ± نباشد. این قسمت از مدل سه‌بعدی 
مدل  به  نسبت   RI ± یک‌بعدی  مدل  نظر،  این  از  است.  تناقض  در   2

3  Contour

 
 شرایط مرزی و بارگذاری روی مدل متقارن محوری نمونه استخوان مورد آزمایش  :10شکل 

Fig. 10. Boundary conditions and loading on the axial symmetric model of the bone sample 
being tested 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. شرایط مرزی و بارگذاری روی مدل متقارن محوری نمونه 
استخوان مورد آزمایش

Fig. 10. Boundary conditions and loading on the axial 
symmetric model of the bone sample being tested
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، سازگاری بیشتری با داده‌های تجربی دارد. ضریب تعیین  RI ± سه‌بعدی 
برای مدل سه‌بعدی نسبت به مدل یک‌بعدی مقدار 0/984866 بدست آمده 
و علل اختلاف آن، اثر نسبت پوآسن، الاستیسیته همسانگرد در مدل سه‌بعدی 

و هم‌چنین متغیر آسیب اسکالری در‌نظر گرفته شده است.
بنابراین از نقاط قوت این پژوهش، در مقایسه با مدل‌های مشهور استفاده 
شده برای بافت استخوان همانند مدل جانسون-کوک ]23[، در‌نظر گرفتن 
رفتار  تفاوت  معکوس،  بارگذاری  تحت  استخوان  بافت  یانگ  مدول  بازیابی 
ساختاری بین حالت کشش و فشار و از مبدأ عبور کردن نمودار تنش- کرنش 
به‌عنوان رفتاری منحصر‌بفرد برای بافت استخوان است. برتری دیگر مدل 
سه‌بعدی ارائه شده در پژوهش حاضر نسبت به مدل ارائه شده توسط گارسیا 
]5[، نوع سه‌بعدی‌سازی مدل ساختاری است. در مدل گارسیا از معیار ون‌میزز 
برای سه‌بعدی‌سازی مدل رئولوژیکی یک‌بعدی استفاده شده، که تفاوت رفتار 
آسیب بافت استخوان بین حالت کشش و فشار را در‌نظر نمی‌گیرد، بنابراین از 
مدل یک بعدی با یک متغیر آسیب به منظور رسیدن به یک مدل سه‌بعدی 
رفتار  تفاوت  گرفتن  در‌نظر  برای  پژوهش حاضر  در  اما  است،  استفاده شده 
به‌منظور  پیستر  برسلر-  معیار  از  فشار  و  کشش  حالت  بین  استخوان  بافت 
سه‌بعدی سازی استفاده شده است. این معیار با توجه به امکان در نظر گرفتن 
ناهمسانگردی در حالت کشش و فشار، امکان استفاده از مدل یک بعدی با 
دو متغیر آسیب کششی و فشاری را فراهم می‌آورد که باعث حصول مدل 

به  پتانسیل رسیدن  بارگذاری‌های سیکلی  در  بنابراین  است،  سه‌بعدی شده 
پیش‌بینی‌های دقیق‌تری را دارا می‌باشد.

 نتیجه‌گیری -6
هدف از این تحقیق توسعه قانون ساختاری جدید برای بافت استخوان 
ابتدا  می‌باشد.  فیزیولوژیکی  کرنش  نرخ  و  سیکلی  بار‌گذاری  در  کورتیکال 
با  و  رئولوژیک  المان‌های  ترکیب  با  نرخ  از  مستقل  یک‌بعدی  مدل  یک 
بررسی شده است،  انرژی  استاندارد عمومی و اصول  مواد  از روش  استفاده 
این فرمول‌بندی‌ بر‌مبنای دو متغیر حالت درونی است: متغیر آسیب، چگالی 
میکروترک‌ها که عامل کاهش سختی بافت است را نشان می‌دهد و متغیر 
کرنش پلاستیک که نشان‌دهنده تغییر‌شکل میکروترک‌های مربوطه است. 
ضرایب مربوط به هر مدل توسط تطابق با داده‌های آزمایشگاهی محاسبه و 
سپس نتایج عددی هر مدل با داده‌های تجربی مقایسه شده است. در مدل‌های 
یک‌بعدی، ضریبی اصلاحی برای مدول در‌نظر گرفته شده است. این ضریب، 
پدیده بازیابی سختی ماده در انتقال از حالت کشش به فشار که حاصل بسته 
شدن میکروترک‌ها است را در منحنی تنش- کرنش ایجاد می‌کند. با استفاده 
از روش حداقل مربعات و داده‌های تجربی، کُدهای بهینه‌سازی ایجاد شده 
است که توسط آن‌ها ضرایب هر یک از مدل‌های یک‌بعدی به‌صورت بهینه 
با ترکیب معیار تسلیم برسلر- پیستر و مدل یک‌بعدی  به‌دست آمده است. 

  
(a ) (b) 

RIبعدی ( برای مدل سهb( و کانتور جابجایی در راستای محوری )aکانتور تنش نرمال در راستای محوری ) :11شکل   
Fig. 11. Normal stress contour in the axial direction (a) and displacement contour in the axial 

direction (b) for the 3D  model RI   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 RI ± شکل 11. کانتور تنش نرمال در راستای محوری )a( و کانتور جابجایی در راستای محوری )b( برای مدل سه‌بعدی 

Fig. 11. Normal stress contour in the axial direction (a) and displacement contour in the axial direction 
(b) for the RI ±   model 
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RI  یبعدمدل سه سازییهشب یجنتا یسهمقا :12شکل    بعدی یکبا مدلRI  

Fig. 12. Comparison of simulation results of three-dimensional model RI   with one-dimensional 
model RI   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 RI ± RI با مدل یک‌بعدی  ± شکل 12. مقایسه نتایج شبیه‌سازی مدل سه‌بعدی 

Fig. 12. Comparison of simulation results of three-dimensional model Fig. 12. Comparison of simulation re-
sults of three-dimensional model RI ±  with one-dimensional model RI ±  with one-dimensional model  

مستقل از نرخ همراه دو متغیر آسیب، مدل سه‌بعدی متناظر حاصل شد. این 
مدل سه‌بعدی در قالب روش اجزاء محدود صریح پیاده‌سازی شده و نتیجه آن 
با نتایج شبیه‌سازی مدل یک‌بعدی و داده‌های تجربی سازگاری قابل قبولی 

دارد. این مدل سه‌بعدی مناسب شبیه‌سازی هندسه‌های پیچیده خواهد بود.
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