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ABSTRACT: In this study, vibration and stability analysis of micro-pipes conveying fluid under magnetic, 
electric, and thermal fields using classical, modified coupled stress, and modified strain gradient theories 
are presented. The Euler-Bernoulli beam theory with clamped-pinned, clamped-clamped, and pinned-
pinned boundary conditions is used for modeling the pipe. The differential equations governing the 
vibration of conveying fluid micro-pipe are derived through extended Hamilton’s method. Additionally, 
the extended Galerkin’s method is used to convert the governing partial differential equations into 
ordinary differential equations. The effects of size, boundary conditions, magnetic field, electric field, 
and thermal field on eigenvalues and critical velocity are investigated. The results indicated that the strain 
gradient theory predicts the highest natural frequencies and critical fluid velocities among the other two 
theories. The effects of magnetic, electric, and thermal fields along with different boundary conditions 
on eigenvalues and critical fluid velocity have been studied. It has also been concluded that the impact 
of these fields on the stability regions is different for different boundary conditions. Furthermore, the 
results showed that the stability of the micro-pipes increases with the increase of the magnetic field 
coefficient, but decreases with the increase of the coefficient of electric and thermal fields.
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1- Introduction
Micro-pipes and nanotubes have been widely used in 

micro-electrical and micro-mechanical systems such as 
sensors, stimulants, fluid transducers, and drug injection due 
to their geometry and mechanical properties [1]. In 2015, 
Abbas Nejad et al. [2] investigated the vibration and stability 
of a micro-pipe conveying fluid with piezoelectric layers. In 
2016, Amiri et al. [3] studied the vibration and stability of 
the micro-pipe conveying fluid under magnetic, electric, and 
thermal field with the pinned-pinned and clamped–clamped 
boundary conditions.

Recently, there have been many studies on the vibration 
and stability of pipes conveying fluid on macro, micro, and 
nano scales [4, 5].

The novelties of the present study are the following:
• Micro-pipe vibration analysis and stability considering 

the modified strain gradient and coupling stress theories.
• Considering the effect of magnetic, electric, and thermal 

fields on vibration and micro-pipe stability conveying fluid 
for three boundary conditions; pinned-pinned, clamped-
pinned, and clamped-clamped.

• Comparing the results for three theories of strain 
gradient, couple stress, and classical theory.

2- Methodology
The schematic of the Magneto-Electro-Elastic (MEE) 

micro-pipe conveying incompressible fluid configuration 
under uniform temperature changes and external 
magnetoelectric potentials is shown in Fig. 1. 

The equation of motion of the micro-pipe can be expressed 
as follows:

                                                                                             (1)
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Fig. 1. Schematic of an MEE micro-pipe conveying fluid and its cross-sectional area. 
Fig. 1. Schematic of an MEE micro-pipe conveying 

fluid and its cross-sectional area.
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In addition, boundary conditions at x=0, L can be 
expressed as: 

                                                                                             (2)

where

and e m tN N N N= + + .

Theparameters , ( 0,1, 2), ,iW l i I A= andG are the 

transverse displacement of the micro-pipe, length scale 
parameters of the MEE micro-pipe, cross-sectional moment 
of inertia of the micro-pipe, the cross-sectional area of the 
micro-pipe, and the shear modulus respectively. In addition, 

effective elastic modules ( effE ) and the generated axial 
forces 

eN ,
mN  and tN  due to the electric, magnetic, and 

temperature fields, respectively: can be obtained as

                                                                                             (3)

where 11 31 33 31 33 33, , , , ,c e h f g µ and 1β indicate elastic, 
piezoelectric, dielectric, piezomagnetic, magnetoelectric, 
magnetic permeability, and thermal moduli constants for the 
MEE material, respectively.

3- Results and Discussion
Fig. 2 presents the results of this research and compares 
them with those presented in Ref. [6]. The imaginary and 
real parts of eigenvalues are illustrated in Figs. 2(a) and 
2(b), respectively, and compared to the results of Ni et al. [6] 
(2011). It is seen from Fig. 2 that the current model is actually 
in good agreement with previous models.

(a) 

(b) 

Fig. 2. Validation of the first four eigenvalues of clamped-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real part Fig. 2. Validation of the first four eigenvalues of 
clamped-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real 

part

 
(a) 

(b) 

Fig. 3. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-pinned 
boundary condition for Modified Strain Gradient theory and for (β = 0.64) 

Fig. 3. Effect of magnetic field parameter on (a) imagi-
nary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-
pinned boundary condition for Modified Strain Gradi-

ent theory and for (β = 0.64)
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In this section, a numerical analysis of the vibrational 
behavior of MEE micro-pipes is presented. The fluid density, 
mean radius, thickness, and slender ratio (Length to mean 
radius) of the micro-pipe are assumed to be

 
31000kg/m , 20ì m, 2ì mR hρ = = =1000kg/m3 , R = 20μm, h=2μm  and / 20L R = , 

respectively. Also, the other data for material properties of 
the considered MEE micro-pipe are taken from Ref. [3]. 

 In addition, the mass ratio (β) in this study is 0.64, and the 
values of 0 1,l l and 2l are 617.6 10 m−× . In this section, the 
influence of magnetic, electric, and thermal fields parameters 
on the imaginary and real parts of eigenvalues for the two 
first modes of a clamped-pinned micro-pipe conveying fluid 
is investigated. 

The effect of the magnetic field on the imaginary part of 
the eigenvalue for the clamped-pinned boundary condition 
using modified strain gradient theory is considered in 
Fig. 3(a). It can be seen that increasing the magnetic field 
parameter increases the velocity at which the divergence 
or flutter of the coupled mode occurs. So it improves the 
stability behavior of the system. These effects can also be 
seen in the real part of those eigenvalues in Fig. 3(b). This 
is because the tensile and compressive forces in the micro-
pipe are created by applying a positive and negative magnetic 
field, respectively. In other words, as the positive magnetic 
potential increases, the stiffness of the micro-pipe increases. 
Subsequently, critical velocity also increases. 

4- Conclusions
In this research, the vibration and stability of a micro-pipe 

conveying fluid under external fields are studied. The results 
show that the positive magnetic field leads to higher stability 
of the micro-pipe.  Whereas positive electric and thermal 
fields result in a decrease in the stable region of the micro-
pipe. This is because tensile and compressive forces in the 
micro-pipe are created by applying a positive and negative 
magnetic field, respectively. Because an increase in positive 
magnetic potential yields an increase in micro-pipe stiffness 

and consequently increases critical flow velocity. However, 
an increase in positive electric and thermal fields creates 
compressive forces, which leads to a decrease in system 
stiffness and as a result reduces the stability of the system. 
Furthermore, the analysis of results for classical, modified 
couple stress, and modified strain gradient theories reveals 
that the highest and lowest stability regions are predicted by 
strain gradient and classical theories, respectively.
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تحلیل ارتعاشات و پایداری میکرولوله‌ی حامل سیال تحت تأثیر میدان‌های حرارتی، الکتریکی و 
مغناطیسی

افشین حسینی1، محمد حسینی*1، رضا بهاءالدینی2

1- دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی سیرجان، سیرجان، ایران 
2- دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه شهید باهنر کرمان، کرمان، ایران. 

خلاصه: در این پژوهش، به تحلیل ارتعاشات و پایداری میکرولوله‌های حامل سیال تحت تأثیر میدان‌های مغناطیسی، الکتریکی و 
حرارتی با استفاده از تئوری‌های کلاسیک، تنش کوپل اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده پرداخته شده است. برای مدل‌سازی 
لوله از تئوری تیر اویلر-برنولی با شرایط مرزی مختلف اعم از یکسرگیردار-یکسرپین، دوسرگیردار و دوسرپین استفاده شده است. 
معادلات دیفرانسيل حاکم بر ارتعاشات میکرو لوله حامل سيال از روش توسعه یافته‌ی هميلتون استخراج شده و از روش توسعه یافته‌ی 
گالرکین جهت تبدیل معادلات با مشتقات جزئی به معادلات با مشتقات معمولی استفاده شده است. با تحلیل فرکانسی مسئله، به 
بررسی پارامترهای وابسته به اندازه، میدان‌های مغناطیسی، الکتریکی و حرارتی، شرایط مرزی مختلف بر روی مقادیر ویژه و سرعت 
بحرانی سیال پرداخته شده است. نتایج به دست آماده برای هر سه تئوری با یکدیگر مقایسه شده‌اند که نشان دادند، تئوری گرادیان 
کرنش اصلاح شده نسبت به تئوری تنش-کوپل اصلاح شده و تئوری کلاسیک، فرکانس‌های طبیعی و سرعت سیال بحرانی بیشتری 
پیش‌بینی می‌کند. تاثیرات میدان‌های مغناطیسی، الکتریکی و حرارتی به همراه شرایط مرزی مختلف بر روی مقادیر ویژه و سرعت 
سیال بحرانی مورد مطالعه قرار گرفته است. نتایج نشان دادند که پایداری مسئله با افزایش ضریب میدان مغناطیسی افزایش می‌یابد 

ولی با افزایش ضریب میدان‌های الکتریکی و حرارتی، کاهش می‌یابد.  
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مقدمه-1 
موضوع اندرکنش بین سیال و سازه به دلیل کاربرد وسیعی که در صنایع 
نفت و گاز، پتروشیمی و غیره دارد، همواره مورد توجه بسیاری از محققان قرار 
گرفته است. این‌گونه سیستم‌ها به وفور در طبیعت یافت می‌شوند و کاربرد 
وسیعی در زمینه‌های بیولوژیکی و مهندسی دارند. از جمله کاربرد لوله‌ی حامل 
سیال، در مبدل‌های حرارتی، سیستم‌های هیدرولیکی، نیروگاه‌ها، راکتورهای 
نانو،  و  میکرو  اندازه‌های  به  لوله  ابعاد  کاهش  با  می‌باشد.  غیره  و  هسته‌ای 
اثرات اندازه نقش مهمی در رفتار استاتیکی و دینامیکی میکرو یا نانولوله ایفا 
می‌کنند. از آنجایی که تئوری‌های مکانیک پیوسته‌ی کلاسیک، پاسخگوی 
اثرات اندازه در سازه‌های مقیاس نانو و میکرو نمی‌باشند، تئوری‌های مرتبه‌ی 
این  می‌شوند.  مطرح  اندازه  اثرات  گرفتن  درنظر  با  پیوسته،  محیط  بالای 
تئوری  تنش،  تئوری کوپل  غیرمحلی،  الاستیسته‌ی  تئوری  تئوری‌ها شامل 
لوله‌های حامل  میکرو   .]1[ تنش سطح می‌باشند  تئوری  و  گرادیان کرنش 
سیال اگرچه به عنوان ساده‌ترین سازه‌های اندرکنش سیال و جامد در نظر 

را  مفیدی  و  جالب  دینامیکی  رفتارهای  که  قادر هستند  اما  گرفته می‌شوند 
از آنجایی که  ارتعاشاتی بسیار سودمند باشند و  آنالیزهای  نشان دهند و در 
فهم کامل رفتار مکانیکی میکرو/نانو لوله‌های حامل سیال برای استفاده از 
کاربردهای بالقوه‌ی آنها ضروری است، مطالعات زیادی در رابطه با پیش بینی 

رفتار مکانیکی آنها انجام شده است ]2-4[.
مكيرولوله‌ها و نانولوله‌ها به دليل هندسه تو خالي و خواص مكانكيي فوق 
العاده، كاربردهاي گسترده‌اي در سيستم‌هاي مكيرو‌الکتریکی و میکرومکانیکی 
مانند سنسورها، محرک‌ها، انتقال دهنده‌های سیال و تزریق دارو پیدا کرده‌اند 
]5 و 6[. با پیشرفت فرآیندهای تولید، اندازه مشخص لوله‌ها می‌تواند کوچکتر 
دایروی،  میکرولوله‌های  داخلی  قطر  برای  تحقیقات،  از  حوزه  این  در  شود. 
مطالعه   .]7[ است  گرفته شده  نظر  در  میکرومتر  1تا 100  در حدود  بازه‌ای 
بر روي ارتعاشات و پايداري مكيرولوله‌ها جهت طراحي سيستم‌هاي كوچك 
محققان تلاش  گذشته،  تحقيقات  در  مي‌باشد.  موضوعات ضروري  از  كيي 
كردند كي مدل تئوري براي بررسي خواص ارتعاشي نانولوله‌هايي با جريان 
مکانیک  تئوری  برپایه‌ی  تحقیقات  این  اغلب   .]7[ کنند  پيش‌بيني  داخلي 
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موضعي  و  كينواختي  بر  كلاسكي  تئوري  مبناي  می‌باشند.  پیوسته  محیط 
بودن تنش است بنابراين در تشخيص رفتار مكانكيي مكيرو سازه‌ها، ناكارآمد 
برای یک ماده‌ی  اندازه  به  نتایج تجربی نشان می‌دهد که وابستگی  است. 
معین، یک ویژگی ذاتی است ]8 و 9[. متاسفانه در حوزه اثر اندازه لوله‌هاي 
سايز كوچك )میکرو و نانو(، كه در آنها سيال جاري است، نتايج بسيار محدود 
با  داخلي  لوله‌هاي حامل جريان  نانو  با  ارتباط  در  تحقيقاتي  ادامه  در  است. 
تئوري  تئوري تنش‌هاي غير موضعي صورت گرفته است ]10[.  از  استفاده 
گراديان كرنش که كي تئوري محیط پیوسته مرتبه بالاتر است، در مقايسه 
با ديگر تئوري‌هاي محیط پیوسته غيركلاسكي در پيش‌بيني تأثیر اندازه بر 
رفتار مكانكيي مكيروسازه‌ها، كارآمدتر مي‌باشد. تئوري كلي گراديان كرنش 
را اولين بار میندلین1 ]11[ مطرح نمود و توسط فلك2 و هاتچينسون3 ]12[ 
دوباره فرموله شد و به تئوري گراديان كرنش مشهور شده است. در تئوري 
گراديان كرنش تانسور گراديان كرنش، به دو تانسور گراديان كشش و تانسور 
گراديان چرخش تجزيه شده است. بنابراين، اين تئوري دربردارنده 5 ثابت 
اضافه و 2 پارامتر ماده كلاسكي براي مواد الاستكي ايزوتروپكي می‌باشد. در 
سال 2005 یون4 و همکاران ]13[ تأثیر جریان داخلی سیال روی ارتعاشات 
آزاد و ناپایداری نانولوله‌های کربنی با در نظر گرفتن اثر اندازه روی فرکانس 
تشدید و سرعت بحرانی جریان و همچنین اثر سفتی بستر الاستیک را در 
شرایط مرزی دو سر تکیه‌گاه ساده و گیردار تحقیق کردند. در این مطالعه 
آن‌ها نشان دادند که جریان سیال درون لوله روی فرکانس ارتعاشی نانولوله 
اثر می‌گذارد، که این اثرات برای نانولوله‌هایی با قطر بزرگ‌تر، طول بیشتر و 
سیال با سرعت داخلی بیشتر، قابل توجه می‌باشد. آن‌ها همچنین به بررسی 
نقش محیط الاستیک اطراف لوله بر روی فرکانس‌های نانولوله پرداختند و 
نشان دادند که این محیط الاستیک می‌تواند اثرات سیال درون لوله را کم 
کند. آن‌ها در مطالعه‌ی خود از تئوری تیر کلاسیک برای مدل کردن نانولوله 
استفاده کردند. آن‌ها ]14[ همچنین در سال  ارتعاشی آن  و تحلیل خواص 
2006 به بررسی اثرات جریان داخلی سیال روی ارتعاشات آزاد و ناپایداری 
فلاتر نانولوله‌ی کربنی یکسرگیردار حامل سیال پرداختند و نشان دادند که 
جریان داخلی سیال تأثیر قابل توجهی بر روی فرکانس‌های ارتعاشی دارد و 
نیز به تأثیر بستر الاستیک بر روی فرکانس طبیعی و سرعت جریان داخلی 
پرداختند. در سال 2013 ونگ5 و ونگ ]15[ اثر اندازه را بر روی تغییر شکل 
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استاتیکی میکرو- نانولوله بر اساس تئوری‌های تیر اویلر- برنولی و تیموشنکو 
 2010 سال  در   ]1[ ونگ  و  شيا  کردند.  بررسی  استاندارد  مرزی  شرایط  با 
معادلات و شرایط مرزی لوله‌های حامل سیال را با تئوری تنش کوپل اصلاح 
طول  و  قطر  اندازه،  به  وابسته  اثرات  تحلیل  به  نمود سپس  استخراج  شده 
میکرو لوله بر روی فرکانس طبیعی و ناپایداری استاتیکی سیستم پرداخت. 
یین6 و همکاران ]16[ در سال 2011 به بررسی ارتعاشات و پایداری میکرو 
لوله‌ی حامل سیال با استفاده از تئوری گرادیان کرنش و مقایسه‌ی این تئوری 
نشان  و  پرداختند  مدل کلاسیک  و  اصلاح شده  کوپل  تنش  تئوری‌های  با 
نتایج یکسانی پیش‌بینی  لوله هر سه مدل  افزایش قطر میکرو  با  دادند که 
سیال  حامل  پوسته  میکرو  پایداری  و  ارتعاشات   ]17[ ونگ  و  ژو7  می‌کنند. 
که بر روی بستر الاستیک قرار دارد را بر اساس تئوری تنش کوپل اصلاح 
شده مطالعه کردند و اثرات پارامتر مقیاس طولی ماده، سرعت سیال و بستر 
الاستیک را روی فرکانس طبیعی سیستم بررسی کردند. حسینی و بهاالدینی 
و   16[ مراجع  در  فیزیکی ذکرشده  پارامترهای  اثرات  در سال 2016،   ]18[
17[ را بر روی مرز فلاتر میکرولوله‌ی یکسرگیردار حاوی جریان سیال نشان 
دادند. بر اساس تئوری اصلاح شده تنش کوپل، انصاری و همکاران ]19[ 
ارتعاشات و ناپایداری میکروپوسته ساخته شده از مواد هدفمند حاوی جریان 
سرعت  چون  پارامترهای  بررسی  به  آن‌ها  قراردادند.  تحلیل  مورد  را  سیال 
سیال، پارامتر مقیاس طول، خواص ماده هدفمند و نیروی محوری فشاری بر 
روی قسمتهای موهومی و حقیقی مقادیر ویژه سیستم پرداختند. همچنین در 
سال 2015 عباس نژاد و همکاران ]20[ ارتعاشات و پایداری میکرو لوله‌ی 
حامل سیال با لایه‌های پیزوالکتریک را موردمطالعه قراردادند. در سال 2016 
امیری و همکاران ]4[ ارتعاشات و پایداری میکرو لوله حامل سیال را تحت 
نیروهای مغناطیسی، الکتریکی و حرارتی و برای شرط مرزی دوسرپین مورد 
مطالعه قراردادند. در زمینه‌ی بررسی ارتعاشات میکر/نانو لوله‌های حامل سیال 
تحت شرایط مختلف، در سال‌های اخیر تحقیقات بسیاری صورت گرفته است 
که نشان دهنده‌ی اهمیت این موضوع می‌باشد ]24-21[. کورال و اوزکایا 
]25[ در سال 2017 از رهیافت مقیاس‌های چندگانه، برای به دست آوردن 
فرکانس طبیعی در رفتار نوسانی میکرولوله‌ی حامل سیال با بستر الاستیک، 
استفاده کرد. دهرویه سمنانی و همکاران ]26[ در سال 2017 پايداری وابسته 
به اندازه و مستقل از اندازه‌ی لوله‌ی حامل سیال با هندسه‌ی کامل و ناقص، 
و  پور  فرج  اخیراً  دادند.  قرار  بررسی  مورد  را  مختلف  مرزی  شرايط  تحت 
همکاران ]27[ در سال 2018 رفتار مکانیکی نانولوله‌های حامل سیال را با 

6  Yin
7  Zhou



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 1803 تا 1832

1805

از تئوری گرادیان کرنش غیرمحلی بررسی کردند. در مطالعه آنها،  استفاده 
یک نانولوله‌ی حامل سیال دوسرگیردار به عنوان یک نانو سیستم ژیروسکوپی 
محتاط درنظر گرفته شده است و انرژی جنبشی و انرژی پتانسیل وابسته به 
اندازه با استفاده از روابط سازنده و جابه جایی کرنشی توسعه داده شده‌اند. 
همچنین فرج‌پور و همکاران ]28[ در سال 2019، مکانیک یک میکرولوله‌ی 
قرار  بررسی  مورد  را  الاستیک  محیط  یک  دورن  گرفته  قرار  سیال  حامل 
دادند. مدل اندرکنش جامد و سیال میکرولوله ی دوسرگیردار آنها، بر اساس 
بررسی  برای  پیوسته  مدل  یک  از  آن‌ها  شد.  داده  توسعه  لاگرانژ  معادلات 
در  فرکانسی  پاسخ  و  رشد  تحلیل  و  تجزیه  لوله،  میکرو  غیرخطی  مکانیک 
و  ارتعاشات  روی  زیادی  مطالعات  اخیراً،  استفاده کردند.  بحرانی  فوق  رژیم 
پایداری لوله‌های حاوی جریان سیال در مقیاس ماکرو، میکرو و نانو انجام 

شده است ]29-39[.
حامل  لوله‌های  میکرو  پایداری  و  ارتعاشات  تحلیل  به  پژوهش  این  در 
برای شرایط  و حرارتی  الکتریکی  مغناطیسی،  میدان‌های  تأثیر  سیال تحت 
مرزی یکسرپین-یکسرگیر، دوسرگیردار و دوسرپین، با استفاده از تئوری‌های 
گرادیان کرنش اصلاح شده و بر اساس مدل تیر اویلر-برنولی پرداخته شده 
همیلتون  یافته  توسعه  اصل  از  استفاده  با  حرکت  بر  حاکم  معادلات  است. 
تبدیل  جهت  گالرکین  یافته  توسعه  روش  از  سپس  و  می‌شوند  استخراج 
مقادیر  است.  استفاده شده  معادلات معمولی  به  با مشتقات جزئی  معادلات 
ویژه و سرعت بحرانی به‌دست آمده از روش گالرکین با سایر مراجع مقایسه 
شده است و تطابق بسیار خوبی بین نتایج مشاهده می‌شود. از جمله نوآوری 

مطالعه حاضر می‌توان به موارد زیر اشاره کرد:
• تحلیل ارتعاشات و پایداری میکرو لوله با در نظر گرفتن 	

تئوری‌های گرادیان کرنش و زوج تنش توسعه یافته
• در نظر گرفتن تأثیر میدان‌های مغناطیسی، الکتریکی و حرارتی 	

بر ارتعاشات و پایداری میکرو لوله 
• بررسی اثر میدان‌های مغناطیسی، حرارتی و الکتریکی بر 	

پایداری میکرولوله‌ی حامل سیال برای سه شرط مرزی دوسرگیردار، 
دوسرپین و یکسرپین-یکسرگیردار و مقایسه‌ی نتایج آنها

• مقایسه‌ی نتایج با سه تئوری گرادیان کرنش، زوج تنش و 	
تئوری کلاسیک

فرمولاسیون ریاضی-2 
تیر  میکرو  برای  کرنش  گرادیان  تئوری  بر  مختصری  مرور  ابتدا  در 

کرنش  انرژی  چگالي  کرنش،  گرادیان  تئوری  طبق  است.  شده  پرداخته 
تابعي از تانسور کرنش متقارن، بردار گرادیان انبساط، تانسور گرادیان کشش 
انحرافي و تانسور گرادیان چرخش متقارن است. انرژی کرنش U، در یک 
را   Ω منطقه‌ی  یافته که  تغییر شکل  ایزوتروپیک  الاستیک خطی  ماده‌ی 

اشغال کرده است به کمک معادله‌ی )1( به دست می‌آید.
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گرادیان  تانسور   ، iγ انبساط  گرادیان  بردار   ، ijε کرنش  تانسور  که 
ترتیب  به   ، ijχ متقارن  چرخش  تانسور گرادیان  و   ijkη انحرافي  کشش 

به شکل زیر تعریف می‌شوند ]16[:
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تانسور   jpqe کرونیکر،  دلتای   ijδ جابه‌جایی،  بردار   ، iη آن  در  که 
تانسور  مزدوج   ، ó ij تنش کلاسیک  تانسور  که  همانگونه  است.  جایگشت 
کوپل  دیگر  بیانی  به  یا  بالاتر  مرتبه‌ی  تنش‌های  می‌شود،  نامیده   ijε

iγ ، به ترتیب، مزدوج گرادیان‌های کرنش  ijm ijkτ و   ، ip تنش‌های 
ijχ نامگذاری می‌شوند. روابط زیر ارتباط بین مزدوج‌های معرفی  ijkη و  ،

شده در بالا را توصیف می‌کنند.
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و G، به‌ترتیب مدول حجمی و برشی می‌باشند. همچنين  K̂ جایی که
ميدان  شدت  و  الکتريکي  ميدان  شدت  بيانگر  ترتيب  به   zH و  zE

بیانگر  به‌ترتیب  نيز  T∆ و , ,f eβ1 31 31 ضرايب   .]4[ است  مغناطيسي 
ثابتهاي پیزوالکتریک، پیزومغناطیس، مدول حرارتی واختلاف دما می‌باشند. 
l2 پارامترهای مقیاس طولی ماده هستند و به ترتیب، مرتبط با  l1 و   ، l0

 '
ijε گرادیان انبساط، گرادیان کرشش انحرافی و گرادیان چرخش می‌باشند. 

در معادله‌ی )6(، کرنش انحرافی است که به صورت زیر تعریف شده است:
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 ،d ، قطر داخلی D ، قطر خارجی L در اینجا میکرو لوله‌ای با طول 
pA درنظر گرفته شده است. موادی برای لوله فرض شده‌اند  سطح مقطع 
pρ و جرم بر  که از تئوری گرادیان کرنش پیروی می‌کنند. چگالی لوله 

 V pm نشان داده شده است. سیال درون لوله با سرعت واحد طول آن با 
 fm fρ و  حرکت می‌کند. چگالی سیال و جرم بر واحد طول آن به ترتیب 
مگنتو-الکترو-الاستیک  لوله‌ی  میکرو  یک  پیکربندی  شماتیک  می‌باشند. 
حامل سیال غیرمتراکم تحت تغییرات دمایی یکنواخت و پتانسیل مغناطیسی 

خارجی، در شکل 1 نشان داده شده است.
زیر  به صورت  برنولی، مولفه‌های جابه‌جایی  اویلر  تیر  تئوری  با  مطابق 

بیان می‌شوند:
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 ، x w به ترتیب مولفه‌های جابه‌جایی در راستای  v و   ،u که در آن 
z هستند. مطابق با مدل تیر اویلر-برنولی، کرنش محوری به صورت  y و 

زیر بیان شده است:
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با ترکیب معادله‌ی )12( در معادله‌ی )3(، معادلات زیر حاصل می‌شود:
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صفر  غیر  درایه‌های   ،)4( و   )12( معادلات  ترکیب  از  ترتیب  همین  به 

  
Fig. 1. Schematic of a magneto-electro-elastic micro-pipe conveying fluid and its cross-sectional area. 

 و سطح مقطع آن يالحامل سالاستيک -الکترو-مگنتوی ميکرو لوله کي کتيشما: 1 شکل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شماتيک يک میکرو لوله‌ی مگنتو-الکترو-الاستیک حامل سیال و سطح مقطع آن

Fig. 1. Schematic of a magneto-electro-elastic micro-pipe conveying fluid and its cross-sectional area.
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گرادیان کرنش انحرافی عبارت‌اند از:
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نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 8، سال 1401، صفحه 1803 تا 1832

1808

معادلات )12(، )10( و )6(، معادله‌ی تنش به شکل زیر به دست می‌آید:
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E مدول یانگ مربوط به جنس لوله  ijσ و  =0 در بقیه‌ی حالت‌ها 
می‌باشد. با جایگذاری مولفه‌های گرادیان کرنش تیر اویلر-برنولی، یعنی با 
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مرتبه‌ی بالا به صورت زیر به دست می‌آیند: 

)19(

(13)  
3 2

3 2    ,    0    ,  x y z
W Wz z
x x

   
    

 
 

 

(14) 
       

2
1 1 1

113 131 311 2
4

15
W
x

   
   


 

        
3

1 1 1
122 221 212 3

1
5

Wz
x

   
  


  

(15) 
        

2
1 1 1

223 232 322 2
1

15
W
x

   
  


 

       
3

1 1 1
133 331 313 3

1
5

Wz
x

   
  


  

(16) 
     

3 2
1 1

111 3 2333
2 1,
5 5

W Wz
x x

 



 

 


 

 

(17) 
2

2
1
2xy yx

W
x

  
  


 

 

(18) 
2

2   xx xx
WE E z
x

  
 


 

 

(19)  
3 2

2 2
0 03 22   ,  2x z

W Wp l Gz p l G
x x

 
   

 
 

(21)      

     

2
1 1 1 2

113 131 311 1 2

3
1 1 1 2

122 221 212 1 3

8  ,
15

2  
5

Wl G
x

Wl Gz
x

  

  


   




 



 

�

)20(

(13)  
3 2

3 2    ,    0    ,  x y z
W Wz z
x x

   
    

 
 

 

(14) 
       

2
1 1 1

113 131 311 2
4

15
W
x

   
   


 

        
3

1 1 1
122 221 212 3

1
5

Wz
x

   
  


  

(15) 
        

2
1 1 1

223 232 322 2
1

15
W
x

   
  


 

       
3

1 1 1
133 331 313 3

1
5

Wz
x

   
  


  

(16) 
     

3 2
1 1

111 3 2333
2 1,
5 5

W Wz
x x

 



 

 


 

 

(17) 
2

2
1
2xy yx

W
x

  
  


 

 

(18) 
2

2   xx xx
WE E z
x

  
 


 

 

(19)  
3 2

2 2
0 03 22   ,  2x z

W Wp l Gz p l G
x x

 
   

 
 

(21)      

     

2
1 1 1 2

113 131 311 1 2

3
1 1 1 2

122 221 212 1 3

8  ,
15

2  
5

Wl G
x

Wl Gz
x

  

  


   




 



 

�

)21(

(21) 

 
     

     

2
1 1 1 2

223 232 322 1 2

3
1 1 1 2

133 133 331 1 3

2  ,
15
2  
5

Wl G
x
Wl Gz
x

  

  


  




  


 

(22)    
2 3

1 12 2
333 1 111 12 3

2 4,
5 5

W Wl G l Gz
x x

  
  

 
 

(23) 2
2
2 2xy yx

Wm m l G
x


  


 

 

(24) 
2 22 3

2 30
1  2

L W WU S K dx
x x

     
           

 

 

(25) 

2 2
0 1

4   2     
5

K G I l l    
  

  2 2 2
0 1 2

8     2      
15effS E I GA l l l      

 

 

(26) 

11 31 1 31 2effE c e M f M    

33 31 33 31
1 2

33 33 33

e g fM
h g








 

33 31 33 31
2 2

33 33 33

h f g eM
h g





. 

 

(27) 
2

02
Lp

p

m WT dx
t

     

 

(28) 
2

2

0
   

2
Lf

f
m W WT V V dx

t x
           

  

�

)22(

(21) 

 
     

     

2
1 1 1 2

223 232 322 1 2

3
1 1 1 2

133 133 331 1 3

2  ,
15
2  
5

Wl G
x
Wl Gz
x

  

  


  




  


 

(22)    
2 3

1 12 2
333 1 111 12 3

2 4,
5 5

W Wl G l Gz
x x

  
  

 
 

(23) 2
2
2 2xy yx

Wm m l G
x


  


 

 

(24) 
2 22 3

2 30
1  2

L W WU S K dx
x x

     
           

 

 

(25) 

2 2
0 1

4   2     
5

K G I l l    
  

  2 2 2
0 1 2

8     2      
15effS E I GA l l l      

 

 

(26) 

11 31 1 31 2effE c e M f M    

33 31 33 31
1 2

33 33 33

e g fM
h g








 

33 31 33 31
2 2

33 33 33

h f g eM
h g





. 

 

(27) 
2

02
Lp

p

m WT dx
t

     

 

(28) 
2

2

0
   

2
Lf

f
m W WT V V dx

t x
           

  

�

)23(

(21) 

 
     

     

2
1 1 1 2

223 232 322 1 2

3
1 1 1 2

133 133 331 1 3

2  ,
15
2  
5

Wl G
x
Wl Gz
x

  

  


  




  


 

(22)    
2 3

1 12 2
333 1 111 12 3

2 4,
5 5

W Wl G l Gz
x x

  
  

 
 

(23) 2
2
2 2xy yx

Wm m l G
x


  


 

 

(24) 
2 22 3

2 30
1  2

L W WU S K dx
x x

     
           

 

 

(25) 

2 2
0 1

4   2     
5

K G I l l    
  

  2 2 2
0 1 2

8     2      
15effS E I GA l l l      

 

 

(26) 

11 31 1 31 2effE c e M f M    

33 31 33 31
1 2

33 33 33

e g fM
h g








 

33 31 33 31
2 2

33 33 33

h f g eM
h g





. 

 

(27) 
2

02
Lp

p

m WT dx
t

     

 

(28) 
2

2

0
   

2
Lf

f
m W WT V V dx

t x
           

  

�

با جایگذاری معادلات )12( الی )19(، در معادله‌ی )1(، معادله‌ی انرژی 
کرنش به فرم زیر تبدیل می‌شود:
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effE برابر است  ، ممان اینرسی دوم سطح مقطع لوله و  I که در آن 
با :
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ضرايب  بیانگر  ترتیب  µ33به  و  g 33  ، h33 ،c11 معادلات  این  در 
الاستیک، دی الکتریک، الکترومغناطیس و نفوذپذیری مغناطیسی می‌باشند. 
است  شده  فرض  ناپذیر  تراکم  سیال  پژوهش  این  در  که  است  توجه  قابل 
بنابراین انرژی پتانسیل مربوط به سیال، صفر درنظر گرفته شده است. انرژی 

جنبشی لوله عبارت است از:
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انرژی  بر واحد طول آن می‌باشد. همچنین  لوله  pm جرم  که در آن 
جنبشی سیال به صورت زیر بیان می‌شود ]16[ :
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fm به ترتیب، سرعت نسبی سیال و جرم بر واحد طول  V و  جایی که 
لوله می‌باشد. کار مجازی ناشی از نفوذ پتانسیل الکترومغناطیس و تغییرات 

دمایی عبارت‌اند از ]4[:
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ایجاد شده  نیروی محوری  ترتیب  به   tN و   mN  ، eN جایی که 
ناشی از میدان الکتریکی، مغناطیسی و حرارتی هستند و به صورت زیر به 

دست می‌آیند:

)30(

 

(29)  
 2

20

1   
2

L

T t e m
WE N N N dx
x

 
     
 

 

(31) 

31 0 2πeN Re V    , 

31 0π2m RfN    , 

12π    tN R h T   

 

(31)  
0

 0
t

p f TT T E U dt     

 

(32)  
 

2

0 0

2

 2

20 0

2 22 3

2 3

]

   [  

 ]  

[  0

t L

p

f

t L

t e m

Wm
t

W Wm V V dx dt
t x

WN N N
x

W WS K dx dt
x x





    
           

 
    

                

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

�

ضخامت  و  مياني  شعاع  کننده‌ی  بیان  ترتیب  به   h و   R پارامترهاي
پتانسيل  بيانگر  به‌ترتيب  نيز   Ω0 و   V 0 همچنين  می‌باشند.  ميکرولوله 
برای  است.  ميکرولوله  خارجي  شعاع  در  مغناطيسي  پتانسيل  و  الکتريکي 
استخراج معادله‌ی حاکم این مسئله، از اصل همیلتون استفاده می‌گردد که به 

صورت زیر بیان می‌شود: 
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معادله‌ی   ،  )31( معادله‌ی  در   )30( تا   )24( از جایگزینی معادلات  پس 
)32( حاصل می‌شود:
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در این مرحله، اعمال اثر عملگر δ باعث می‌شود معادله‌ی )32( به فرم 
زیر تبدیل شود:
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معادله‌ی  به  توجه  با  e مي‌باشد.  m tN N N N= + + آن  که در 
)33(، معادله‌ی حرکت و شرایط مرزی برای یک میکرولوله ‌به صورت زیر 

قابل بیان است: 
معادله‌ی حاکم مسئله:
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شرایط مرزی پین:
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یعنی  مشخصاً  شود،  حذف  غیرکلاسیک  پارامترهای  چنانچه 
لوله‌ی  مدل  و  می‌شود  گرفته  نادیده  اندازه  اثرات   ، l l l= = =0 1 2 0
گرادیان کرنش ارائه شده، به مدل لوله‌ی کلاسیک کاهش می‌یابد. قبل از به 
پایان رساندن این مبحث، فرم بی‌بعد معادله‌ی حاکم، با معرفی پارامترهای 

بی بعد مسئله، ارائه می‌شود.
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معادله‌ی  بی‌بعد  فرم   ،)34( معادله‌ی  در  فوق  پارامترهای  جایگذاری  با 
حاکم به صورت زیر به دست می‌آید:
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حل معادله‌ی حاکم بر حرکت-3 
نظر،  بر حرکت مسئله مورد  معادله‌ی حاکم  همانگونه که مشاهده شد 
معادله دیفرانسيلي جزئي مي‌باشد. برای تبدیل معادله‌ی دیفرانسيل جزئي به 
معادلات دیفرانسيل معمولي از روش‌های حل متعددی استفاده مي‌شود. در 
این مطالعه، از روش گالرکین استفاده گردیده است. روش مذکور دامنه‌ی پر 
کاربردی داشته و دقت و صحت آن در مسائل گوناگوني مورد آزمایش قرار 
گرفته است. در کاربردهای علمي برای حل مسائل مهندسي با توجه به اینکه 
معمولًا امکان یافتن حل تحليلي دقيق بسيار مشکل یا غير ممکن است از 
روش‌های تقریبي استفاده می‌گردد. یکي از روش‌های نيمه تحليلي کارا و 
دارای دقت قابل قبول، روش گالرکین است، که اولين بار توسط ریاضي دان 
روس، گالرکین ابداع شده است. در این حالت برای امکان بهره‌گيری از روش 
گالرکین باید سری محدودی شامل مجموعه‌ای از توابع پایه بيان نمود، لذا 

تابع پاسخ مورد نظر به‌صورت زیر نوشته می‌شود.
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ویژگی  بر  توابع علاوه  این  تقریب هستند.  توابع   ( )rϕ ξ آن  در  که 
با جایگذاری  نیز برآورده سازند.  باید شرایط مرزی هندسی را  متعامد بودن 
معادله  نامحدودی  تعداد  مرزی،  و شرایط  حاکم  معادله‌ی  در   )40( رابطه‌ی 

دیفرانسیل معمولی مرتبه‌ی 2 به صورت زیر حاصل می‌شود:
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حرکت  معادله‌ی   ،)35( معادلات  در  بالا  معادلات  مجموعه  جایگذاری 
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به فرمی تبدیل می‌شود که درنهایت به فرم استاندارد زیر قابل بیان است.
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اول  مرتبه  حالت  فضای  به‌فرم   ،)42( معادله‌ی  پایداری  تحليل  برای 
تعریف می‌گردد.

)47(

(41)    1 2 1 2 , , , , ,r rf q q q qq     
 

(42)             0M q C q K q     
 

(43) 

       
     

1 4 6

0
2

r

]   

( )+ [  
r r

f r s n

S

m V N dx q

   

      

 

     

       

1

0
1

0

 2     

 0

nf r s n

p nf r s n

m V dx q

m m dx q

    

    

   

   




 

 

(44)        
1

0
 p nf r sM m m d       

(45)      
1

0
2     nf r sC m V d       

(46)          

     

1 4 6

0

2

]   

 [  

r r

f r s

K S

m V N d

   

    

  



  

 

 (47)      Z A Z  
 

 (48)    
( )

Z
q
q 




 
  
 

 

 

(49)  
   

       1 1 

0 I
A

M K M C 

 
  

   
 

 

(51)     0 1 0A I X  
 

(51)     0det 0A I  
 

�

که بردار

)48(

(41)    1 2 1 2 , , , , ,r rf q q q qq     
 

(42)             0M q C q K q     
 

(43) 

       
     

1 4 6

0
2

r

]   

( )+ [  
r r

f r s n

S

m V N dx q

   

      

 

     

       

1

0
1

0

 2     

 0

nf r s n

p nf r s n

m V dx q

m m dx q

    

    

   

   




 

 

(44)        
1

0
 p nf r sM m m d       

(45)      
1

0
2     nf r sC m V d       

(46)          

     

1 4 6

0

2

]   

 [  

r r

f r s

K S

m V N d

   

    

  



  

 

 (47)      Z A Z  
 

 (48)    
( )

Z
q
q 




 
  
 

 

 

(49)  
   

       1 1 

0 I
A

M K M C 

 
  

   
 

 

(51)     0 1 0A I X  
 

(51)     0det 0A I  
 

�

و ماتریس حالت ]A[ به فرم زیر است:

)49(

(41)    1 2 1 2 , , , , ,r rf q q q qq     
 

(42)             0M q C q K q     
 

(43) 

       
     

1 4 6

0
2

r

]   

( )+ [  
r r

f r s n

S

m V N dx q

   

      

 

     

       

1

0
1

0

 2     

 0

nf r s n

p nf r s n

m V dx q

m m dx q

    

    

   

   




 

 

(44)        
1

0
 p nf r sM m m d       

(45)      
1

0
2     nf r sC m V d       

(46)          

     

1 4 6

0

2

]   

 [  

r r

f r s

K S

m V N d

   

    

  



  

 

 (47)      Z A Z  
 

 (48)    
( )

Z
q
q 




 
  
 

 

 

(49)  
   

       1 1 

0 I
A

M K M C 

 
  

   
 

 

(51)     0 1 0A I X  
 

(51)     0det 0A I  
 

�

) باشد،  )( )Z t X e τω= 0
1 با فرض اینکه جواب معادله‌ی )47( به‌فرم 

مسئله‌ی مقدار ویژه به‌صورت زیر به دست می‌آید: 

)50(

(41)    1 2 1 2 , , , , ,r rf q q q qq     
 

(42)             0M q C q K q     
 

(43) 

       
     

1 4 6

0
2

r

]   

( )+ [  
r r

f r s n

S

m V N dx q

   

      

 

     

       

1

0
1

0

 2     

 0

nf r s n

p nf r s n

m V dx q

m m dx q

    

    

   

   




 

 

(44)        
1

0
 p nf r sM m m d       

(45)      
1

0
2     nf r sC m V d       

(46)          

     

1 4 6

0

2

]   

 [  

r r

f r s

K S

m V N d

   

    

  



  

 

 (47)      Z A Z  
 

 (48)    
( )

Z
q
q 




 
  
 

 

 

(49)  
   

       1 1 

0 I
A

M K M C 

 
  

   
 

 

(51)     0 1 0A I X  
 

(51)     0det 0A I  
 

�

] بردار یکانی  ]I X بردار متناظر با آن و  1 ω0 مقدار ویژه،  که در آن 
مختلط  کمیت  یک   ،[ ]A ماتریس  ویژه‌ی  مقادیر  کلی  حالت  در  است. 
ω به ترتیب قسمت حقیقی و  و  cλ c است.   iω λ ω= +0 به‌صورت 
ω0 )مقدار ويژه( می‌باشد که قسمت حقیقی، بیانگر میرایی سیستم  موهومی 
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بنابراین سيستم پایدار است، اگر و تنها اگر تمام مقادیر ویژه‌ی ماتریس 
A دارای بخش حقیقی منفی باشد، و ناپایدار است اگر حداقل یک مقدار 

ویژه‌ی بخش حقيقي مثبت داشته باشد.

نتايج و بحث-4 
پایداری  ویژگی‌های  و  ارتعاشی  رفتار  عددی  نتایج  بخش،  این  در 
میکرولوله‌ی مگنتو-الکترو-الاستيک، ارائه شده است. چگالی سیال در این 
kg/m3 1000 درنظر گرفته شده است. همچنین مشخصات مواد  پژوهش، 

و هندسه‌ی مسئله، در جداول 1 و 2 ارائه شده است.
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جدول 1. مشخصات هندسی میکرولوله

Table 1. Geometrical properties of the micro-pipe

: مشخصات هندسی میکرولوله1 جدول

 

 مقدار نماد پارامتر

 Rμm20 شعاع میانی

 h  μm2 ضخامت

L/ نسبت طول به شعاع R 02 
  

]4[  CoFe2O4-BiTiO3 جدول 2. مشخصات جنس ماده‌ی کامپوزیت

Table 2. Material properties of BiTiO3–CoFe2O4 composite material [4]
 4O2CoFe-3BiTiO  [4]ی کامپوزیت : مشخصات جنس ماده2 جدول

Table 2. Material properties of BiTiO3–CoFe2O4 composite material [4] 
 

 مقدار پارامتر

11c (GPa)  الاستیک 226 13c 124 33c 216

C/m) پیزو الکتریک )2 31e  -2/2 33e 9/ 3 15e  5 / 8 

)C( دی الکتریک /Vm-910 11h  5 / 64 33h  6 / 35 

31f (N/Am) پیزو مغناطیس 290/1 33f  349/9 

)N( مغناطیسالکترو  s/VC-1210 11g  5 / 367 33g 2737 / 5 

)مغناطیس  Ns )/C- 26 210 
11  -297 , 33  83 / 5  

)/( مدول حرارتی KN m5 210 
1= 4/ 74 , 3= 4/ 53  

) پیرو الکتریک C )/N-610 3p 25 

) پیرو مغناطیس N )/AmK-610 
3  5 /19  

) چگالی kg/ )m3 310 
  5 / 55  
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با  حاضر  پژوهش  اعتباری‌سنجی  از  حاصل  نتایج   ،6 تا   3 شکل  در 
پژوهش‌های پیشین آورده شده است. در شکل 3 نتایج به دست آمده برای 
شرط مرزی دوسرگیردار در پژوهش حاضر با نتایج پژوهش نی و همکاران1 
]3[ مقایسه شده است که قسمت الف و ب به ترتیب بیانگر بخش موهومی 
و حقیقی مقادیر ویژه بر حسب سرعت‌های مختلف می‌باشند. در شکل‌های 
4 و 5 نیز همین نتایج به ترتیب برای شرایط مرزی یکسرگیردار-یکسرپین و 
دوسرپین با نتایج پژوهش نی و همکاران ]3[ مقایسه شده است. در شکل6 
گرادیان  تئوری  برای سه  برای شرط مرزی دوسرپین  آمده  به دست  نتایج 
نتایج پژوهش  با  کرنش اصلاح شده، کوپل تنش اصلاح شده و کلاسیک 
یین و همکاران2 ]16[ اعتبار سنجی شده است. قابل مشاهده است که تطابق 
خوبی بین نتایج این پژوهش با روش توسعه یافته گالرکین با در نظر گرفتن 
تعداد 8 مود و نتایج پژوهش‌های پیشین که با روش‌های عددی از قبیل روش 

تبدیل دیفرانسیل3و روش مشتق تعمیم‌یافته4 انجام شده است، وجود دارد.
میدان‌های  پارامتر  اثر  بررسی  به  ترتیب  به   9 و   8  ،7 شکل‌های  در 
الکتریکی بر قسمت موهومی و حقیقی مقادیر ویژه،  مغناطیسی، حرارتی و 
که به ترتیب بیانگر فرکانس طبیعی و میرایی مسئله می‌باشند، برای دو مود 
اول در شرط مرزی دوسرگیردار پرداخته شده است. در شکل 7-الف که به 
بررسی اثر میدان مغناطیسی بر قسمت موهومی مقادیر ویژه برای شرط مرزی 
دوسرگیردار با تئوری گرادیان کرنش اصلاح‌شده پرداخته شده، قابل مشاهده 
است که افزایش پارامتر میدان مغناطیسی باعث افزایش سرعت‌هایی شده که 
در آن‌ها دایورژنس یا کوپل مود فلاتر رخ می‌دهند و در نتیجه باعث افزایش 
پایداری سیستم می‌شود. این تغییرات در شکل7-ب که بیانگر قسمت حقیقی 
همان مقادیر ویژه می‌باشد نیز، قابل مشاهده است. این امر بدین خاطر است 
که نیروهای کششی و فشاری در میکرو لوله به ترتیب با وارد کردن میدان 
مغناطیسی مثبت و منفی ایجاد می‌شوند. به عبارت دیگر با افزایش پتانسیل 
مغناطیسی مثبت اعمال شده، سفتی میکرو-لوله  افزایش می‌یابد و بنابراین، 
سرعت بحرانی افزایش می‌یابد. این امر برای دو میدان الکتریکی و حرارتی 
به صورت معکوس رخ می‌دهد. بدین شکل که افزایش مثبت این دو میدان، 
باعث کاهش سفتی سیستم و نتیجتاً کاهش پایداری می‌شود. درشکل 8-الف 
اثرات پارامتر میدان حرارتی بر قسمت موهومی مقادیر ویژه برای شرط مرزی 
گرفته  قرار  بررسی  مورد  اصلاح‌شده  کرنش  گرادیان  تئوری  با  دوسرگیردار 

1  Ni et al.
2 Yin et al.
3  Differential Transformation Method (DTM)
4  Differential Quadrature Method (DQM)

میدان  پارامتر  افزایش  مغناطیسی،  میدان  برخلاف  مورد  این  در  است.  شده 
اما باعث کاهش سرعت بحرانی، سرعتی  اندکی،  حرارتی، اگرچه به میزان 
که در آن فلاتر یا دایورژنس اتفاق می‌افتد، شده است. این تغییرات اندک 
 8 شکل  ب  قسمت  در  که  دارد  وجود  نیز  ویژه  مقادیر  حقیقی  قسمت  در 
قابل مشاهده است. در نهایت در شکل 9-الف اثر پارامتر میدان الکتریکی 
تئوری  و  دوسرگیردار  مرزی  شرط  برای  ویژه  مقادیر  موهومی  قسمت  بر 
گرادیان کرنش اصلاح‌شده، مورد بررسی قرار گرفته شده است. نتایج در این 
قسمت نیز مانند تأثیر میدان حرارتی نشان می‌دهد که افزایش پارامتر میدان 
الکتریکی باعث کاهش سرعت بحرانی می‌شود. شکل 9-ب نیز بیانگر همین 
نتیجه برای قسمت حقیقی مقادیر ویژه برای همین شرایط می‌باشد. در شکل 
10 به مقایسه‌ی نتایج سه تئوری کلاسیک، کوپل تنش و گرادیان کرنش 
برای دو مود اول و شرط مرزی دوسرگیردار، برای حالتی که هر سه میدان 
خارجی اعمال شده‌اند، پرداخته شده است. چنانچه پیش‌بینی می‌شود، تئوری 
گرادیان کرنش اصلاح شده ناحیه‌ی پایداری بیشتری را نسبت به دو تئوری 

دیگر، پیش‌بینی می‌کند.
دو  برای  دوسرگیردار،  مرزی  شرط  برای  شده  بررسی  موارد  ادامه،  در 
شرط مرزی دیگر نیز بررسی شده است. بدین صورت که در شکل‌های 11 تا 
13 نتایج برای شرط مرزی یکسرگیردار-یکسرپین و تئوری گرادیان کرنش 
به ترتیب برای میدان مغناطیسی، حرارتی و الکتریکی به دست آمده است 
بر قسمت  ترتیب  به  این میدان‌ها  اثر  این شکل‌ها،  الف و ب  که در قست 
موهومی و حقیقی مقادیر ویژه مورد بررسی قرار گرفته است که تأثیر این سه 
میدان بر سرعت بحرانی، سرعتی که در آن پدیده‌ی فلاتر یا دایورژنس رخ 
می‌دهد، مانند شرط مرزی قبل بوده است. به عبارتی افزایش پارامتر میدان 
مغناطیسی باعث افزایش سرعت بحرانی و افزایش پارامتر دو میدان حرارتی و 
الکتریکی باعث کاهش این سرعت می‌شود. همچنین شکل 14 به مقایسه‌ی 
از سه تئوری گرادیان کرنش اصلاح‌شده، کوپل تنش  نتایج به دست آمده 
برای  و  یکسرگیردار-یکسرپین  مرزی  برای شرط  و کلاسیک  اصلاح شده 
حالتی که هر سه میدان خارجی اعمال شده‌اند، پرداخته شده است که مانند 
شرط مرزی قبل، بیشترین میزان پایداری و سرعت فلاتر و دایورژنس را به 
ترتیب تئوری گرادیان کرنش اصلاح‌شده،کوپل تنش اصلاح‌شده و کلاسیک 
اثرات میدان‌های  بررسی  نتایج  تا 18  پیش‌بینی کرده‌اند. در شکل‌های 15 
مغناطیسی، حرارتی و الکتریکی برای شرط مرزی دوسرپین، ارائه شده است. 
ابتدا در شکل‌های 15 تا 17 به ترتیب، به بررسی اثر میدان‌های مغناطیسی، 
حرارتی و الکتریکی بر پایداری مسئله و سرعت بحرانی برای شرط مرزی 
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Fig. 3. Validation of the first four eigenvalues of clamped-clamped pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real part 
 حقيقی قسمت( ب) و موهومی قسمت( الف) ،(β=5/0) دوسرگيردار یلوله اول ويژه مقدار چهار سنجی : اعتبار3 شکل

 

 

 

 

شکل 3. اعتبار سنجی چهار مقدار ویژه اول لوله‌ی دوسرگیردار )β=0/5(، )الف( قسمت موهومی و )ب( قسمت حقیقی

Fig. 3. Validation of the first four eigenvalues of clamped-clamped pipe (β=0.5), a) imaginary part b) 
real part
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Fig. 4. Validation of the first four eigenvalues of clamped-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real part 
 حقيقی قسمت( ب) و موهومی قسمت( الف) ،(β=5/0) يکسرپين-يکسرگيردار یلوله اول ويژه مقدار چهار سنجی اعتبار: 4 شکل

 

 

 

شکل 4. اعتبار سنجی چهار مقدار ویژه اول لوله‌ی یکسرگیردار-یکسرپین )β=0/5(، )الف( قسمت موهومی و )ب( قسمت حقیقی

Fig. 4. Validation of the first four eigenvalues of clamped-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) 
real part
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Fig. 5. Validation of the first four eigenvalues of pinned-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real part 
 حقيقی قسمت( ب) و موهومی قسمت( الف) ،(ββ=5/0) دوسرپين یلوله اول ويژه مقدار چهار سنجی : اعتبار5 شکل

 

 

 

 

شکل 5. اعتبار سنجی چهار مقدار ویژه اول لوله‌ی دوسرپین )β=0/5(، )الف( قسمت موهومی و )ب( قسمت حقیقی

Fig. 5. Validation of the first four eigenvalues of pinned-pinned pipe (β=0.5), a) imaginary part b) real 
part
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Fig. 6. Validation of the classical theory and gradient nonlocal continuous theories of pinned-pinned pipe (β=0.5) 

 (β=5/0) دوسرپين یی غير محلی گراديانی برای لولههای کلاسيک و پيوستهتئوری سنجی : اعتبار6 شکل
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)β=0/5( شکل 6. اعتبار سنجی تئوری‌های کلاسیک و پیوسته‌ی غیر محلی گرادیانی برای لوله‌ی دوسرپین

Fig. 6. Validation of the classical theory and gradient nonlocal continuous theories of pinned-pinned 
pipe (β=0.5)
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Fig. 7. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-clamped 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان مغناطيسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرگيردار برای تئوری 7 شکل
 (β=64/0)گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 7. اثر پارامتر میدان مغناطیسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرگیردار برای تئوری 
)β=0/64( گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 7. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-clamped boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 8. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-clamped 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرگيردار برای تئوری گراديان 8 شکل
 (β=64/0)کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 8. اثر پارامتر میدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرگیردار برای تئوری 
)β=0/64( گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 8. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-clamped boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 9. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-clamped 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان الکتريکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرگيردار برای تئوری 9 شکل
 (β=64/0)ای گراديان کرنش اصلاح شده و بر

 

 

 

شکل 9. اثر پارامتر میدان الکتریکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرگیردار برای تئوری 
)β=0/64( گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 9. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-clamped boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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شرط  دو  مانند  که  است  شده  پرداخته  کرنش  گرادیان  تئوری  و  دوسرپین 
دارد.  مغناطیسی  میدان  را  بحرانی  سرعت  روی  تأثیر  بیشترین  قبل  مرزی 
افزایش  قبل،  مرزی  شرط  دو  مانند  است،  مشاهده  قابل  چنانچه  همچنین 
مقدار پارامتر در میدان مغناطیسی بر خلاف دو میدان حرارتی و الکتریکی 
شرط  این  در  اما  می‌شود.  مسئله  پایداری  و  بحرانی  سرعت  افزایش  باعث 
مرزی برخلاف شرایط مرزی قبل، میزان تاثیر‌گذاری پارامتر میدان حرارتی 
است  توجهی  قابل  مقدار  بحرانی،  سرعت  بر  الکتریکی  میدان  همچنین  و 
گرادیان  تئوری  سه  نتایج   18 شکل  در  همچنین  است.  مشهود  کاملًا  و 
است،  شده  مقایسه  و کلاسیک  اصلاح‌شده  تنش  اصلاح‌شده،کوپل  کرنش 
و  می‌کند.  پیش‌بینی  کرنش  گرادیان  تئوری  را  پایداری  ناحیه  بیشترین  که 
نظر  با در  نتایج هر سه شرط مرزی  مقایسه‌ی  به  نهایت در شکل 19،  در 
کرنش  گرادیان  تئوری  از  استفاده  با  و  خارجی  میدان‌های  همه‌ی  گرفتن 
اصلاح شده پرداخته شده است. نتایج بیانگر این موضوع هستند که بیشترین 
شرط  در  ترتیب  به  دایورژنس  و  فلاتر  سرعت  بیشترین  پایداری،  ناحیه‌ی 
مرزی دوسرگیردار، یکسرگیردار-یکسرپین و دوسرپین پیش‌بینی شده است.

نتیجه‌گیری-5 
در این پژوهش به بررسی ارتعاشات و پایداری میکرولوله‌ی حامل 
جریان سیال، تحت تأثیر میدان‌های خارجی و با شرایط مرزی مختلف 

پرداخته شد. نتایج به دست آمده بیانگر این هستند که برای هر سه شرط 
مرزی، در نظر گرفتن میدان مغناطیسی مثبت منجر به افزایش پایداری لوله 

می‌شود در حالی که، در نظر گرفتن میدان‌های الکتریکی و حرارتی مثبت، 
کاهش ناحیه پایدار لوله را پیش‌بینی کردند. این امر بدین خاطر است که 
نیروهای کششی و فشاری در میکرو لوله به ترتیب با وارد کردن میدان 

مغناطیسی مثبت و منفی ایجاد می‌شوند. به عبارت دیگر با افزایش پتانسیل 
مغناطیسی مثبت اعمال شده، سفتی میکرو-لوله افزایش می‌یابد و بدین 
ترتیب با افزایش میدان مغناطیسی، سرعت بحرانی افزایش پیدا می‌کند 
و می‌توان سیال را با سرعت بیشتری در لوله جابه‌جا کرد. این امر برای 

میدان‌های الکتریکی و حرارتی حالت عکس داد. بدین صورت که با افزایش 
میدان‌های الکتریکی و حرارتی مثبت و منفی، به ترتیب نیروی فشاری و 

 
Fig. 10. Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified strain gradient for 

clamped-clamped boundary condition under all three external fields 
اصلاح شده و گراديان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی دوسرگيردار و حالتی ی نتايج سه تئوری کلاسيک،کوپل تنش : مقايسه10 شکل

 اندهای خارجی اعمال شدهی ميدانکه همه
 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. مقایسه‌ی نتایج سه تئوری کلاسیک،کوپل تنش اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی دوسرگیردار 
و حالتی که همه‌ی میدان‌های خارجی اعمال شده‌اند

Fig. 10. Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified 
strain gradient for clamped-clamped boundary condition under all three external fields
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Fig. 11. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

يکسرپين برای -: اثر پارامتر ميدان مغناطيسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی يکسرگيردار11 شکل
 (β=64/0)تئوری گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 11. اثر پارامتر میدان مغناطیسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی یکسرگیردار-یکسرپین 
)β=0/64( برای تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 11. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 12. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

يکسرپين برای -: اثر پارامتر ميدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی يکسرگيردار12 شکل
 (β=64/0)تئوری گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 12. اثر پارامتر میدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی یکسرگیردار-یکسرپین 
)β=0/64(  برای تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 12. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 13. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of clamped-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (ββ = 0.64) 

 يکسرپين برای-: اثر پارامتر ميدان الکتريکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی يکسرگيردار13 شکل
 (β=64/0)تئوری گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 13. اثر پارامتر میدان الکتریکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی یکسرگیردار-یکسرپین 
)β=0/64(  برای تئوری گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 13. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
clamped-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 14. Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified strain gradient for  

clamped-pinned boundary condition under all three external fields 
-ی نتايج سه تئوری کلاسيک،کوپل تنش اصلاح شده و گراديان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی يکسرگيردار: مقايسه14 شکل

 انددههای خارجی اعمال شی ميدانيکسرپين و حالتی که همه
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 14. مقایسه‌ی نتایج سه تئوری کلاسیک،کوپل تنش اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی 
یکسرگیردار-یکسرپین و حالتی که همه‌ی میدان‌های خارجی اعمال شده‌اند

Fig. 14. Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified 
strain gradient for  clamped-pinned boundary condition under all three external fields
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Fig. 15. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of pinned-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان مغناطيسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرپين برای تئوری 15 شکل
 (β=64/0)گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

)الف(
 

 

 
 

Fig. 15. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of pinned-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان مغناطيسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرپين برای تئوری 15 شکل
 (β=64/0)گراديان کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

)ب(

شکل 15. اثر پارامتر میدان مغناطیسی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرپین برای تئوری 
)β=0/64(  گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 15. Effect of magnetic field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
pinned-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 16. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of pinned-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرپين برای تئوری گراديان 16 شکل
 (β=64/0)کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 16. اثر پارامتر میدان حرارتی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرپین برای تئوری 
)β=0/64( گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 16. Effect of thermal field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
pinned-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 17. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of pinned-pinned 
boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64) 

: اثر پارامتر ميدان الکتريکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقيقی مقادير ويژه شرط مرزی دوسرپين برای تئوری گراديان 17 شکل
 (β=64/0)کرنش اصلاح شده و برای 

 

 

 

شکل 17. اثر پارامتر میدان الکتریکی بر )الف( مقدار موهومی و )ب( مقدار حقیقی مقادیر ویژه شرط مرزی دوسرپین برای تئوری 
)β=0/64(  گرادیان کرنش اصلاح شده و برای

Fig. 17. Effect of electric field parameter on (a) imaginary part and (b) real part of eigenvalues of 
pinned-pinned boundary condition for modified strain gradient theory and for (β = 0.64)
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Fig. 18. Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified strain gradient for  

pinned-pinned boundary condition under all three external fields 
ی نتايج سه تئوری کلاسيک،کوپل تنش اصلاح شده و گراديان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی دوسرپين و حالتی : مقايسه18 شکل

 اندهای خارجی اعمال شدهی ميدانکه همه
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 18. مقایسه‌ی نتایج سه تئوری کلاسیک،کوپل تنش اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده  برای شرط مرزی دوسرپین و 
حالتی که همه‌ی میدان‌های خارجی اعمال شده‌اند

Fig. 18.  Comparison of the results of three theories; classical, modified couple stress and modified 
strain gradient for  pinned-pinned boundary condition under all three external fields

 
 

 
Fig. 19. Comparison of the result of three boundary conditions for modified strain gradient under all three fields  

 اندهای خارجی اعمال شدهی ميدانی نتايج هر سه شرط مرزی برای گراديان کرنش اصلاح شده و حالتی که همه: مقايسه19 شکل
 

 

 

شکل 19.  مقایسه‌ی نتایج هر سه شرط مرزی برای گرادیان کرنش اصلاح شده و حالتی که همه‌ی میدان‌های خارجی اعمال شده‌اند

Fig. 19. Comparison of the result of three boundary conditions for modified strain gradient under all 
three fields 
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کششی ایجاد می‌شود که باعث کاهش سفتی سیستم می‌شود و در نتیجه 
پایداری سیستم کاهش می‌یابد. همچنین نتیجه شده است که میزان 

تأثیر این میدان‌ها بر نواحی پایداری، برای شرایط مرزی مختلف، متفاوت 
است. بدین صورت که اگرچه بیشترین ناحیه‌ی پایداری در شرط مرزی 

دوسرگیردار پیش‌بینی می‌شود اما بیشتر میزان تأثیر میدان‌های خارجی بر 
ناحیه‌ی پایداری، در شرط مرزی دوسرپین و کمترین تأثیر، در شرط مرزی 
دوسرگیردار مشاهده شده است. همچنین در بررسی نتایج برای سه تئوری 
کلاسیک، کوپل‌تنش اصلاح شده و گرادیان کرنش اصلاح شده، مشاهده 
شده است که تئوری گرادیان کرنش بیشترین ناحیه‌ی پایداری و تئوری 
کلاسیک، کمترین ناحیه پایداری را برای لوله حامل جریان سیال پیش 

بینی می‌کند. 

فهرست علائم -6 

 علائم انگلیسی

A ،مساحت m2 

Eeff ی میکرولوله مدول الاستیسیتهMME ،N/m2 
 علائم یونانی

ρ  ،چگالیkg/m3 
Ω مقادیر ویژه 
λ قسمت حقیقی مقادیر ویژه 
ω قسمت موهومی مقادیر ویژه 

 زیرنویس
f سیال 
p لوله 
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