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ABSTRACT: This paper analyzes the size-dependent vibration of nanoscale beams with simultaneously 
longitudinal and rotational motions based on nonlocal theory for the optimum design of nanoscale 
surgical robots. Also, for the first time, a parametric study is performed to explain the surface effects, 
viscoelastic-Pasternak foundations characteristics, thermal loads, geometric properties, symmetric 
and asymmetric cross-sections, axial and follower loads on the dynamics and stability of the system. 
Adopting the Galerkin discretization approach, the reduced-order dynamic model of the system is 
acquired. Also, analytical and numerical methods are exploited. To ensure the accuracy of the proposed 
model and method, the present study results are compared and validated with those of published articles. 
Stability maps and Campbell diagrams are drawn for different working conditions. The results showed 
that increasing the surface elastic modulus and residual stress improves the vibration frequencies and 
dynamic instability threshold. It is also found that with increasing system thickness/length, the axial 
velocity of static instability decreases/increases. In addition, it is observed that the system performance 
improves with increasing the elastic and shear coefficients of the foundation. The results of the present 
study significantly help designers and engineers control the vibration of bi-gyroscopic nanoscale robots.
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1- Introduction
Bi-gyroscopic structures play substantial roles in diverse 
engineering fields such as surgical robots, offshore, and 
electro-mechanics [1, 2]. Due to size reduction in engineering 
nano-devices, considering the surface effects plays an 
essential role in the dynamic modeling of nano-systems [3]. It 
is widely known that by miniaturizing the scale of structures, 
classical continuum theories cannot correctly estimate the 
dynamic characteristics of micro/nanoscale systems [4, 5]. 
The size-dependent vibrations and stability of rotating with 
axially moving nanobeams with symmetric and asymmetric 
cross-sections enclosed in a viscoelastic-Pasternak foundation 
under axial and follower forces by considering surface effects 
are studied. 

2- Problem Formulation
A schematic view of a nanobeam simply-supported beam 
with axial and spinning motion is given in Fig. 1.
The beam moves along its axial direction with constant 
velocity, U, and spins simultaneously with constant spin 
velocity, Ω. The beam is under an axial force, P, and distributed 
tangential force, q. It is assumed that the system is rested on 
a viscoelastic-Pasternak foundation with Coefficients of kw 
and kp, respectively. Also, the nanobeam is embedded in a 
viscous medium with a Coefficient of c. The strain energy of 
the nanobeam is given by [6]:
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where e0 and a are nonlocal parameters. Also, the kinetic 
energy of the system can be expressed as: 
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Furthermore, the work done by the effects of surface 
tension can be obtained as: 
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in which H  is different for rectangular and circular 
cross-sections. The work done by the foundation can be 
obtained as follows: 
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The dynamic governing equations of the system are 
obtained by exploiting Hamilton’s principle. To derive 
the dimensionless governing equations, the 
dimensionless parameters are defined, and we introduce 
two essential parameters of them: 
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in which η is the nonlocal parameter and λ is the inertial 
ratio in two transverse directions. By adopting the 
Laplace transform and Galerkin method, discretization of 
the system equations is given as: 
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where   jq t is the generalized dimensional coordinate, 

N is the number of essential functions, j  is the mode 

for the transverse displacement. The roots of the 
determinant of the coefficient matrix are system 
eigenvalues and can be computed in terms of influential 
factors of the system. The imaginary parts of system 
eigenvalues are considered as frequencies. If a vibration 
frequency becomes zero, static instability (divergence) 
happens. In addition, if the imaginary part of the 
eigenvalue and the system damping is nonzero and 
positive, respectively, the structure experiences dynamic 
instability. 

3. Results and Discussion  
Fig. 2 depicts the stability diagram of the system in the q-
Ω plane. As shown in Fig. 3, surface elastic modulus due 
to the stiffness-hardening effect can improve the system's 
stability. 
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Furthermore, the work done by the effects of surface tension 
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obtained by exploiting Hamilton’s principle. To derive 
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Ω plane. As shown in Fig. 3, surface elastic modulus due 
to the stiffness-hardening effect can improve the system's 
stability. 
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nanobeam effect on the stability in the Campbell 
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sections, instead of a border of divergence instability, we 
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conditions. It is found that when the system is rested on 
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system enhances. It is demonstrated that when surface 
effects are considered, they induce a stabilizing effect on 
the system. The results showed that the asymmetric 
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According to Fig. 4, in asymmetric cross-sections, instead of 
a border of divergence instability, we have an instability area 
that, with a decrement of inertia ratio this instability area will 
increase.

4- Conclusions
For the optimum design of nano surgical robots, a detailed 
analysis of the dynamical configuration and structural 
stability of nanobeams with axial and spinning motions 
subjected to external axial and distributed tangential forces 
with asymmetric and symmetric rectangular and circular 
cross-sections is performed. Numerical and analytical 
procedures are applied to investigate the divergence and 
flutter instability conditions. It is found that when the system 
is rested on a foundation, the stiffness-hardening stability of 

the system enhances. It is demonstrated that when surface 
effects are considered, they induce a stabilizing effect on 
the system. The results showed that the asymmetric cross-
section has an area of divergence instability compared to a 
symmetric cross-section. With a decrease in the inertia ratio, 
the instability area will increase.
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مقدمه- 1
یکي از مهم ترین المان ها در تجهیزات صنعتي، تیرهاي چرخان متحرک 
محوري هستند. این سازه ها، به دلیل داشتن حرکت هاي محوري و چرخشي 
به طور هم زمان، رفتار دینامیکي متمایزي در میان سیستم هاي ژیروسکوپیک 
در  محوري  متحرک  چرخان  تیرهاي  که  این  به  توجه  با   .]2 و   1[ دارند 
سازه هاي مهندسي مانند لوله هاي حفاري و ماشین هاي حفاري بسیار کارآمد 
هستند، مطالعه مدل سازي ریاضي و تحلیل رفتار دینامیکي آن ها بسیار حائز 
اهمیت است. در این زمینه ژو و چانگ ]3[ ارتعاشات تیرهاي داراي تکیه گاه 
ساده را که تحت حرکت هاي هم زمان چرخشي و محوري هستند، بررسي 
توسط  نیز  سیستم  پایداري  نواحي  بر  چرخشي  اینرسي  پارامتر  اثر  کردند. 
دینامیکي یک  رفتار   ]4[ و همکاران  یانگ  قرار گرفت.  بررسي  مورد  آن ها 
سیستم بایژیروسکوپیک را که هم زمان تحت حرکت هاي محوري و چرخان 
و  فرد  ارتعاشاتي  فرکانس هاي  که  دادند  نشان  آن ها  کردند.  بررسي  است، 

مي باشند.  پیشرو  و  پس رو  چرخشي  حرکت هاي  به  مربوط  ترتیب  به  زوج 
چرخان  کامپوزیتي  نازک  جدار  تیرهاي  کوپل شده  ارتعاشي  مشخصه هاي 
متحرک محوري توسط لي و همکاران ]5[ مطالعه شد. آن ها فرکانس هاي 
کردند.  بیان  سازه  مادي  مشخصات  برحسب  را  پایداري  مرزهاي  و  طبیعي 
حفاري  رشته  یک  غیرخطي  ارتعاشات  پاسخ   ]6[ همکاران  و  صاحب کار 
متحرک با حرکت محوري متغیر با زمان را در یک چاه اریب بررسي کردند. 
آن ها نشان دادند که فرکانس هاي غیرخطي ارتعاشي سازه با افزایش دامنه 
افزایش مي یابند. قایش و همکاران  اثرات غیرخطي در سیستم،  نوسانات و 
]7[ پایداري ارتعاشاتي غیرخطي یک روتور متحرک محوري را مدل کردند. 
آن ها چگونگي تأثیر ضریب ویسکوالاستیک، سرعت هاي چرخشي و محوري 
را بر مودهاي ارتعاشي، فرکانس هاي خطي و غیرخطي سیستم مطالعه کردند.

توسعه هاي روزافزون در صنایع مهندسي و ضرورت استفاده از نانوسازه ها 
در پیشبرد اهداف، پژوهش در علم نانو را، به موضوعي جذاب براي دانشمندان 
ثابت  عددي،  شبیه سازي هاي  و  انجام شده  آزمایش هاي  است.  کرده  تبدیل 
از طراحي  قبل  باید  رفتار مکانیکي  سیستم هاي کوچک مقیاس  کرده اند که 
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در  اندازه  اثرات  اینکه  به  توجه  با  گیرند.  قرار  تحلیل  مورد  دقیق  به صورت 
تئوري الاستیسیته کلاسیک نادیده گرفته مي شود، از تئوري هاي مرتبه بالاي 
مدل سازي  براي  هستند،  اندازه  اثرات  دربرگیرنده  که  غیرکلاسیک  پیوسته 
نظریه هاي  کمبود  بر  غلبه  به منظور   .]9 و   8[ مي شود  استفاده  نانوسازه ها 
براي  را  بالاتر غیرمحلي  ارینگن نظریه الاستیسیته مرتبه  کلاسیک سنتي، 
در   .]10[ کرد  معرفي  نانو  ابعاد  با  ساختارهاي  مکانیکي  رفتار  دقیق  تفسیر 
همین راستا، تأثیر پارامتر غیر محلي بر رفتار ارتعاشي سیستم هاي چرخان و 
متحرک محوري به طور گسترده توسط محققین متعددي مطالعه شده است. 
لیم و همکاران ]11[ ارتعاشات آزاد عرضي نانوتیرهاي متحرک محوري تحت 
قرار  بررسي  مورد  غیرمحلي  الاستیسیته  تئوري  اساس  بر  را  طولي  کشش 
دادند. نتایج آن ها اثرات غیرمحلي، سرعت محوري، چگالي و کشش محوري 
را بر فرکانس هاي طبیعي نشان مي دهد. آن ها نشان دادند که در مقایسه با 
نتایج به دست آمده از نظریه ارتعاش کلاسیک، اثرات غیرمحلي، فرکانس هاي 
ارتعاشي بالاتري را القا مي کند. حسیني و رحمانی ]12[ به تجزیه  و تحلیل 
ارتعاشات طولي و عرضي یک نانوتیر مدرج تابعي تحت یک بار ثابت متحرک 
پارامترهاي  اثرات  آن ها  پرداختند.  محلي  غیر  الاستیسیته  تئوري  اساس  بر 
غیرمحلي مانند شاخص تواني مواد مدرج تابعي، نسبت ابعاد و سرعت بار ثابت 
متحرک را بر انحراف محوري و عرضي بررسي کردند. بخشي خانیکي ]13[ 
اساس  بر  به اندازه چرخان  وابسته  تیرهاي  ارتعاشي عرضي  رفتار  به مطالعه 
تئوري الاستیسیته غیرمحلي پرداخته است. نتایج مطالعه او نشان داده است 
که افزایش پارامتر غیرمحلي منجر به کاهش فرکانس طبیعي به ویژه براي 
فرکانس پایه نانوتیرهاي یکسرگیردار مي شود. علاوه بر این، او نشان داد که 
سرعت چرخش و شعاع توپي تأثیر قابل توجهي در رفتار مکانیکي نانوتیرهاي 
اندازه  اثرات  مطالعه  به   ]14[ شفیعی  و  قدیري  دارند.  چرخان  یکسرگیردار 
نظریه  براساس  دوار  یکسرگیردار  نانوتیر  یک  غیرخطي  خمشي  ارتعاش  بر 
زاویه اي،  اثر سرعت  تحلیل  به  آن ها  نتایج  پرداختند.  الاستیسیته غیرمحلي 

شعاع توپي و دامنه غیرخطي سیستم مي پردازد.
یکي از خصوصیات قابل توجه که در اثر کاهش اندازه در نانوتجهیزات 
درنتیجه  و  حجم  به  سطح  مساحت  بالاي  نسبت  دهد،  مي  رخ  مهندسي 
سطحي  اثرات  درنظرگیري  بنابراین  است.  سیستم  سطحي  انرژي  افزایش 
همین  در  مي کند.  ایفا  نانوسیستم ها  دینامیکي  مدل سازي  در  مهمي  نقش 
راستا، وانگ ]15[ پاسخ دینامیکي نانولوله هاي حامل سیال را با درنظرگرفتن 
اثرات سطحي بررسي کرد. او نشان داد که افزایش ضخامت نانولوله، سرعت 
انتشار موج در  امیري و همکاران ]16[  را کاهش مي دهد.  بحراني سیستم 

رایلي  تیر  براساس مدل  را  پیزوالکتریکي حامل سیال ویسکوز  نانولوله هاي 
مطالعه کردند. نتایج آن ها حاکي از آن است که سرعت فاز با افزایش انرژي 
و همکاران  آتش افروز  افزایش مي یابد.  در سیستم،  ولتاژ  و کاهش  سطحي 
نانولوله هاي حامل سیال دوسربسته را  ]17[ پایداري استاتیکي و دینامیکي 
مطالعه کردند.  غیرمحلي  گرادیان کرنش  تئوري  براساس  اثرات سطحي  با 
سیستم،  سطحي  انرژي  افزایش  با  ناپایداري  آستانه  که  دادند  نشان  آن ها 
غیرخطي  ارتعاشات  مدل سازي  به   ]18[ همکاران  و  وانگ  مي یابد.  افزایش 
اثرات  نظرگیري  در  با  ساندویچي  تابعي  مدرج  سیال  حامل  نانوپوسته هاي 
انرژي سطحي پرداختند. آن ها اثرات سرعت سیال، کشش سطحي اولیه را 
بر ویژگي هاي ارتعاشاتي سیستم مطالعه کردند. دینامیک نانولوله هاي خمیده 
 ،]19[ رحیمي  توسط  اثرات سطحي  نظرگیري  در  با  نانوذره  و  سیال  حامل 
اثر  پارامتر  سیال،  جرمي  نسبت  بازشدگي،  زاویه  اثر  او  همچنین  شد.  مدل 
در  کرد.  بررسي  ارتعاشاتي سیستم  پاسخ  بر  را  غیرمحلي  پارامتر  و  سطحي 
این زمینه ژو و همکاران ]9[ به تحلیل ارتعاشات لوله هاي ویسکوالاستیک 
چرخان حامل سیال در مقیاس نانو تحت تحریک نیروهاي گرانشي و مماسي 
با در نظرگرفتن اثرات سطحي پرداختند. آن ها با استفاده از نظریه الاستیسیته 
مقیاس،  پارامتر  دوراني،  اینرسي  فاکتور  مانند  پارامترهایي  تأثیر  غیرمحلي، 
مواد ویسکوالاستیک، بارهاي گرانشي و مماسي، سرعت جریان و چرخش، 
خواص هندسي و شرایط محیطي را بر پایداري سازه مورد بررسي قرار دادند. 
پورکیایي و همکاران ]20[ اثرات انرژي سطحي را بر دینامیک غیرخطي و 
رزونانس داخلي یک نانوتیر پیزوالکتریک دوسرگیردار تحت ولتاژ متناوب و 
مستقیم مطالعه کردند. نتایج آن ها به بررسي ویژگي هاي غیرخطي دینامیکي 
مانند دوشاخگي هاپف، حرکت تناوبي و شبه تناوبي در هر دو حالت تحریک 
مستقیم و غیرمستقیم پرداخت. قدیري و همکاران ]21[ با درنظرگرفتن اثرات 
تیموشنکو  نانوتیر  آزاد  ارتعاشات  مطالعه  به  حرارتي  و  سطحي  الاستیسیته 
دوار بر اساس تئوري غیرمحلي پرداختند. آن ها تأثیر پارامترهاي غیرمحلي، 
سرعت زاویه اي، ضخامت و اثرات کشساني حرارتي و سطحي را بر ارتعاش 
نشان  آن ها  کردند.  تحلیل  مختلف  مرزي  شرایط  ازاي  به  دوار  نانوتیر  آزاد 
دادند که اثر سطحي و پارامتر غیرمحلي و تغییرات دما نقش مهمي در مطالعه 
ارتعاشي نانوتیرهاي دوار دارند. در تحقیقي دیگر، قدیري و همکاران ]22[ به 
مطالعه ارتعاشات آزاد نانوتیرهاي چرخان مدرج تابعي وابسته به اندازه با اثرات 
سطحي بر اساس تئوري غیرمحلي پرداختند. مطالعه آن ها به اثرات انرژي 
سطحي، پارامتر غیرمحلي، سرعت زاویه اي، شاخص کسر حجمي و شرایط 

مرزي بر نسبت فرکانس طبیعي نانوتیرهاي مدرج تابعي دوار مي پردازد.
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به  محدودي  مقالات  که  فهمید  مي توان  فني  ادبیات  مرور  براساس 
مختلف  شرایط  در  چرخان  محوري  متحرک  نانوتیرهاي  ارتعاشات  تحلیل 
پایداري  و  ارتعاشات  بار،  اولین  براي  حاضر،  مقاله  در  پرداخته اند.  کاري 
مقطع هاي  سطح  با  محوري  متحرک  چرخان  نانوتیرهاي  اندازه  به  وابسته 
تحت  ویسکوالاستیک-پاسترناک  بستر  در  شده  محاط  نامتقارن  و  متقارن 
دماي  تغییرات  و  سطحي  اثرات  درنظرگیري  با  پیرو  و  محوري  نیروهاي 
تئوري  براساس  دینامیکي سیستم  معادلات  ابتدا  است.  مطالعه شده  محیط 
غیرمحلي ارینگن استخراج مي شوند. سپس مقادیر ویژه سیستم و آستانه هاي 
ناپایداري استاتیکي و دینامیکي سیستم به دست مي آیند. باهدف اعتبارسنجي 
مدل و نتایج ارائه شده، مطالعات مقایسه اي با گزارش هاي علمي منتشرشده 
انجام مي شوند. درنهایت اثرات فاکتورهاي کلیدي مختلف مانند پارامترهاي 
سرعت هاي  بر  سیستم  هندسي  مشخصه هاي  و  خارجي  نیروهاي  بستر، 
بحراني محوري و چرخشي آزموده مي شوند. نتایج پژوهش حاضر در طراحي 
کوچک مقیاس،  سوراخ کاري  ماشین هاي  کوچک مقیاس،  جراحي  ربات هاي 
قطعات ریز الکترونیکي دوار و میکرولوله هاي حفاري مي توانند مفید باشند. 
همچنین، با بهره گیري از نتایج ارائه شده مي توان شناخت دقیق تري از ابزار 
که  دارند  قرار  محیط هایي  در  که  نانوپزشکي  و  نانومهندسي  نانوتکنولوژي، 
حرکات محوري یا دوراني و یا هم زمان هر دو حرکت را دارند، مانند اجسام 

غوطه ور در سیال، داشت.

مدل سازي ریاضي- 2
نانوتیر دو سر مفصل که هم زمان تحت حرکت هاي  در شکل 1، یک 
چگالي   ، L نانوتیر  است. طول  شده  داده  نمایش  است  محوري  و  دوراني 
آن ρ هستند. نانوتیر بر روي یک بستر ویسکو-وینکلر-پاسترناک با ضرایب 
دارد. همچنین، سرعت  قرار   c میرایي  و ضریب   Pk و   Wk الاستیک 
Ω نشان داده مي شود. ضمناً  U و  محوري و چرخشي سیستم به ترتیب با 
P و نیروي توزیع شده مماسي فشاري  سیستم تحت نیروي محوري کششي 
t نشان داده مي شود. براي سطح  با  q است. ضخامت لایه سطحي نیز 
d نشان داده  D و  مقطع دایروي، قطرهاي داخلي و خارجي به ترتیب 
مي شوند. همچنین، براي سطح مقطع مستطیلي، مشخصات هندسي سیستم 

در شکل نشان داده شده اند.
اصل  به کارگیري  با  سیستم  حرکت  بر  حاکم  معادلات  استخراج  براي 
انرژي  مي شوند.  محاسبه  جنبشي  و  پتانسیل  انرژي هاي  ابتدا  همیلتون، 

پتانسیل کرنشي سیستم نیز این چنین بیان مي شود ]23[:
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V حجم اشغال شده توسط  xε کرنش طولي و  xσ تنش محوري،  که 

 
 هاي دوراني و محوريهاي سطحي داخلي و خارجي تحت حرکتيک نانوتير با لايهشماتيک : 1شکل 

Fig. 1. Schematic of a nanobeam with internal and external surface layers under rotational and axial 
movements. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شماتیک یک نانوتیر با لایه هاي سطحي داخلي و خارجي تحت حرکت هاي دوراني و محوري

Fig. 1. Schematic of a nanobeam with internal and external surface layers under rota-
tional and axial movements.
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نانوتیر است.
محور  راستاي  در  سیستم  جابجایي  کوچکي  دلیل  به  پژوهش،  این  در 
طولي در مقابل جابجایي هاي عرضي، جابجایي طولي در نظر گرفته نمي شود 
]28-24[. بردار موقعیت یک نقطه از سیستم این چنین بیان مي شود ]3 و 5[:
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 y  ، x k به ترتیب بردارهاي یکه در راستاهاي  j و   ، i که در آن 
w به ترتیب جابجایي هاي عرضي سیستم در  v و  z هستند. همچنین،  و 

z هستند. y و  راستاي محورهاي 
نقطه  یک  براي  سرعت  بردار  بالاتر،  مرتبه  مشتق هاي  نادیده گیري  با 

دلخواه سیستم نیز این چنین محاسبه مي شود:
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تیر  مدل  براساس  محوري  و  دوراني  حرکت هاي  تحت  جنبشي  انرژي 
اویلر-برنولي نیز این چنین بیان مي شود ]4[:
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A مساحت سطح مقطع نانوتیر است. که در آن 
کرنش طولي سیستم این چنین محاسبه مي شود ]23[:
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روابط اساسي تنش-کرنش براي نانوتیر و لایه سطحي به ترتیب عبارت 
هستند از ]27 و 28[:
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SE نیز به  E و  که در آن τ تنش سطحي پسماند است. همچنین، 
ترتیب مدول یانگ نانوتیر و لایه سطحي هستند.

ممان خمشي محلي ایجاد شده بر اثر تنش هاي نرمال در نانوتیر و سطوح 
این چنین تعریف مي شوند ]29[:
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effEI صلبیت خمشي معادل است. که در آن 
بیان  این چنین  دایروي  متقارن  مقاطع  براي  معادل  خمشي  صلبیت 

مي شود ]15 و 30[:
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بیان  این چنین  مستطیلي  نامتقارن  مقاطع  براي  معادل  خمشي  صلبیت 
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با جایگذاري معادلات )6( و )7( در روابط )8( و )9( مي توان نوشت ]31[:
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سیستم  خمشي  ممان  غیرمحلي  اساسي  معادله  که  است  ذکر  به  لازم 
این چنین بیان مي شود ]32[:

(14)

(8) 
 

local
z x

2
effs

x 2

d

d

A

zS

M y x

vy x EI
x





 


 






 

(9) 
 

local
y x

2
effs

x 2

d

d

A

zS

M z x

wz x EI
x





 


 






 

 

(11) 

   

   

eff eff

s s

4 4 3 3
sπ π

64 8

z yEI EI

EI E Q t

E D d E t D d

 

 

 


 

 

(11) 

   
   

 

eff
s s

3 3 2 2
s

3 3
s

12 2

6

z z

o o i i o o i i

i o

EI EI E Q t

h b h b E t h b h b

E t b b

  

 
 



 

(11) 

   
   

 

eff
s s

3 3 2 2
s

3 3
s

12 2

6

y y

o o i i o o i i

i o

EI EI E Q t

b h b h E t b h b h

E t h h

  

 
 



 

 

(12) 
2 2

local local
e z y2 20

d
L v wE M M x

x x
  

     
  

 

(13)  
2

2 local
z z2


 


zMM ea M

x
  

(15) (14)  
2

2 y local
y y2


 


M

M ea M
x

 

 

(15) 
2 2

S 0

1 d
2

L v wW H x
x x

                     
  

 

(16) 

2 2
WP W0

2 2

P

1 (
2

)d

L
W k v w

v wk x
x x

     

               


 

 

(17) 
e 0

δ [ δ

δ ]d

L v vW c U v
t x

W wU w x
t x

       
     


 

 

(18) 
P 0

δ [ δ

δ ]d

L v vW P
x x

w w x
x x

       
  

   


 

 

(19) 

 c
q 0

δ

δ δ d

L
W q L x

v v w w x
x x x x

  

                  


 

 

(21) 
nc

q 0
δ δ δ d

L v wW q v w x
x x
         

 

(21)  T T0
δ δ δ d

L v v w wW N x
x x x x

                     

 

که در آن e و a به ترتیب ثابت ماده و مشخصه طولي داخلي سیستم 
هستند.

کار خارجي نیروي عرضي ناشي از اثرات کشش سطحي در سیستم طبق 
رابطه زیر محاسبه مي شود ]33[:
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و τ تنش پسماند سطحي است ]15[. ( )τ= +2 i oH b b مستطیلي 

کار ناشي از بستر وینکلر-پاسترناک در راستاهاي عرضي سیستم طبق 
رابطه زیر بیان مي شود ]32[:
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کار  تغییرات  شود،  گرفته  نظر  در  میرایي  اثرات  نیز  بستر  براي  اگر 
انجام شده توسط بستر ویسکوز این چنین محاسبه مي شود ]9[:
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تغییرات کار انجام شده توسط نیروي محوري نیز این چنین بیان مي شود 
:]32[
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تغییرات پایستار و ناپایستار ناشي از نیروي توزیع شده مماسي در سیستم 
به ترتیب در روابط ذیل بیان شده اند ]32[:
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تغییرات کار ناشي از تنش هاي فشاري تغییرات حرارتي محیط بر سیستم 
این چنین محاسبه مي شود ]33[:
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که در آن براي مقاطع متقارن دایروي و نامتقارن مستطیلي به ترتیب 
مي توان نوشت ]15 و 34[:
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sα به ترتیب ضرایب انبساط حرارتي نانوتیر و لایه  و  tα که در آن  
∆T تغییرات دمایي محیط است. سطحي هستند و 

همیلتون  اصل  از  سیستم،  حرکت  بر  حاکم  معادلات  استخراج  براي 
مطابق رابطه ذیل استفاده مي شود:
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با جایگذاري انرژي هاي پتانسیل و جنبشي بعلاوه کار نیروهاي خارجي 
در اصل همیلتون، معادلات دینامیکي سیستم را مي توان این چنین به دست 

آورد:
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تعریف  ذیل  بي بعد  پارامترهاي  بي بعد،  حاکم  معادلات  استخراج  براي 

مي شوند:
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λ برابر نسبت ممان  η پارامتر غیرمحلي است. همچنین،  که در آن 

اینرسي در دو راستاي عرضي سیستم است.

معادلات  ستاره،  علامت  حذف  و  بعد  بدون  پارامترهاي  به کارگیري  با 

دینامیکي سیستم این چنین به دست مي آیند:
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روش حل-  
براي جداسازي فضاي زمان و مکان سیستم و همچنین تبدیل معادلات 
گالرکین  روش  از  معمولي،  دیفرانسیل  معادلات  به  سیستم  جزئي  مشتق 
استفاده مي شود ]4[. در این روش جابجایي هاي عرضي سیستم با روابط زیر 

تقریب زده مي شوند:
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) مختصات تعمیم یافته سیستم هستند.  )jp t و  ( ) jq t که در آن 
است. همچنین  دوسرمفصل  ارتعاشاتي سیستم  مود  تابع  ( )xϕ همچنین 

N تعداد مودهاي ارتعاشاتي سیستم مي باشد.
با ضرب طرفین معادلات دینامیکي سیستم در توابع شکل مود ارتعاشاتي، 

تعامد مودهاي  از خاصیت  بهره گیري  و  نانوتیر  بر روي طول  انتگرال گیري 

ارتعاشاتي، معادلات دینامیکي سیستم در حالت ماتریسي به شکل ذیل بیان 

مي شوند:
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که در آن
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ویژه  مقادیر  متلب1،  نرم افزار  در   )32( معادله  ویژه  مقدار  مسئله  با حل 
مختلط سیستم را مي توان برحسب فاکتورهاي کلیدي سیستم به دست آورد. 
لازم به ذکر است که قسمت هاي موهومي و حقیقي مقادیر ویژه سیستم به 
زماني  هستند.  مربوط  سیستم  میرایي  و  ارتعاشاتي  فرکانس هاي  به  ترتیب 
که فرکانس ارتعاشاتي سیستم صفر شود، سیستم دچار ناپایداري استاتیکي 
دریک  و  نمي کند  ارتعاش  دیگر  سیستم  شرایط  این  در  مي شود.  )کمانش( 
وضعیت استاتیکي ثابت مي ماند. ضمناً در حالتي که قسمت حقیقي مقدار ویژه 
سیستم مثبت شود درحالي که قسمت موهومي مقداري مثبت دارد، سیستم 
ناپایداري دینامیکي )فلاتر( را تجربه مي کند. در این شرایط، سیستم با دامنه 

متغیر نوسان مي کند ]35 و 36[.

نتايج4و4بحث-4 
براي اطمینان از درستي راه حل ارائه شده، دو مثال عددي براي مقایسه 
ارائه شده است. در شکل 2،  ادبیات  با مقالات موجود در  نتایج مقاله حاضر 
ارتعاشاتي یک تیر با حرکت هاي هم زمان طولي و چرخشي  چهار فرکانس 
افزایش  با  است. مطابق شکل،  داده شده  نمایش  برحسب سرعت محوري 

1  MATLAB

 
 بستر، سطحي، اثرات بدون محوري سرعت برحسب متحرک محوري با سطح مقطع متقارن چرخان ماکروتير ارتعاشاتي يهافرکانس: 2 شکل

 =5Ω براي پيرو و محوري نيروهايتغييرات دمايي، 
Fig. 2. Vibration frequencies of an axially moving rotating macrobeam with a symmetrical cross-section in terms 

of axial velocity without surface effects, bed, temperature changes, axial and follower forces for Ω=5 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. فرکانس هاي ارتعاشاتي ماکروتیر چرخان متحرک محوري با سطح مقطع متقارن برحسب سرعت محوري بدون اثرات سطحي، بستر، 
Ω=5 تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و پیرو براي

Fig. 2. Vibration frequencies of an axially moving rotating macrobeam with a symmetrical cross-section in 
terms of axial velocity without surface effects, bed, temperature changes, axial and follower forces for Ω=5
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سرعت محوري، فرکانس هاي طبیعي سیستم کاهش مي یابند تا در سرعت 
محوري ناپایداري استاتیکي، اولین فرکانس ارتعاشاتي پس روي سیستم صفر 
در سرعت  تا  پایدار مي شود  بیشتر سرعت، سیستم مجدداً  افزایش  با  شود. 
محوري ناپایداري دینامیکي، شاخه هاي فرکانسي اول پس رو و پیش رو باهم 
با  بعدازآن  مي کند.  تجربه  را  دینامیکي  ناپایداري  و سیستم  مي کنند  تلاقي 
افزایش بیشتر سرعت محوري، سیستم دیگر پایدار نخواهد شد. دقت شود 
که تغییرات فرکانس هاي ارتعاشاتي مودهاي بالاتر سیستم به صورت کیفي 
مشابه فرکانس اول سیستم مي باشد، یعني روند تکامل پایداري سیستم به 
ازاي فرکانس هاي مودهاي بالاتر نیز پایدار، کمانش، پایدار، کوپل-مود فلاتر 
آنچه توسط  با  نتایج پژوهش حاضر  مي باشد. همان طور که مشخص است 

یانگ و همکاران ]4[ گزارش شده است مطابقت دارند.
نانوتیر  یک  ارتعاشاتي  فرکانس هاي  نیز  ب(  و  )الف   3 شکل هاي  در 
و  غیرمحلي  پارامتر  برحسب  ترتیب  به  طولي  و  چرخشي  حرکات  بدون 
نیروي محوري کششي رسم شده و با نتایج پژوهش لو ]37[ مقایسه شده 
است. مطابق شکل، با افزایش پارامتر غیرمحلي و نیروي محوري کششي، 
مي کنند.  پیدا  افزایش  و  کاهش  ترتیب  به  سیستم  ارتعاشاتي  فرکانس هاي 
با  قبولي  قابل  تطابق  حاضر  پژوهش  نتایج  است،  مشخص  که  همان طور 

مرجع ذکرشده دارد.

شکل  ابعاد،  نسبت  مانند  متعددي  پارامترهاي  که  است  ذکر  به  لازم 
مناسب  مقدار  بر  قابل توجهي  تأثیرات  مرزي  شرایط  و  ارتعاشاتي  مودهاي 
مقادیر  انتخاب  درنتیجه،   .]39 و   38[ دارند  اندازه  به  وابسته  پارامترهاي 
مناسب براي پارامترهاي مقیاس براي کالیبره کردن اثرات اندازه در سیستم 
مقدار  تعیین  براي  آزمایشي  هیچ  ازآنجایي که  این،  بر  علاوه  است.  حیاتي 
دقیق پارامترهاي مقیاس انجام نشده است ]40 و 41[، مي توان از دینامیک 
مولکولي براي استخراج مقادیر مناسب پارامترهاي وابسته به اندازه استفاده 
اندازه،  اثرات  بهتر  دادن  نشان  براي  مطالعه حاضر،  در  بنابراین،   .]17[ کرد 
طیفي از پارامترهاي غیرمحلي بدون بعد استفاده شده است. براي به دست 
آوردن مثال هاي عددي، مشخصات فیزیکي و هندسي سیستم در جدول 1 
حرارتي  انبساط  L ضرایب 

Tα و   H
Tα مقادیر  که  شود  دقت  شده اند.  بیان 

سیستم هاي کوچک مقیاس در شرایط محیطي دما-بالا و دما-پایین هستند. 
طبق مطالعات آزمایشگاهي، در دماي اتاق و شرایط دما-بالا، مشخصه هاي 

حرارتي سیستم هاي کوچک مقیاس باهم متفاوت هستند.
در شکل 4 )الف و ب( فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم برحسب سرعت 
اثرات مدول الاستیسیته و تنش پسماند  نمایش داده شده است و  محوري 
سطحي بر رفتار دینامیکي سیستم نشان داده شده است. مطابق شکل 4، با 
بالا رفتن سرعت محوري، سفتي مؤثر سیستم کاهش مي یابد و فرکانس هاي 

جدول 1. مشخصات هندسي و فیزیکي سیستم ]15 و 35[

Table 1. Geometrical and physical characteristics of the system [15, 35]

 [51 و 11] سيستم فيزيکي و هندسي مشخصات: 1 جدول
Table 1. Geometrical and physical characteristics of the system [15, 35] 

 
 

 پارامتر مقدار
گيگاپاسکال 07  E 

 ρ 7070 کيلوگرم بر مترمکعب
تون بر متروني 8079/7  τ 

 Es 078  × 5/0997 نيوتن بر مترمربع

 d  078 × 77 متر

 t  8-07 × 0 متر

 L  078× 77 متر

 𝛼𝛼TL  6-07 × 0/6- کلوين
 𝛼𝛼TH  6-07 × 0/0 کلوين
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 (الف)

 

 
 (ب)

 
، تغييرات بستر سطحي، اثرات طولي، و چرخشي حرکات بدون متقارن با سطح مقطع نانوتيرارتعاشات عرضي  يهافرکانس: 3 شکل

/براي  کششي محوري نيروي( ب) و P=5 براي غيرمحلي پارامتر( الف) برحسب پيرو نيروي وحرارتي  0 6 
Fig. 3. Transverse vibration frequencies of a nanobeam with a symmetrical cross-section without rotational 
and longitudinal movements, surface effects, substrate, thermal changes and follower force in terms of (a) 

non-local parameter for P=5 and (b) tensile axial force for η=0.6 

 

 

 

 

 

شکل 3. فرکانس هاي ارتعاشات عرضي نانوتیر با سطح مقطع متقارن بدون حرکات چرخشي و طولي، اثرات سطحي، بستر، تغییرات حرارتي و 
 /η =0 6 نیروي پیرو برحسب )الف( پارامتر غیرمحلي براي P=5 و )ب( نیروي محوري کششي براي 

Fig. 3. Transverse vibration frequencies of a nanobeam with a symmetrical cross-section without rotational 
and longitudinal movements, surface effects, substrate, thermal changes and follower force in terms of (a) 

non-local parameter for P=5 and (b) tensile axial force for η=0.6
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 (الف)

 

 
 )ب(
 

 اثرات بدونسيستم با سطح مقطع متقارن  ارتعاشاتي يهافرکانس بر سطحي پسماند تنش( ب) و الاستيسيته مدول( الف) اثرات: 4 شکل
 =5Ω براي پيرو و محوري نيروهايتغييرات دمايي،  بستر، اندازه،

Fig. 4. The effects of (a) modulus of elasticity and (b) surface residual stress on the vibration frequencies of 
the system with a symmetrical cross-section without the effects of size, bed, temperature changes, axial and 

follower forces for Ω=5 

شکل  . اثرات )الف( مدول الاستیسیته و )ب( تنش پسماند سطحي بر فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم با سطح مقطع متقارن بدون اثرات 
Ω=5 اندازه، بستر، تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و پیرو براي

Fig. 4. The effects of (a) modulus of elasticity and (b) surface residual stress on the vibration frequencies of 
the system with a symmetrical cross-section without the effects of size, bed, temperature changes, axial and 

follower forces for Ω=5
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فرکانس  اولین  محوري،  سرعت  افزایش  با  مي یابند.  کاهش  نیز  سیستم 
پس روي سیستم صفر مي شود و سیستم متحمل ناپایداري استاتیکي مي شود. 
مي یابد  افزایش  پس رو  فرکانس  محوري سیستم،  بیشتر سرعت  افزایش  با 
درحالي که فرکانس پیشرو همچنان روند نزولي دارد، تا شاخه هاي فرکانسي 
با یکدیگر تلاقي پیدا مي کنند و سیستم ناپایداري دینامیکي را تجربه مي کند. 
براي  اثرات سطحي  که  حالتي  با  مقایسه  در  است  که مشخص  همان طور 
تنش  و  الاستیسیته  مدول  مثبت  مقادیر  نمي شود،  گرفته  نظر  در  سیستم 
ارتعاشاتي سیستم مي شوند.  پسماند سطحي منجر به افزایش فرکانس هاي 
و  الاستیسیته  مدول  مثبت  مقادیر  ازاي  به  که  مي شود  مشاهده  همچنین 
تنش پسماند سطحي، سرعت هاي متناظر با پدیده هاي کمانش )هنگامي که 
فرکانس صفر مي شود( و فلاتر )هنگامي که شاخه هاي فرکانسي باهم ادغام 
گرفت  نتیجه  مي توان  درنتیجه  دارند.  بیشتري  مقادیر  در سیستم  مي شوند( 
که افزایش مدول الاستیسیته و تنش پسماند سطحي منجر به یک سیستم 

سفت تر مي شود و پایداري سازه و فرکانس هاي ارتعاشاتي افزایش مي یابند.
سیستم  ارتعاشاتي  فرکانس  یعني  سیستم،  کمپل  نمودار   ،5 شکل  در 
اثر مشخصات  است. همچنین  شده  رسم  سیستم  برحسب سرعت چرخش 
از  بخش هایي  است.  داده شده  نمایش  در شکل  انرژي سطحي  و  هندسي 
نمودار که داراي شیب منفي هستند، اشاره به فرکانس طبیعي پس رو یا مد 

طبیعي  فرکانس  به  مربوط  مثبت  داراي شیب  و قسمت هاي  فرد  فرکانسي 
پیش رو یا مود فرکانسي زوج مي باشد ]9[. مطابق شکل، با افزایش سرعت 
چرخشي سیستم، فرکانس هاي ارتعاشاتي پس رو و پیشرو به ترتیب کاهش 
و افزایش مي یابند تا اینکه فرکانس پس رو صفر مي شود و در سیستم پدیده 
فرکانس  چرخشي،  سرعت  بیشتر  افزایش  با  پس ازآن  مي دهد.  رخ  کمانش 
پس رو روند افزایشي پیدا مي کند. در این حالت، شاخه هاي فرکانسي سیستم 
با افزایش سرعت چرخشي به صورت موازي افزایش پیدا مي کنند. همان طور 
ارتعاشاتي  فرکانس هاي  سطحي،  اثرات  درنظرگیري  با  است،  مشخص  که 
سیستم افزایش مي یابند. همچنین، در حضور اثرات سطحي، با افزایش نسبت 
طول به قطر، فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم بهبود مي یابند و سرعت مربوط 

به ناپایداري استاتیکي نیز متعاقباً افزایش مي یابد.
q نشان داده  −Ω در شکل 6، محدوده هاي پایداري سیستم در فضاي 
شده است و اثر مدول الاستیسیته بر مرزها و محدوده هاي ناپایداري سیستم 
فشاري  نیروي  کم  مقادیر  ازاي  به  شکل  مطابق  است.  شده  داده  نمایش 
پیرو، به ازاي یک مقدار ثابت q، با افزایش سرعت چرخشي، سیستم ابتدا 
پایدار است تا در یک سرعت چرخشي مشخص )سرعت چرخشي کمانش(، 
سیستم ناپایداري کمانش را تجربه مي کند. ذکر این نکته حائز اهمیت است 
ناپایداري استاتیکي تنها بر روي این مرز مشخص رخ خواهد داد و در  که 

 
 =3U براينيروهاي محوري و پيرو تغييرات دمايي، بدون اثرات اندازه، بستر، با سطح مقطع متقارن کمپل سيستم  : نمودار5شکل 

Fig. 5. Complete diagram of the system with a symmetrical cross-section without the effects of size, 
substrate, temperature changes, axial and follower forces for U=3 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U=3 شکل 5. نمودار کمپل سیستم با سطح مقطع متقارن بدون اثرات اندازه، بستر، تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و پیرو براي

Fig. 5. Complete diagram of the system with a symmetrical cross-section without the effects of size, substrate, 
temperature changes, axial and follower forces for U=3
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نقشه پایداري سیستم، براي این نوع ناپایداري ناحیه اي وجود ندارد. سپس 
با  و  مي آورد  دست  به  را  خود  پایداري  دوباره  چرخشي  سرعت  افزایش  با 
است  ذکر  به  لازم  مي ماند.  پایدار  همیشه  چرخشي  سرعت  بیشتر  افزایش 
که براي مقادیر زیاد نیروي فشاري پیرو، سیستم به ازاي همه سرعت هاي 
پایدار نخواهد بود. همچنین،  ناپایداري دینامیکي مي شود و  چرخشي، دچار 
Ω، با افزایش  به ازاي مقادیر کم سرعت چرخشي، به ازاي یک مقدار ثابت 
را  پایدار-کمانش-پایدار-فلاتر  تکاملي  روند  سیستم  پیرو،  فشاري  نیروي 
ناپایداري  Ω، دیگر دچار  ازاي مقادیر بالاي  به  تجربه مي کند. درحالي که 
سخت شوندگي  اثرات  دلیل  به  شکل،  این  براساس  نمي شود.  استاتیکي 
مدول الاستیسیته، سفتي مؤثر سیستم افزایش مي یابد و مرزهاي ناپایداري 
q و  استاتیکي و محدوده هاي ناپایداري دینامیکي به سمت مقادیر بزرگ تر 

Ω جابجا مي شوند.
نانوتیر  استاتیکي  ناپایداري  به  مربوط  چرخشي  سرعت   ،7 شکل  در 
سطحي  پسماند  تنش  مختلف  مقادیر  ازاي  به  غیرمحلي  پارامتر  برحسب 
نشان داده شده است. مشخص است که با افزایش غیرمحلیت در سیستم، 
پایداري سیستم کاهش مي یابد. دلیل رخداد این پدیده را مي توان به اثرات 
نرم شوندگي پارامتر غیرمحلي ارجاع داد. با افزایش پارامتر غیرمحلي، سیستم 

 
 =1Uکه نيروي محوري هنگامي، دماييتغييرات بدون اثرات اندازه، بستر،  q-Ωدر صفحه  با سطح مقطع متقارن: نقشه پايداري 6شکل 

Fig. 6. Stability map of the system with a symmetrical cross-section in the q-Ω plane without the effects of 
size, substrate, temperature changes, and axial force when U=1 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

U=1 بدون اثرات اندازه، بستر، تغییرات دمایي، نیروي محوري هنگامي که q-Ω شکل 6. نقشه پایداري با سطح مقطع متقارن در صفحه

Fig. 6. Stability map of the system with a symmetrical cross-section in the q-Ω plane without the effects of size, 
substrate, temperature changes, and axial force when U=1

پایداري  درنتیجه  و  ارتعاشاتي کاهش مي یابند  فرکانس هاي  نرم تر مي شود، 
پسماند  تنش  افزایش  با  شکل  مطابق  همچنین  مي یابد.  کاهش  سیستم 
سطحي، پایداري سیستم بهبود مي یابد. به بیان دیگر، در مقایسه با حالت بدون 
سرعت  سطحي،  پسماند  تنش  مثبت  مقدار  درنظرگیري  با  سطحي،  اثرات 

چرخشي مربوط به ناپایداري استاتیکي مقدار بیشتري دارد.
سیستم  استاتیکي  ناپایداري  به  مربوط  چرخشي  سرعت   ،8 شکل  در 
برحسب نیروهاي محوري و پیرو ترسیم شده است. همان طور که مشاهده 
مي شود، نیروهاي محوري و پیرو اثرات معکوس بر پایداري سیستم دارند. 
بهبود  سیستم  مؤثر  سفتي  محوري،  کششي  نیروي  افزایش  با  به طوري که 
مي یابد و درنتیجه، سرعت چرخشي ناپایداري استاتیکي افزایش مي یابد. از 
سوي دیگر، این روند براي نیروي فشاري پیرو معکوس مي شود. لازم به ذکر 
است که اثرات نیروي فشاري پیرو بر دینامیک و پایداري سیستم مشهودتر 

است.
ضخامت  برحسب  استاتیکي  ناپایداري  چرخشي  سرعت   ،9 شکل  در 
اثر  همچنین  است.  شده  داده  نمایش  اثرات سطحي  درنظرگیري  با  نانوتیر 
مشخصات هندسي نیز بر مرزهاي ناپایداري استاتیکي در این شکل نشان 
ناپایداري  سطحي،  اثرات  درنظرگیري  با  شکل،  مطابق  است.  شده  داده 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2215 تا 2238

2228

 
ت اتغيير بستر، اثرات بدون غيرمحلي پارامتر برحسبسيستم با سطح مقطع متقارن  استاتيکي ناپايداري چرخشي سرعت: 7 شکل

 =1U کههنگامي پيرو و محوري نيروهاي، دمايي
Fig. 7. Rotation speed of static instability of the system with symmetrical cross-section in terms of non-local 

parameter without bed effects, temperature changes, axial and follower forces when U=1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. سرعت چرخشي ناپایداري استاتیکي سیستم با سطح مقطع متقارن برحسب پارامتر غیرمحلي بدون اثرات بستر، تغییرات دمایي، 
U=1 نیروهاي محوري و پیرو هنگامي که

Fig. 7. Rotation speed of static instability of the system with symmetrical cross-section in terms of non-local 
parameter without bed effects, temperature changes, axial and follower forces when U=1

 
ييرات ، تغبدون اثرات بستر برحسب نيروهاي محوري و پيرو با سطح مقطع متقارنسيستم : سرعت چرخشي ناپايداري استاتيکي 8شکل 

 =1Uکه انرژي سطحي هنگامي و دمايي
Fig. 8. Rotation speed of static instability of the system with symmetrical cross-section in terms of axial and 

follower forces without bed effects, temperature changes and surface energy when U=1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. سرعت چرخشي ناپایداري استاتیکي سیستم با سطح مقطع متقارن برحسب نیروهاي محوري و پیرو بدون اثرات بستر، تغییرات 
U=1 دمایي و انرژي سطحي هنگامي که

Fig. 8. Rotation speed of static instability of the system with symmetrical cross-section in terms of axial and 
follower forces without bed effects, temperature changes and surface energy when U=1
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افزایش  با  استاتیکي در سرعت چرخشي بالاتري رخ خواهد داد. همچنین، 
ضخامت نانوتیر، سرعت چرخشي ناپایداري استاتیکي سیستم کاهش مي یابد. 
لازم به ذکر است که این کاهش در ضخامت هاي کم نانوتیر مشهودتر است. 
تأثیر کمي  نانوتیر  تغییرات ضخامت  بالاي سیستم،  ضمناً در ضخامت هاي 
بر مرز ناپایداري استاتیکي سیستم دارد. درحالي که در یک ضخامت ثابت با 
افزایش نسبت طول به قطر پایداري سیستم بهبود پیدا مي کند. لازم به ذکر 

است که این نتایج با نتایج گزارش شده در مرجع ]15[ همخواني دارد.
 در شکل 10، سرعت محوري ناپایداري استاتیکي برحسب طول سیستم 
به ازاي ضخامت هاي مختلف با درنظرگیري اثرات سطحي نمایش داده شده 
پایداري  اثرات سطحي  درنظرگیري  با  است،  است. همان طور که مشخص 
محوري  افزایش طول سیستم، سرعت  با  مي یابد. همچنین،  بهبود  سیستم 
ناپایداري استاتیکي افزایش مي یابد. ضمناً، در یک طول مشخص از سیستم، 
استاتیکي  ناپایداري  محوري  سرعت  کاهش  به  منجر  ضخامت  افزایش 

مي شود.
در  استاتیکي  ناپایداري  مرزهاي  بر  بستر  ضرایب  اثرات   ،11 شکل  در 
براي  بستر  به کارگیري  ازآنجاکه  است.  شده  داده  نشان   U −Ω صفحه 

سیستم منجر به بهبود سفتي مؤثر سیستم مي شود، درنتیجه مي توان انتظار 
در  بیشتري  پایداري  دارد،  قرار  بستر  روي  بر  سیستم  هنگامي که  داشت، 
در  که  است  مشاهده  قابل  همچنین،  دارد.  بستر  بدون  سیستم  با  مقایسه 
پایداري  بر  )برشي(  پاسترناک  بستر  اثر  )الاستیک(،  وینکلر  بستر  با  مقایسه 
سیستم مشهودتر است. دلیل این پدیده را مي توان به ضرایب ماتریس سفتي 

سیستم نسبت داد.
در شکل 12، چهار فرکانس اول یک تیر یکسرگیردار چرخان با سطح 
مطابق  است.  شده  داده  نمایش  برحسب سرعت چرخشي  مستطیلي  مقطع 
شکل، نتایج پژوهش حاضر با آنچه توسط بانارجي و سو ]42[ با به کارگیري 
مناسبي  تطابق  است،  ارائه شده  و  دینامیکي محاسبه  ماتریس سختي  روش 
دارد. با مقایسه شکل 12 با دیاگرام کمپل شکل 5 مي توان نتیجه گرفت که 
رفتار دینامیکي سیستم هاي دوار با سطح مقطع غیرمتقارن با رفتار دینامیکي 

سیستم هاي دوار با سطح مقطع متقارن بسیار متفاوت است.
ارتعاشات  و  دینامیک  بر  غیرمتقارن  مقطع  سطح  اثرات   ،13 شکل  در 
نمودار کمپل مشاهده  این  در  داده شده است. همان طور که  نشان  سیستم 
مي شود، به ازاي سرعت دوراني صفر، سیستم دیگر نقطه انشعاب فرکانسي 

 

 
، ماييدتغييرات اثرات اندازه، بستر،  بدونبرحسب ضخامت  با سطح مقطع متقارنسيستم : سرعت چرخشي ناپايداري استاتيکي 9شکل 

 =1Uکه نيروهاي محوري و پيرو هنگامي
Fig. 9. Rotational speed of static instability of the system with a symmetrical cross-section in terms of 

thickness without the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces when U=1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. سرعت چرخشي ناپایداري استاتیکي سیستم با سطح مقطع متقارن برحسب ضخامت بدون اثرات اندازه، بستر، تغییرات دمایي، 
U=1 نیروهاي محوري و پیرو هنگامي که

Fig. 9. Rotational speed of static instability of the system with a symmetrical cross-section in terms of thick-
ness without the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces when U=1
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گيري اثرات اندازه، بستر، برحسب طول سيستم با ناديده با سطح مقطع متقارنسيستم : سرعت محوري ناپايداري استاتيکي 11شکل 

 =5Ωکه نيروهاي محوري و پيرو هنگاميدمايي، تغييرات 
Fig. 9. Rotational speed of static instability of the system with a symmetrical cross-section in terms of 

thickness without the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces when U=1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. سرعت محوري ناپایداري استاتیکي سیستم با سطح مقطع متقارن برحسب طول سیستم با نادیده گیري اثرات اندازه، بستر، تغییرات 
Ω=5 دمایي، نیروهاي محوري و پیرو هنگامي که

Fig. 10. Rotational speed of static instability of the system with a symmetrical cross-section in terms of thick-
ness without the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces when Ω=5

 
 اندازه، ثراتا گيريناديده بابا سطح مقطع متقارن  سيستم استاتيکي ناپايداري مرز بر پاسترناک-وينکلر بستر هايمشخصه اثر: 11 شکل

 پيرو و محوري نيروهاي، دماييتغييرات 
Fig. 11. The effect of Winkler-Pasternak bed characteristics on the static instability boundary of the system 

with a symmetrical cross-section, ignoring the effects of size, temperature changes, axial and follower 
forces 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. اثر مشخصه هاي بستر وینکلر-پاسترناک بر مرز ناپایداري استاتیکي سیستم با سطح مقطع متقارن با نادیده گیري اثرات اندازه، 
تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و پیرو

Fig. 11. The effect of Winkler-Pasternak bed characteristics on the static instability boundary of the system 
with a symmetrical cross-section, ignoring the effects of size, temperature changes, axial and follower forces
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يروهاي نحرکت محوري، تغييرات دمايي، اثرات اندازه، بستر، بدون يکسرگيردار با سطح مقطع غيرمتقارن : نمودار کمپل سيستم 12شکل 

/ برايمحوري و پيرو  0 01 
Fig. 12. Completion diagram of a monocoque system with an asymmetric cross-section without the effects of 

size, bed, axial movement, temperature changes, axial and follower forces for λ=0.01 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 12. نمودار کمپل سیستم یکسرگیردار با سطح مقطع غیرمتقارن بدون اثرات اندازه، بستر، حرکت محوري، تغییرات دمایي، نیروهاي 
 /λ =0 محوري و پیرو براي 01

Fig. 12. Completion diagram of a monocoque system with an asymmetric cross-section without the effects of 
size, bed, axial movement, temperature changes, axial and follower forces for λ=0.01

 
 و حوريم بستر، تغييرات دمايي، نيروهاي اندازه، اثرات گيريناديده با هاي ارتعاشاتي سيستمفرکانس بر نسبت ممان اينرسي اثر: 13 شکل

 =1Uپيرو براي 
Fig. 13. The effect of the ratio of the moment of inertia on the vibration frequencies of the system by 

ignoring the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces for U=1 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 13. اثر نسبت ممان اینرسي بر فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم با نادیده گیري اثرات اندازه، بستر، تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و 
U=1 پیرو براي

Fig. 13. The effect of the ratio of the moment of inertia on the vibration frequencies of the system by ignoring 
the effects of size, substrate, temperature changes, axial and follower forces for U=1
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افزایش  با  فرکانسي  شاخه هاي  و  ندارد  پیشرو  و  پس رو  فرکانس هاي  بین 
ممان  نسبت  کاهش  با  نیستند.  موازي  هم  به  نسبت  دیگر  دوراني  سرعت 
اینرسي، شاخه هاي فرکانسي از هم دورتر مي شوند و مطابق شکل 12، در 
سرعت  افزایش  با  نیز  پیش رو  فرکانس  کوچک،  اینرسي  ممان  نسبت هاي 
که  است  این  این شکل  در  دیگر  مهم  نکته  یک  مي یابند.  کاهش  دوراني 
مقطع  سطح  سیستم  هنگامي که  متقارن،  مقطع  سطح  حالت  با  مقایسه  در 
متقارن دارد، بجاي یک مرز ناپایداري استاتیکي، سیستم متحمل یک ناحیه 
ناحیه  این  اینرسي  ممان  نسبت  کاهش  با  که  مي شود  استاتیکي  ناپایداري 

بزرگ تر مي شود.
در شکل 14، اثر میرایي بستر بر دینامیک سیستم متحرک محوري نشان 
داده شده است. مطابق شکل، هنگامي که بستر خاصیت میرایي دارد، در رفتار 
ارتعاشاتي سیستم پدیده کوپل-مود فلاتر )یکي شدن شاخه هاي فرکانسي به 
هنگام رخداد ناپایداري دینامیکي( رخ نمي دهد. همچنین، اثر میرایي بستر در 
سرعت هاي بالاتر حرکت محوري بر رفتار دینامیکي سیستم مشهودتر است.

سیستم  ارتعاشاتي  فرکانس هاي  بر  دمایي  تغییرات  اثر   ،15 شکل  در 
دما  افزایش  با  دما-بالا،  محیط هاي  در  شکل،  مطابق  است.  شده  سنجیده 

تنش فشاري در سیستم پدید مي آید که سفتي مؤثر سیستم را کاهش مي دهد 
مي یابند.  کاهش  سیستم  پایداري  و  ارتعاشاتي  فرکانس هاي  درنتیجه،  و 
همچنین، ازآنجاکه علامت ضریب انبساط حرارتي در محیط دما-پایین منفي 
است، افزایش دما در محیط دما-پایین منجر به بهبود فرکانس هاي ارتعاشاتي 

و افزایش سرعت دوراني ناپایداري سیستم مي شود.
براي فهم بهتر رفتار ارتعاشاتي سازه، پاسخ زماني مختصه عمومي اول 
سیستم در سرعت هاي محوري مختلف در شکل 16 نمایش داده شده است. 
شرایط اولیه سیستم، جابجایي استاتیکي واحد براي مود اول با سرعت اولیه 
صفر در نظر گرفته مي شود. مطابق شکل 2، به ازاي U=1، درنتیجه سازه 
به صورت دینامیکي پایدار است و متحمل نوسانات هارمونیک پایدار مي شود. 
با افزایش سرعت محوري، سفتي معادل سازه به دلیل اثرات گریز از مرکز 
کاهش مي یابد. در U=2.6، اولین فرکانس ارتعاشاتي سیستم صفر مي شود، 
پاسخ  حالت  این  در  مي شود.  استاتیکي  ناپایداري  متحمل  سازه  درنتیجه 
دینامیکي سازه بدون نوسان با زمان به شدت بزرگ مي شود. با افزایش بیشتر 
سرعت محوري، در U=5، قسمت حقیقي مقدار موهومي افزایش مي یابد، 
در  مي شود.  تقویت  زمان  با  نمایي  به صورت  سازه  ارتعاشات  دامنه  درنتیجه 

 
 يتغييرات دمايي، نيروها اندازه، اثرات گيريناديده با سطح مقطع متقارن با سيستم فرکانس ارتعاشاتي ميرايي بستر بر اثر: 14 شکل

 =4Ωپيرو براي  و محوري
Fig. 14. The effect of bed damping on the vibration frequency of the system with a symmetrical cross-

section, ignoring the effects of size, temperature changes, axial and follower forces for Ω=4 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل  1. اثر میرایي بستر بر فرکانس ارتعاشاتي سیستم با سطح مقطع متقارن با نادیده گیري اثرات اندازه، تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و 
Ω=  پیرو براي

Fig. 14. The effect of bed damping on the vibration frequency of the system with a symmetrical cross-section, 
ignoring the effects of size, temperature changes, axial and follower forces for Ω=4
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 محوري يبستر، نيروها اندازه، اثرات گيريناديده با سطح مقطع متقارن با هاي ارتعاشاتي سيستمفرکانس بر تغييرات دمايي اثر: 15 شکل
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Fig. 15. The effect of temperature changes on the vibration frequencies of the system with a symmetrical 

cross-section, ignoring the effects of size, bed, axial and follower forces for U=2 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 15. اثر تغییرات دمایي بر فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم با سطح مقطع متقارن با نادیده گیري اثرات اندازه، بستر، نیروهاي محوري و 
U=2 پیرو براي

Fig. 15. The effect of temperature changes on the vibration frequencies of the system with a symmetrical 
cross-section, ignoring the effects of size, bed, axial and follower forces for U=2
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Fig. 16. Time response of the system with symmetrical cross-section, ignoring the effects of size, substrate, 

temperature changes, axial and follower forces for Ω=5 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ω=5 شکل 16. پاسخ زماني سیستم با سطح مقطع متقارن با نادیده گیري اثرات اندازه، بستر، تغییرات دمایي، نیروهاي محوري و پیرو براي

Fig. 16. Time response of the system with symmetrical cross-section, ignoring the effects of size, substrate, 
temperature changes, axial and follower forces for Ω=5
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چنین سرعتي، سازه ناپایداري فلاتر را که همراه با نوسان است تجربه مي کند. 

نتيجه4گيري-54
با  نانومقیاس  تیرهاي  دینامیک  ارینگن،  غیرمحلي  تئوري  براساس 
ویسکوالاستیک-پاسترناک  بستر  در  شده  محاط  و چرخشي  طولي  حرکات 
که تحت نیروهاي محوري و پیرو هستند، مدل شد. همچنین، اثرات سطح 
مقطع نامتقارن و تغییرات حرارتي نیز براي سیستم درنظرگرفته شد. معادلات 
دینامیکي سیستم با درنظرگیري اثرات سطحي به دست آمدند. با کمک روش 
گسسته سازي گالرکین، معادلات کاهش مرتبه یافته سیستم به دست آمدند 
ناپایداري هاي  آستانه  ارتعاشاتي،  فرکانس هاي  ویژه،  مقدار  مسئله  حل  با  و 
استاتیکي و دینامیکي تعیین شدند. باهدف اعتبارسنجي، مطالعات مقایسه اي 
با مقالات علمي موجود انجام شد. اثر پارامترهاي کلیدي بر رفتار دینامیکي 
نتایج مهم به دست آمده در پژوهش حاضر  پایداري سیستم آزموده شدند.  و 

عبارت هستند از:
 درنظرگیري اثرات سطحي در سیستم منجر به افزایش 	

فرکانس هاي ارتعاشاتي و بهبود پایداري سیستم مي شود.
 باعث 	 پیرو  فشاري  نیروي  کششي،  محوري  نیروي  برعکس 

کاهش سرعت هاي طولي و چرخشي مربوط به ناپایداري استاتیکي مي شود.
 در مقایسه با بستر وینکلر، بستر پاسترناک اثر مشهودتري بر بهبود 	

پایداري سیستم دارد.
 فرکانس هاي 	 غیرمحلي،  پارامتر  شوندگي  نرم  اثرات  دلیل  به 

ارتعاشاتي و پایداري سیستم با افزایش غیرمحلیت کاهش مي یابند.
 به 	 منجر  سیستم  قطر  به  طول  ضخامت/طول/نسبت  افزایش 

کاهش/افزایش/افزایش آستانه ناپایداري سیستم مي شود.
 با افزایش سرعت محوري، سیستم هر دو ناپایداري استاتیکي و 	

افزایش سرعت چرخشي، سیستم  با  دینامیکي را تجربه مي کند. درحالي که 
تنها متحمل ناپایداري استاتیکي یا دینامیکي مي شود.

 در 	 فرکانسي  شاخه هاي  نامتقارن،  مقطع  سطح  درنظرگیري  با 
دیاگرام کمپل دیگر موازي نخواهند بود. همچنین، مرز ناپایداري استاتیکي 
براي سیستم هاي با سطح مقطع نامتقارن تبدیل یک ناحیه ناپایداري مي شود.

 برعکس محیط دما-بالا، با افزایش درجه حرارت در محیط دما-	
پایین، پایداري فرکانس هاي ارتعاشاتي سیستم بهبود مي یابند.

 بادرنظرگیري میرایي براي بستر، سیستم دیگر پدیده کوپل-مود 	
فلاتر را تجربه نمي کند.

فهرست4علائم64-4

A  مشخصه طولي 
E  مدول يانگ نانوتير 

SE  مدول يانگ لايه سطحي  

eE  انرژي پتانسيل کرنشي 

effEI  صلبيت خمشي معادل 

e0  ثابت ماده 

d   داخلي نانوتيرقطر  
D   قطر خارجي نانوتير 

Wk   ضريب الاستيک بستر وينکلر 

Pk   ضريب الاستيک بستر پاسترناک 

L   طول نانوتير 
M  ممان خمشي 
N  تعداد مود ارتعاشاتي 
P   محوري ينيرو  

 kP t  zيافته در راستاي مختصات تعميم 

q شده مماسيي توزيعنيرو   

 jq t  yدر راستاي   يافتهتعميم مختصات 

kT  انرژي جنبشي سيستم 

U   سرعت محوري  
v  yجابجايي عرضي در راستاي  

W  کار نيروي خارجي 
w  zجابجايي عرضي در راستاي  

x  کرنش طولي     

x  تنش محوري  
  چگالي نانوتير 
0  تنش سطحي پسماند 
  پارامتر غيرمحلي 
  شکل مود ارتعاشاتي سيستم 
Ω   سرعت چرخشي 
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