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ABSTRACT: In this paper, the effect of porosity on the thermo-elastoplastic bending response of 
temperature-dependent functionally graded plates exposed to a combination of thermal and mechanical 
loads is studied using a three-dimensional meshless model based on the radial basis reproducing 
kernel particle method. To describe the plastic behavior of the plate, the von Mises yield criterion, 
isotropic strain hardening, and the Prandtl-Reuss flow rule are adopted. The material properties are 
continuously varying in the thickness direction according to a power-law function in terms of the 
ceramic and metal volume fractions. The modified rule of mixtures is employed to locally evaluate 
the effective thermomechanical parameters of the functionally graded material. A 3D meshless model 
based on the radial basis reproducing kernel particle method is developed and used in all analyses. 
To show the accuracy and efficiency of the present method, the obtained results are compared with 
the existing analytical and numerical results and very good agreements have been observed. Several 
numerical examples for temperature, deflection, and stress analysis of porous functionally graded plates 
are presented, and the effect of significant parameters such as porosity coefficient, material gradient 
index, thickness ratio, and boundary conditions on the bending response of plates has been investigated. 

Review History:

Received: Feb. 02, 2022
Revised: Aug. 14, 2022
Accepted: Sep. 10, 2022
Available Online: Sep. 23, 2022

Keywords:

Thermo-elastoplastic analysis

Functionally graded plate

Porosity

Reproducing kernel particle method

Radial basis function

479

1- Introduction
Functionally Graded (FG) materials are advanced 

composites that are purposefully made through the 
heterogeneous distribution of different constituents. 
Continuous changes of properties in FG materials cause 
different thermo-mechanical behavior in them and this can 
help to improve physical characteristics including stress 
concentration, thermal stresses, and residual stresses. The 
high practical capabilities of FG materials, including high 
strength, high-temperature resistance, and impact resistance, 
have made it possible for designers to use them widely in 
various fields of mechanics, aerospace, electronics, nuclear, 
biomedicine, etc. The wide use of plates in most modern 
and practical engineering structures, as well as the unique 
properties of FG materials, has become the study of the 
thermo-mechanical behavior of FG plates into an attractive 
research field. Among the different methods of producing FG 
materials, the sintering process is known as one of the suitable 
methods for manufacturing these materials. In this method, 
due to the large difference in coagulation temperature between 
the components, the occurrence of porosity in the material 
is inevitable [1]. For this reason, investigating the effect of 
porosity in the analysis of functionally graded structures is 
of particular importance. Zenkour [2] presented the bending 
responses of porous FG single-layered and sandwich thick 

rectangular plates using a quasi-3D shear deformation 
theory. Thermo-elastic analysis of FG porous materials 
with temperature-dependent properties using a staggered 
finite volume method was developed by Gong et al. [3]. The 
staggered grid technique is employed to incorporate property 
variation into the discretization of governing equations. 
Liang and Wang [4] proposed a quasi-3D trigonometric 
shear deformation theory for wave propagation analysis of 
FG sandwich plates with porosities resting on a viscoelastic 
foundation. By dividing the transverse displacement into 
bending, shear, and stretching components, they calculated 
the transverse shear and normal deformations. Mashat et 
al. [5] presented a quasi-3D higher-order plate theory for 
bending analysis of  FG plates resting on elastic foundations 
under hygro-thermo-mechanical loads with porosity. They 
considered the impacts of transverse shear deformation as 
well as the transverse normal strain. The influence of porosity 
distribution on free vibration and buckling analysis of multi-
directional FG sandwich plates was investigated by Sah and 
Ghosh [6]. To incorporate the porosity in the FG face sheet, 
they considered even, uneven, logarithmic uneven, linear 
uneven, and sinusoidal uneven porosity distribution models. 
In recent years, meshless methods have been developed as 
one of the most powerful computational methods and have 
been successfully used to solve many practical problems. 
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One of the most common and widely used meshless methods, 
which is well-developed based on the smooth particle 
hydrodynamics method, is the Reproducing Kernel Particle 
Method (RKPM). Although the shape functions created by 
the RKPM method have excellent smoothness, this method 
has some shortcomings in the numerical simulation process 
so the accuracy and stability of the results are affected by 
different kernel functions [7]. To reduce the negative effects 
of different kernel functions as well as improve the accuracy 
and stability of calculations, the Radial Basis Function (RBF) 
has been integrated with the RKPM method and a new method 
called the Radial Basis Reproducing Kernel Particle Method 
(RRKPM) has been introduced. One of the most important 
advantages of the RRKPM is to increase the convergence 
and accuracy of the results by reducing the dependence of 
its approximation function on the kernel function [8]. In the 
present study, a 3D radial basis reproducing kernel particle 
model is presented for nonlinear thermo-elastoplastic bending 
analysis of temperature-dependent porous FG plates exposed 
to a combination of mechanical and thermal loads.

2- Methodology
A rectangular porous FG plate with dimensions a b h× ×  

is considered. A schematic view of the plate in the Cartesian 
coordinate system xyz is shown in Fig. 1. The z-axis is 
positioned across the thickness and the xy plane ( 0z = ) 
coincides with the bottom surface of the plate. It is assumed 
that the bottom surface of the plate varies from metal-rich to 
ceramic-rich at the top surface.

It is assumed that the plate is initially at a uniform 
temperature 0 300KT =  and is completely stress-free. 
Subsequently, the top surface of the plate is exposed to a 
combination of thermal and mechanical loads. The ceramic 
constituent is completely brittle and always retains its elastic 
deformation. While yield in FGMs occurs in their metal 
constituent when the equivalent stresses are greater than 
the yield limit. So far, various homogenization methods 
have been proposed to estimate the effective mechanical 
properties of metal-ceramic composite materials. One of the 
simplest and most convenient homogenization techniques is 
the modified rule of mixtures, which predicts the effective 
material properties of a metal-ceramic composite using the 
volume fraction of its constituents.

3- Results and Discussion
A parametric study has been performed to investigate the 

effect of important parameters including shape parameter and 
nodal density on computational accuracy, and their optimal 
values have been extracted. Then, to prove the efficiency and 
accuracy of the present method, several numerical examples 
are analyzed and the results are compared with those 
obtained from analytical and numerical methods. In Fig. 2, 
the variations of the equivalent plastic strain with respect to 
time, 2 2( )( , , )p a bt hε − , through the thickness of SSSS porous 
FG plate are shown for different values of the porosity 
gradient index pn . It can be seen that with the increase of 

pn , pε  increases significantly. According to the figure, it 
can be concluded that the effect of increasing the porosity 
coefficient in increasing plastic strain is significant.

4- Conclusions
In this paper, a 3D thermo-elastoplastic formulation based 

on the radial basis reproducing kernel particle approach was 
developed to explore the nonlinear bending behavior of 
temperature-dependent porous FG plates under a combination 
of mechanical and thermal loads. In this regard, the following 
results were obtained

- By increasing the porosity coefficient p, the deflection 
of the plate increased and the stress xxσ  on the upper surface 
of the plate decreased.

- The increase in the porosity coefficient led to a decrease 
in the equivalent stress level and an increase in the amount of 
equivalent strain and plastic strain.

- With the increase of the material gradient index n, 
the deflection of the plate increased and its plastic strain 
decreased.
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Fig. 1. Porous FG plate in the 3D coordinate system 

It is assumed that the plate is initially at a uniform 
temperature 0 300KT   and is completely stress-free. 
Subsequently, the top surface of the plate is exposed to 
a combination of thermal and mechanical loads. The 
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Fig. 1. Porous FG plate in the 3D coordinate system
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estimate the effective mechanical properties of metal-
ceramic composite materials. One of the simplest and 
most convenient homogenization techniques is the 
modified rule of mixtures, which predicts the effective 
material properties of a metal-ceramic composite using 
the volume fraction of its constituents. 

3. Results and Discussion 

A parametric study has been performed to investigate 
the effect of important parameters including shape 
parameter and nodal density on computational accuracy, 
and their optimal values have been extracted. Then, to 
prove the efficiency and accuracy of the present 
method, several numerical examples are analyzed and 
the results are compared with those obtained from 
analytical and numerical methods. In Fig. 2, the 
variations of the equivalent plastic strain with respect to 
time, 2 2( )( , , )p a bt h  , through the thickness of SSSS 
porous FG plate are shown for different values of the 
porosity gradient index pn . It can be seen that with the 

increase of pn , p  increases significantly. According to 
the figure, it can be concluded that the effect of 
increasing the porosity coefficient in increasing plastic 
strain is significant. 
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Fig. 2. Variations of equivalent plastic strain with respect 
to time for SSSS porous FG square plate for different 

values of porosity gradient index, ( 0/ 0.1, 1, 0.2h a n p   ) 

4. Conclusions 

In this paper, a 3D thermo-elastoplastic formulation 
based on the radial basis reproducing kernel particle 
approach was developed to explore the nonlinear 
bending behavior of temperature-dependent porous FG 
plates under a combination of mechanical and thermal 
loads. In this regard, the following results were obtained 

- By increasing the porosity coefficient p, the deflection 
of the plate increased and the stress xx  on the upper 
surface of the plate decreased. 

- The increase in the porosity coefficient led to a 
decrease in the equivalent stress level and an increase in 
the amount of equivalent strain and plastic strain. 

- With the increase of the material gradient index n, the 
deflection of the plate increased and its plastic strain 
decreased. 

References 

[1] J. Zhu, Z. Lai, , Z. Yin, J. Jeon, S. Lee, Fabrication 
of ZrO2–NiCr functionally graded material by powder 
metallurgy, Materials chemistry and physics 68(1-3) 
(2001) 130-135. 

[2] A.M. Zenkour, A quasi-3D refined theory for 
functionally graded single-layered and sandwich plates 
with porosities, Composite Structures, 201 (2018) 38-
48. 

[3] J. Gong, L. Xuan, B. Ying, H. Wang, Thermoelastic 
analysis of functionally graded porous materials with 
temperature-dependent properties by a staggered finite 
volume method, Composite Structures, 224 (2019) 
111071. 

[4] C. Liang, Y.Q. Wang, A quasi-3D trigonometric 
shear deformation theory for wave propagation analysis 
of FGM sandwich plates with porosities resting on 
viscoelastic foundation, Composite Structures, 247 
(2020) 112478. 

[5] D.S. Mashat, A.M. Zenkour, A.F. Radwan, A quasi-
3D higher-order plate theory for bending of FG plates 
resting on elastic foundations under hygro-thermo-
mechanical loads with porosity, European Journal of 
Mechanics-A/Solids, 82 (2020) 103985. 

[6] S.K. Sah, A. Ghosh, Influence of porosity 
distribution on free vibration and buckling analysis of 
multi-directional functionally graded sandwich plates, 
Composite Structures, 279 (2022) 114795. 

[7] S. Qin, G. Wei, Z. Liu, G. Su, The elastic dynamics 
analysis of FGM using a meshless RRKPM, 
Engineering Analysis with Boundary Elements, 129 
(2021) 125-136. 

[8] Z. Liu, G. Wei, S. Qin, Z. Wang, The elastoplastic 
analysis of functionally graded materials using a 
meshfree RRKPM, Applied Mathematics and 
Computation, 413 (2022) 126651.  

Fig. 2. Variations of equivalent plastic strain with respect 
to time for SSSS porous FG square plate for different val-

ues of porosity gradient index, ( 0/ 0.1, 1, 0.2h a n p= = = )



R. Vaghefi, Amirkabir J. Mech. Eng., 54(10) (2023) 479-482, DOI: 10.22060/mej.2022.20998.7356

481

References
[1] J. Zhu, Z. Lai, , Z. Yin, J. Jeon, S. Lee, Fabrication of 

ZrO2–NiCr functionally graded material by powder 
metallurgy, Materials chemistry and physics 68(1-3) 
(2001) 130-135.

[2] A.M. Zenkour, A quasi-3D refined theory for functionally 
graded single-layered and sandwich plates with 
porosities, Composite Structures, 201 (2018) 38-48.

[3] J. Gong, L. Xuan, B. Ying, H. Wang, Thermoelastic 
analysis of functionally graded porous materials with 
temperature-dependent properties by a staggered finite 
volume method, Composite Structures, 224 (2019) 
111071.

[4] C. Liang, Y.Q. Wang, A quasi-3D trigonometric shear 
deformation theory for wave propagation analysis 
of FGM sandwich plates with porosities resting on 
viscoelastic foundation, Composite Structures, 247 

(2020) 112478.
[5] D.S. Mashat, A.M. Zenkour, A.F. Radwan, A quasi-3D 

higher-order plate theory for bending of FG plates resting 
on elastic foundations under hygro-thermo-mechanical 
loads with porosity, European Journal of Mechanics-A/
Solids, 82 (2020) 103985.

[6] S.K. Sah, A. Ghosh, Influence of porosity distribution on 
free vibration and buckling analysis of multi-directional 
functionally graded sandwich plates, Composite 
Structures, 279 (2022) 114795.

[7] S. Qin, G. Wei, Z. Liu, G. Su, The elastic dynamics 
analysis of FGM using a meshless RRKPM, Engineering 
Analysis with Boundary Elements, 129 (2021) 125-136.

[8] Z. Liu, G. Wei, S. Qin, Z. Wang, The elastoplastic analysis 
of functionally graded materials using a meshfree 
RRKPM, Applied Mathematics and Computation, 413 
(2022) 126651. 

HOW TO CITE THIS ARTICLE
R. Vaghefi, Investigation of the Effect of Porosity on Thermo-Elastoplastic Bending of Func-
tionally Graded Plates Using 3D Meshless Radial Basis Reproducing Kernel Particle Method, 
Amirkabir J. Mech Eng., 54(10) (2023) 479-482.

DOI: 10.22060/mej.2022.20998.7356



This
 pa

ge
 in

ten
tio

na
lly

 le
ft b

lan
k



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر

نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحات 2377 تا 2398
DOI: 10.22060/mej.2022.20998.7356

بررسی اثر تخلخل بر خمش ترمو-الاستوپلاستیک ورق های مدرج تابعی توسط روش بدون 
المان بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی سه بعدی

رضا واقفی*

دانشکده مهندسی، دانشگاه فسا، فسا، ایران. 

خلاصه: در این مقاله اثر تخلخل بر پاسخ خمش ترمو-الاستوپلاستیک ورق های مدرج تابعی با خواص وابسته به دما که در معرض 
ترکیبی از بارهای حرارتی و مکانیکی واقع شده اند، توسط یک مدل بدون المان سه بعدی مبتنی بر روش بازتولید نقطه با هسته پایه 
شعاعی مورد مطالعه قرار گرفته است. برای توصیف رفتار پلاستیک ورق، معیار تسلیم فون میزز، کرنش سختی همسانگرد و قانون 
جریان پراندتل-رویس بکار گرفته شده است. خواص ماده مدرج تابعی که همگی وابسته به دما فرض شده اند، به طور پیوسته در جهت 
ضخامت ورق، بر اساس کسر حجمی اجزای تشکیل دهنده آن و بر طبق یک تابع توانی تغییر می کنند. از قانون آمیختگي اصلاح شده 
برای ارزیابی موضعی پارامترهای ترمومکانیکی مؤثر در ماده مدرج تابعی استفاده شده است. یک مدل بدون المان سه بعدی مبتنی 
بر روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی توسعه یافته و در همه تجزیه و تحلیل ها بکار گرفته شده است. برای نشان دادن دقت و 
کارایی روش حاضر، نتایج بدست آمده با نتایج تحلیلی و عددی موجود در مراجع معتبر مقایسه شده و توافق بسیار خوبی میان نتایج 
مشاهده شده است. به علاوه تأثیر پارامترهای مهمی مانند ضریب تخلخل، شاخص تغییرات ماده، نسبت ضخامت و شرایط مرزی بر 

پاسخ خمش ورق مدرج تابعی مطالعه شده است.  
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مقدمه-  
مواد مدرج تابعی1 کامپوزیت های پیشرفته ای هستند که به طور هدفمند 
ویژگی های  از  می شوند.  ساخته  مختلف  اجزای  ناهمگن  توزیع  طریق  از 
منحصر به فرد این مواد، امکان کنترل تدریجی کسر حجمی اجزای تشکیل 
تابع دلخواه است. تغییرات پیوسته خواص در مواد  آنها توسط هر  دهنده ی 
مدرج تابعی موجب بروز رفتار ترمومکانیکی متفاوت در آنها شده و این امر 
می تواند به بهبود مشخصه های ترمومکانیکی از جمله تمرکز تنش، تنش های 
حرارتی و تنش های پسماند کمک کند. قابلیت های عملی بالای مواد مدرج 
تابعی شامل استحکام بالا و مقاومت در برابر دما و ضربه این امکان را برای 
طراحان فراهم آورده است تا از آنها در زمینه های مختلف مکانیک، هوافضا، 
الکترونیک، هسته ای، زیست پزشکی و غیره بطور گسترده ای استفاده کنند. 
استفاده وسیع از ورق ها در اکثر سازه های مدرن و کاربردی مهندسی و نیز 
بالا،  دما  در محیط های  تابعی، خصوصاً  مدرج  مواد  فرد  به  منحصر  خواص 

1  Functionally graded

مطالعه رفتار ترمومکانیکی ورق های مدرج تابعی را به یک حوزه تحقیقاتی 
جذاب تبدیل کرده است.

پودر،  متالورژي  قبیل  از  تابعی  مدرج  مواد  تولید  مختلف  روش هاي 
رسوب بخار، ریخته گري گریز از مرکز و جداسازي مغناطیسی اغلب دارای 
معایبی مانند هزینه بالا و پیچیدگی فرآیند هستند. به عنوان مثال در فرآیند 
تف جوشی2 که به عنوان یکی از روش هاي مناسب جهت تولید مواد مدرج 
تابعی شناخته می شود، به دلیل تفاوت زیاد در دمای انجماد اجزای تشکیل 
ناپذیر  اجتناب  ماده  یا حفره های میکروسکوپی درون  بروز تخلخل3  دهنده، 
است  ]1[. به همین علت بررسی اثر تخلخل در تحلیل سازه هاي مدرج تابعی 
از اهمیت ویژه ای برخوردار است. یکی از مزیت های بسیار مهم مواد مدرج 
تابعی متخلخل توانایی فوق العاده آن ها در جذب انرژی است. همچنین این 
نوع مواد به دلیل امکان کنترل خواص آنها بر حسب نوع کاربرد، به شدت 

مورد توجه قرار دارند ]2[.

2  Sintering
3  Porosity
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در سال 2003 تحلیل ترموالاستیک ورق مدرج تابعی متخلخل دوبعدی 
به روش المان محدود1 توسط نعمت اله2 ]3[ انجام شد. پس از آن در سال 
تابعی  مدرج  مواد  الاستوپلاستیک  رفتار   ]4[ همکاران  و  اله  نعمت   ،2009
مطالعه،  این  در  کردند.  بررسی  شدید  حرارتی  بارگذاری  تحت  را  متخلخل 
-TI در بازه دمایی  Al V−6 4 ( و آلیاژ تیتانیوم  ZrO2 ترکیبی از زیرکونیا )
300 تا 2090 کلوین استفاده شد. گائو و همکاران ]5] تحلیل ارتعاشات آزاد 
نانو  با  تقویت شده  خطی و غیرخطی میکرو ورق های کامپوزیتی متخلخل 
تراشه های گرافنی بر روی بستر الاستیک را ارائه کردند. آن ها اثر کسر وزنی 
فرکانس  برروی  را  تخلخل  و ضریب  منظر  نسبت  گرافنی،  تراشه های  نانو 
ورق های  خمش  تحلیل  زنکور3]6[  دادند.  قرار  بررسی  مورد  ورق  طبیعی 
متخلخل را به کمک نظریه تغییر شکل برشی شبه سه بعدی ارائه داد. در این 
مطالعه ورق های تک لایه و ساندویچی مدرج تابعی مورد بررسی قرار گرفتند. 
خواص  با  تابعی  مدرج  متخلخل  ورق های  دوبعدی  ترموالاستیک  تحلیل 
وابسته به دما به کمک روش حجم محدود توسط گونگ4 و همکاران ]7[ 
انجام شد. سپس در سال 2020، یک نظریه تغییر شکل برشی مثلثاتی شبه 
سه بعدی برای تجزیه و تحلیل انتشار موج ورق های ساندویچی مدرج تابعی 
متخلخل بر بستر ویسکوالاستیک توسط لیانگ5 و ونگ ]8[ پیشنهاد گردید. 
برای محاسبه برش عرضی و تغییر شکل های طولی در این روش، جابجایی 
و  ماشات6  است.  شده  تقسیم  کششی  و  برشی  خمشی،  اجزای  به  عرضی 
همکاران ]9[ خمش ورق های مدرج تابعی متخلخل بر روی بستر الاستیک 
تحت بارهای رطوبتی-ترمومکانیکی را توسط تئوری ورق مرتبه بالا7 بررسی 
کردند. در این مطالعه اثرات کرنش های نرمال و برشی عرضی در نظر گرفته 
با  متخلخل  تابعی  مدرج  ارتعاشات ورق  تحلیل  در سال 2021،  است.  شده 
ضخامت متغیر بر روی بستر وینکلر-پسترنک8 به کمک نظریه تغییر شکل 
برشی مرتبه اول توسط کومار9 و همکاران ]10[ انجام شد. ارتعاشات اجباری 
غیرخطی پوسته های استوانه ای ساندویچی ساخته شده از مواد مدرج تابعی 
مورد   ]11[ همکاران  و  لیو10  توسط  الاستیک  بستر  یک  روی  بر  متخلخل 
بررسی قرار گرفت. در این مطالعه ضمن در نظر گرفتن یک توزیع تخلخل 

1  Finite element method
2  Nemat-Alla
3  Zenkour
4  Gong
5  Liang and Wang
6  Mashat
7  Higher-order plate theory
8  Winkler-Pasternak
9  Kumar
10  Liu

اثر نسبت هسته به ضخامت، کسر حجمی تخلخل،  غیریکنواخت در مواد، 
سال  در  شد.  بررسی  نتایج  بر  خارجی  تحریک  و  ماده11  تغییرات  شاخص 
و  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  بر  تخلخل  توزیع  اثر   ]12[ قوش12  و  ساح   ،2022
کمانش ورق های ساندویچی مدرج تابعی چند جهته را بر اساس تئوری تغییر 
شکل برشی سینوسی مطالعه کردند. آن ها علاوه بر توزیع تخلخل یکنواخت، 
و  نمایی  توزیع خطی،  شامل  ماده  در  غیریکنواخت  تخلخل  توزیع  نوع  سه 

سینوسی را در نظر گرفتند.
ورق ها  تحلیل  در  مختلفی  دوبعدی  تئوری های  شد  ذکر  که  همانگونه 
همواره مورد توجه محققین بوده است. با این حال فرضیات در نظر گرفته شده 
در این تئوری ها ممکن است خطاهایی را در حل مساله وارد کند که با افزایش 
ضخامت ورق، افزایش خواهند یافت. این حقیقت که نتایج حاصل از تحلیل 
سه بعدی، به دلیل عدم وجود فرضیات ساده کننده، بینش فیزیکی عمیق تر و 
واقعی تری را، خصوصاً در برخورد با ورق های ضخیم، ارائه می دهد غیر قابل 
انکار است. ول و باترا13 ]13[ با استفاده از تئوری ترموالاستیسیته غیرکوپل، 
برای مطالعه خمش ترمومکانیکی ورق های مدرج  را  حل تحلیلی سه بعدی 
تابعی با تکیه گاه های ساده ارائه کردند. در سال 2010، حل دقیق سه بعدی 
توسط  الاستیک  بستر  روی  بر  پیزوالکتریک  لایه های  با  تابعی  مدرج  ورق 
علی بیگلو ]14[ انجام شد. مژده ای و همکاران ]15[ با استفاده از روش بدون 
المان پتروف-گالرکین محلی14 حل سه بعدی استاتیکی و دینامیکی ورق های 
مدرج تابعی را بدست آوردند. پاسخ ترموالاستیک سه بعدی ورق های مدرج 
تابعی بر بستر الاستیک با استفاده از روش تربیع دیفرانسیل15 توسط آدینه و 
کدخدایان ]16[ ارائه شد. این مطالعه بر روی ورق های مورّبی که برخی از 
خواص آن تابع دما است انجام شد. نیکبخت و همکاران ]17[ پاسخ خمش 
از  استفاده  با  ناحیه تسلیم  به  تا رسیدن  را  تابعی  سه بعدی ورق های مدرج 
روش المان محدود لایه ای16 ارائه کردند. یک رویکرد واقعاً بدون المان مبتنی 
بر روش درونیابی متحرک کریجینگ17 برای تحلیل سه بعدی خمش ترمو-

الاستوپلاستیک ورق های مدرج تابعی مورّب تحت بارگذاری ترکیبی توسط 
واقفی ]18[ ارائه شد. در این مقاله اثر پارامترهای مهمی از قبیل زاویه تورّب18 
بررسی  گرفتند.  قرار  مطالعه  مورد  نتایج  روی  بر  ماده  تغییرات  شاخص  و 

11  Material gradient index
12  Sah and Ghosh
13  Vel and Batra
14  Meshless local Petrov-Galerkin method
15  Differential quadrature method
16  Layer-wise
17  Moving Kriging interpolation method
18  Skew angle
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مقالات این حوزه نشان می دهد که تاکنون تحلیل سه بعدی از تأثیر تخلخل 
با خواص وابسته به  تابعی  بر خمش ترمو-الاستوپلاستیک ورق های مدرج 

دما ارائه نشده است. 
قوی ترین  از  یکی  عنوان  به  المان  بدون  روش های  اخیر  سال های  در 
با  مسائل  از  بسیاری  حل  در  و  یافته  توسعه  بخوبی  محاسباتی  روش های 
موفقیت بکار رفته اند. از آنجاکه توابع تقریب در این روش ها تنها با استفاده 
می شوند،  ایجاد  مساله  دامنه  در  شده  توزیع  گره  سری  یک  اطلاعات  از 
یا  و  یافته  کاهش  عددی  شبیه سازی های  در  مش بندی  نامطلوب  اثرات 
حذف می گردند. از این رو روش های بدون المان نسبت به دیگر روش های 
عددی متداول مزایای قابل توجهی دارند که از جمله آنها می توان به فرآیند 
اشاره  نتایج  پایداری خوب  و  بالا  پیاده سازی عددی ساده، دقت محاسباتی 
کرد. یکی از متداول ترین و پرکاربردترین این روش ها روش بازتولید نقطه 
با هسته1 است که مبتنی بر روش هیدرودینامیک ذرات هموار2 بسط یافته 
است. اگرچه توابع شکل ایجاد شده توسط این روش به اندازه کافی هموار 
هستند اما تأثیر توابع مختلف هسته بر دقت و پایداری نتایج از کاستی های 
هسته3  توابع  منفی  اثرات  از  کاستن  منظور  به   .]19[ می شود  محسوب  آن 
روش  با  شعاعی4  پایه  توابع  محاسبات،  پایداری  و  دقت  بهبود  همچنین  و 
بازتولید  روش  نام  به  جدیدی  روش  و  شده  ترکیب  هسته  با  نقطه  بازتولید 
نقطه با هسته پایه شعاعی5 معرفی شده است. از مهمترین مزایای این روش 

1  Reproducing Kernel Particle Method (RKPM)
2  Smooth particle hydrodynamics method
3  Kernel functions
4  Radial basis functions
5  Radial Basis Reproducing Kernel Particle Method 
(RRKPM)

افزایش همگرایی و دقت نتایج در نتیجه ی کاهش وابستگی تابع تقریب به 
تابع هسته است ]20[. تا کنون از روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی 
الاستوپلاستیک   ،]21[ الاستیک  مسائل  جمله  از  مساله  چندین  حل  برای 
تقریباً  حال،  این  با  است.  استفاده شده  غیره  و   ]19[ الاستودینامیک   ،]20[
تمامی این مطالعات به تحلیل های دوبعدی محدود هستند. با توجه به دانش 
نویسنده، این اولین باری است که روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی 
برای تحلیل سه بعدی یک مساله ترمو-الاستوپلاستیک فرمول بندی شده و 

به کار گرفته می شود.
در مطالعه حاضر، یک مدل سه بعدی بدون المان مبتنی بر روش بازتولید 
ترمو-الاستوپلاستیک  تحلیل خمش  منظور  به  شعاعی  پایه  هسته  با  نقطه 
ورق های مدرج تابعی متخلخل با خواص وابسته به دما در معرض ترکیبی از 

بارهای مکانیکی و حرارتی ارائه شده است.

توصیف مساله و خواص مواد- 2
ابعاد  به  مستطیلی  متخلخل  تابعی  مدرج  ورق  یک   ،1 شکل  مطابق 
a در سیستم مختصات دکارتی xyz در نظر بگیرید. محور z در  b h× ×

راستای ضخامت و صفحه xy بر سطح پایینی ورق منطبق است. فرض بر 
این است که خواص ورق از فلز در سطح پایینی تا سرامیک در سطح بالایی 
تغییر می کند. کسر حجمی فلز توسط یک تابع توانی به صورت زیر تعریف 

می شود:
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Fig. 1. Porous FG plate in the 3D coordinate system 
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شکل  . ورق مدرج تابعی متخلخل در دستگاه مختصات سه بعدی 

Fig. 1. Porous FG plate in the 3D coordinate system
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c حداکثر کسر حجمی سرامیک مربوط به سطح بالایی )
maxV که در آن 

n ≥0 ( و n شاخص تغییرات مواد در راستای ضخامت است ) c
maxV≤ ≤0 1

( و آلیاژ  ZrO2 (. در این مطالعه صفحه مدرج تابعی مخلوطی از زیرکونیا )
-TI در نظر گرفته شده و خواص وابسته به دمای آنها در  Al V−6 4 تیتانیوم 

جدول 1 ارائه شده است.
را  خود  الاستیک  تغییر شکل  همواره  سرامیکی  جزء  اینکه  به  توجه  با 
حفظ می کند و در واقع تسلیم در جزء فلزی مواد مدرج تابعی رخ می دهد، 
روش های همگن سازی متنوعی برای توصیف رفتار غیرخطی و نیز تخمین 
خواص مؤثر مواد مدرج تابعی بکار می رود. یکی از ساده ترین و پرکابردترین 
این روش ها، قانون آمیختگي اصلاح شده1 ]22[ است که خواص مواد مؤثر 
اجزای آن پیش بینی  را توسط کسر حجمی  فلز-سرامیک  یک ماده مرکب 
، تنش  effν0 ، ضریب پواسون  effE0 می کند. بر اساس این قانون مدول یانگ 
غیرمتخلخل  تابعی  مدرج  ماده  effH یک  0 مماسی2  و مدول   eff

yσ 0 تسلیم 
بصورت زیر بیان می شود:

1  Modified rule of mixtures
2  Tangent modulus

(2)
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جدول  . خواص وابسته به دمای اجزای ماده مدرج تابعی]4[

Table 1. Temperature-dependent properties of FG material components [4] 4[اجزای ماده مدرج تابعی  دمای به وابسته : خواص1جدول[ 
Table 1. Temperature-dependent properties of FG material components [4] 

 واحد پارامتر جزء جزء
 سرامیک: 

(ZrO2) 
( ) / / /cE T T T−= −  − +6 28 1 10 005 132 2 GPa 

/c =0 333 - 

( ) / / /c T T T − − −=  −  + 12 2 9 612 7 10 18 9 10 13 31 10 / K1 
( ) / { ( )}33657 1 300c T T = + − kg/m3 

( ) / / /c T T T − −=  +  +6 2 30116 10 0 21 10 1 71 W/mK 
( ) / / /cc T T T T− −= +  −  + +7 3 4 21 71 10 6 19 10 0 795 274 J/kgK 

   
 فلز: 

(TI- Al V−6 4) 
 

( ) / /mE T T= − +00565 122 7 GPa 
( ) /m T T −=  +632 10 0 289 - 

( ) / / / /m
y T T T T − −=  +  − +
0

8 3 4 22 434 10 1 607 10 111 1540 9 MPa 
( ) / /mH T T= − +11529 2306 14  MPa 

( ) / / /m T T T − − −= −  +  + 12 2 9 62 69 10 5 56 10 7 43 10  / K1 
( ) / { ( )}34420 1 300m T T = + −  kg/m3 

( ) / /m T T = +0017 11  W/mK 
( ) / / /mc T T T T− −=  −  + +7 3 4 24 43 10 9 74 10 0 878 350  J/kgK 
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و  سرامیکی  و  فلزی  جزء  بیانگر  ترتیب  به   c و   m بالانویس های 
q، ماده مدرج  =



(. به ازای 0 q≤ ≤ ∞


0 نسبت انتقال تنش به کرنش است )
تابعی زمانی بصورت پلاستیک جریان می یابد که جزء فلزی آن تسلیم شود 
q برابر GPa 5 در نظر گرفته شده است. شکل 2 بطور 



]23[. در اینجا 
شماتیک منحنی تنش-کرنش مواد مدرج تابعی را بر اساس قانون آمیختگي 
، گرمای ویژه  effρ0 ، چگالی  effκ0 اصلاح شده نشان می دهد. هدایت حرارتی 

effα0 به صورت بیان می شوند ]24[: effc0 و ضریب انبساط حرارتی 
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1  Suspended spherical grain model

 
Fig. 2. Schematic representation of the modified rule of mixtures for estimating the stress-strain curve of FG 

materials 
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1  Uneven porosity distribution

pn بترتیب بیانگر  pn و 1< pn نشان دهنده ماده غیرمتخلخل و 1= =0

توزیع تخلخل ناهمگن خطی2 و غیرخطی3 در ماده می باشند.
در این مطالعه فرض شده است که ورق در ابتدا در دمای یکنواخت 300 
کلوین بوده و کاملًا بدون تنش است. سپس سطح بالایی ورق در معرض 
ترکیبی از بارهای حرارتی و مکانیکی قرار می گیرد. بار حرارتی به صورت شار 

سینوسی Q با شدت q بصورت زیر بیان می شود:

(17)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

بار مکانیکی گسترده یکنواخت نیز بشرح زیر اعمال می شود:
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2  Linear uneven porosity distribution
3  Nonlinear uneven porosity distribution

 
Fig. 3. Variation of the porosity coefficient through the thickness of the plate for different values of the porosity 

gradient index pn , ( 0 0.2p = ) 

pn ( ،/opتخلخل   تغییرات شاخص مختلف مقادیر ازای به : تغییرات ضریب تخلخل در راستای ضخامت ورق 3شکل  = 0 2) 
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) 0 0.2p = pn ا، ) شکل 3. تغییرات ضریب تخلخل در راستای ضخامت ورق به ازای مقادیر مختلف شاخص تغییرات تخلخل 

Fig. 3. Variation of the porosity coefficient through the thickness of the plate for different values of the 

porosity gradient index pn   , ( 0 0.2p = )
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2383

لبه های  در   )F( آزاد  و   )S( ساده   ،)C( گیردار  مرزی  شرایط  همچنین 
جانبی ورق بصورت زیر تعریف می شوند:

(19)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

(20)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

(21)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

معادلات حاکمه- 3
معادلات حاکمه حرارتی - 1- 3

Γ احاطه شده  Ω که با مرز  معادله هدایت حرارت زمانمند در دامنه 
) و دما وابسته  , , )x y zx = است، زمانیکه خواص ماده به مختصات نقطه

است، در غیاب منبع گرما، بصورت زیر بیان می شود:

(22)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

شرایط اولیه و مرزی مساله به شرح زیر می باشد:

(23)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

(24)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

(25)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

q به ترتیب دما و شار حرارتی معین  T و T0 بیانگر دمای اولیه و که 
qΓ را نشان می دهند. همچنین n بردار یکه عمود  TΓ و  بر روی مرزهای 

qΓ به سمت خارج است. بر 

(26)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز

 

(27)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 6( صفحه 14معادله ) 14
0 (1 )eff eff

ac = c p c p− + 

 6( صفحه 15معادله ) 15
0 0 0, ,eff eff eff eff eff eff

y y=     = = 

 6( صفحه 16معادله ) 16
0

0.51
0.5

pnz hp p
h

 −
= − 

  

 

) 6( صفحه 17معادله ) 17 , , , ) sin( / )sin( / )Q x y h t q x a y b = 

) 6( صفحه 18معادله ) 18 , , , )zz x y h t p = − 

:C 7( صفحه 19معادله ) 19 0 0, 0,u v w on x a and y b= = = = = 

,0 7( صفحه 20معادله ) 20 0 0,
S:

0, 0 0,
xx

yy

v w on x a
u w on y b



 = = = =
 = = = =

 

0 7( صفحه 21معادله ) 21 0,
F:

0 0,
xx xy xz

yy yx yz

on x a
on y b

  
  
 = = = =
 = = = =

 

) 7( صفحه 22معادله ) 22 ) ( , ). ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) T tT T t T c T
t
xx x x x 

  =


 

 7( صفحه 23معادله ) 23
0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه

) 7( صفحه 24معادله ) 24 , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز

) 7( صفحه 25معادله ) 25 , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز

 7( صفحه 26معادله ) 26
, 0ij j id db + = 

i: 7( صفحه 27معادله ) 27 ij j i tdt d n dt= =    روی مرز
 

(28)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

معادلات حاکمه مکانیکی- 2- 3
برای  آن  مرزي  شرایط  و  مکانیکي  تعادل  حاکمه  معادلات  نموی  فرم 

Γ بصورت زیر بیان مي شود: Ω با مرز  دامنه 
مؤلفه های  بیانگر  ترتیب  به   idb و   idt  ، ijdσ  ، idu آن  در  که 
بردار نمو جابجایی، تنش، ترکشن سطح و نیروي حجمي هستند. همچنین 
idt به ترتیب نمو جابجایی و تنش سطحی معین بر روی مرزهای  idu و 

نمو  بردار  نموي1،  پلاستیسیته  تئوري  بنابر  می دهند.  نشان  را   tΓ و   uΓ

 , ,( )ij i j j id du duε = +1
2 ، که مؤلفه های آن بصورت 

 

8 
 

(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

کرنش کل  

 

8 
 

(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

، حرارتی 

 

8 
 

(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

تعریف می شوند، می تواند به بخش های الاستیک
} تفکیک  }e,thdå و بخش ناشی از خواص وابسته به دما 
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(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

، پلاستیک 
گردد ]26[:

(29)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

(30)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

انبساط  ضریب  بردار  بترتیب   
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(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

آن  در  که 
حرارتی، ماتریس سختی الاستیک، ضریب پلاستیک و تانسور تنش انحرافی 
هستند. برای تعیین نمو کرنش پلاستیک از مدل پراندتل-رویس2 که بر مبنای 
قانون جریان همراه3 شکل گرفته است در ترکیب با تابع تسلیم فون میزز4 
برای حالت کرنش سختی  استفاده شده است.   ) ij ij yF σ σ σ′ ′= − 21 1

2 3 (
 ( ) ( ) p

y y T H Tσ σ ε= +
0

همسانگرد وابسته به دما5، تابع تسلیم بصورت 

1  Incremental plasticity
2  Prandtl-Reuss model
3  Associated flow rule
4  von-Mises yield function
5  Temperature-dependent isotropic strain hardening
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pε به ترتیب تنش تسلیم اولیه، پارامتر  H و   ، yσ
0
بیان می شود، که در آن 

ضریب کرنش سختی و کرنش پلاستیک معادل هستند. ضریب پلاستیک را 
( بدست آورد: ( ),{ },dF T K =ó می توان با اعمال شرط تطابق1 )0

(31)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

(32)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

K ضریب کارسختی2 می باشد که نمو آن  σ تنش معادل و  که در آن 
p در نظر گرفته شده است. اکنون معادلات متشکله 

ij ijdK dσ ε= بصورت 
 )31( تا   )29( روابط  از  استفاده  با  می توان  را  نموی  ترمو-الاستوپلاستیک 

بصورت زیر استخراج کرد:

(33)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

(34)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

(35)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 

]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

 8( صفحه 32معادله ) 32     
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 

]1 8( صفحه 34معادله ) 34 ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = − 

- 8( صفحه 35معادله ) 35 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 

2 8( صفحه 38معادله ) 38 2 2( ) {1, , , , ( ) , ( ) , ( ) ,
( )( ), ( )( ), ( )( )}

T
k k k k k k k k

k k k k k k

x x y y z z x x y y z z
x x y y y y z z z z x x

− = − − − − − −
− − − − − −

x xp 

 9( صفحه 39معادله ) 39
2 3

2 3

2/3 4 4 1/2
4( ) 4/3 4 4 1/2 1
3

0 1

k k k

k k k k k

k

r r r

w r r r r

r

x

 − + 

= − + −  




 

 

 بردار 

 

8 
 

(23 ) 0( ,0) ( ) :T Tx x=   روی دامنه 
(24 ) ( , ) ( , ) : TT t T tx x=    روی مرز 

(25 ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) : q
Tq t T t q t
n

x x x x 
= − = 


  روی مرز 

بردار    n  همچنین.  دهندرا نشان می  q  و  Tمرزهای    بر روی  معین  حرارتی  شار  و  دما  ترتیب  به   qو  Tو  اولیه  دمای  بیانگر  T0که  
 .به سمت خارج است qر  عمود ب یکه

 معادلات حاکمه مکانیکی  -2-3
 :شودمی بیان  زیر بصورت  مرز   با دامنه   برای   شرایط مرزی آنمکانیکی و  تعادل حاکمه فرم نموی معادلات

(26 ) , 0ij j id db + =  

(27 ) :i ij j i tdt d n dt= =    روی مرز 

(28 ) :i i udu du=    روی مرز 

نمو  هایمؤلفه بیانگر    ترتیب  به  idb  و  idu  ،ijd  ،idt  آن  در  که سطح،  تنش،  جابجایی  بردار   . هستند   حجمی  نیروی  و  ترکشن 
روی    و  جابجایینمو    ترتیب  به   idt  و  iduهمچنین   بر  معین  سطحی  می   t  و   uهای  مرزتنش  نشان    تئوری   بنابر  دهند.را 

}کل    کرنشنمو    بردار،  1نموی  پلاستیسیته }dεکه بصورت  مؤلفه  ،  آن  ,های  ,( )1
2ij i j j id du du = بهمیشوند،  می  تعریف  +  تواند 

} الاستیک هایبخش  }edε ،حرارتی  { }thdε ،پلاستیک  { }pdε وابسته به دما   خواص ناشی از بخش  و{ }e,thdε 26]د تفکیک گرد[ : 
(29 ) { } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + +  

(30 ) 
1[ [{ } { } , { } { } , { } { }

e
th e,th p Fd dT d dT d d d

T
Dε α ε σ ε σ 



−    = = = =     
 

}که در آن   }α  ،e[ [D  ،d    و{ }σ   تنش  تیک و تانسور پلاس  ضریب،  الاستیک  سختی  حرارتی، ماتریس  انبساط   ضریب  بترتیب بردار  
از  نمو کرنش  تعیین  برای  .هستند  انحرافی قانون  بر  که  2رویس-پراندتل  مدل  پلاستیک  است  3همراه   جریان   مبنای  گرفته    در   شکل 
21)  4میزز   فون   تسلیم  تابع  با  ترکیب 12 3ij ij yF    =   تابع ،  5دما  به   وابسته   ی همسانگرد حالت کرنش سختبرای   .استفاده شده است  (−
)بصورت    تسلیم ) ( ) p

y y T H T  = +
0

yآن    در  که،  شودمی   بیان  
0

  ،H    وp   ضریب کرنش    پارامتر،  اولیه  تسلیم  تنش  ترتیب  به
))  6تطابق   شرط لاعما  با توانمی را پلاستیک  ضریب. هستند معادل پلاستیک کرنش و سختی ),{ },dF T K =σ  آورد: دستب( 0

(31 )    ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
A T

σ D ε ε ε    = − − +    
 

(32 )      
Tp

T e
p p

F KA
K

σ D σ σ 
  
       = −        

 

و    تنش    آن  در  که کارسختی   Kمعادل  آن  باشد می  7ضریب  نمو  p  بصورت  که 
ij ijdK d =  .است شده  گرفته  نظر  اکنون   در 

 کرد: استخراج ( بصورت زیر31( تا )29روابط ) با استفاده از توانمی را نموی الاستوپلاستیک-ترمو متشکله معادلات
(33 )   -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= −  

(34 ) 1[ ] [ ] [ ]{ }{ } [ ]ep e e T e

A
D D D σ σ D = −  

(35 ) - 11{ } { } { } [ ] [ ]{ } dth ep th e,th ep e Fd d d T
A T

ε ε ε D D σ− = + +


 

]که در آن   [epD و  الاستوپلاستیک سختی ماتریس-{ }th epd ε است کل الاستوپلاستیک-ترمو   کرنش نمو   بردار. 
 

1 Incremental plasticity 
2 Prandtl-Reuss model 
3 Associated flow rule 
4 von-Mises yield function 
5 Temperature-dependent isotropic strain hardening 
6 Consistency condition 
7 Work hardening 

] ماتریس سختی الاستوپلاستیک و  [epD که در آن 
نمو کرنش ترمو-الاستوپلاستیک کل است.

پیاده سازی روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی برای - 4
مساله ترمو-الاستوپلاستیسیته سه بعدی

توابع شکل روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی- 1- 4
دما  یا  جابجایی  بردار  مؤلفه های  می تواند  که   ، ( , )hf tx تقریب  تابع 
x بر اساس ترکیب خطی تابع بازتولید هسته ای3 و تابع  باشد، در هر نقطه 

پایه شعاعی به شرح زیر ساخته می شود ]21[:

1  Consistency condition
2  Work hardening
3  Reproducing kernel function

(36)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

i: 7( صفحه 28معادله ) 28 i udu du=    روی مرز

} 8( صفحه 29معادله ) 29 } { } { } { } { }e th p e,thd d d d dε ε ε ε ε= + + + 
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e

th e,th p Fd dT d dT d d d
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Dε α ε σ ε σ 
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 8( صفحه 36معادله ) 36
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( )
N m

h
k k l l x

k= l=
f t R a t g b tx x x x= +    

) 8( صفحه 37معادله ) 37 ) ( ) ( ) ( ) ( )T
k k k k k k k kR w R Vx x x x x x= − s p 
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T
k k k k k k k k

k k k k k k
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x x y y y y z z z z x x
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) تابع پایه شعاعی و  )lg x ) تابع بازتولید هسته ای،  )kR x که در آن 
lb ضرایب مجهول هستند. همچنین N تعداد گره های توزیع شده  ka و 

) بصورت  )kR x xΩ و m تعداد توابع پایه شعاعی است. تابع  در زیردامنه 
زیر تعریف می شود:

(37)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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]1 8( صفحه 30معادله ) 30 [{ } { } , { } { } , { } { }
e

th e,th p Fd dT d dT d d d
T

Dε α ε σ ε σ 


−    = = = =     
 

 8( صفحه 31معادله ) 31   ( )1 { } { } dT e th e,th Fd d d d T
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و   k گره  پشتیبان  دامنه  ∆kV حجم  هسته،  تابع   ( )kw x آن در  که 
بازتولید تقریب هسته تعیین  ) بردار ضرایب است که توسط شرایط  )T

k xs

حالت  برای  می توان  را   ( )k k−x xp چندجمله ای  پایه  بردار  می شود. 
سه بعدی بصورت زیر بیان کرد:

(38)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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تابع هسته به صورت زیر در نظر گرفته شده است ]19[:

(39)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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e
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T

Dε α ε σ ε σ 
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A T

σ D ε ε ε    = − − +    
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 8( صفحه 33معادله ) 33  -[ ]({ } { })ep th epd d dσ D ε ε= − 
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k= l=
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k می باشد. در این مطالعه از  kd = −x x k/ و  k kr d r= که در آن 
kr اطراف هر گره استفاده شده است و  زیردامنه پشتیبان کروی به شعاع 
نشان  را   kd میانگین   kd و  مقیاس  ضریب   iα ؛  k i kr dα= داریم: 

گرفته  نظر  در  زیر  بصورت   ( )lg x  ،)36( رابطه  در  ه می دهد.  شد
است ]20 و 21[:

(40)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 9( صفحه 40معادله ) 40
 

6
2 3 4 5( ) 6 36 82( ) 72( ) 30( ) 5( ) 1l l l l l l

l
d d d d d dg x
     

  = + + + + + −  
  

 

 9( صفحه 41معادله ) 41
1

( ) ( ) 0
N

l k k
k=

g a tx = 

 9( صفحه 42معادله ) 42
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( 1,2,..., )
N m

j k j k l j l
k= l=

f t R a t g b t j Nx x x= + =  

ˆ 9( صفحه 43معادله ) 43
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G 0 0

      =    
     

a f
b

 

 9( صفحه 44معادله ) 44 
 
1 2 1 2 ( )
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 9( صفحه 45معادله ) 45
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ˆ( , ) ( ) ( ) ( )
N

h
I I

I
f t f tx Φ x 
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 9( صفحه 46معادله ) 46
1 2( ) { ( ), ( ),..., ( )}NΦ x x x x  = 

) 9( صفحه 47معادله ) 47 ), ,( , ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )] d ( ( , ) )d 0
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− + −  =  

 9( صفحه 48معادله ) 48
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 9( صفحه 49معادله ) 49
1

( , ) ( ) ( )
N

h
J J

J
T t T tx x

=

= 

 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2377 تا 2398

2385

δ پارامتر شکل است. قیود زیر باید برای  l و  ld = −x x که در آن 
دستیابی به یک تابع تقریب منحصر به فرد اعمال شوند:

(41)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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تعیین  برای   ، xΩ در  توزیع شده  گره های  تمام  به   )36( رابطه  اعمال 
، منجر به تشکیل N معادله خطی زیر می شود: lb ka و  ضرایب 

(42)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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با ترکیب معادلات )41( و )42( داریم:

(43)

 مورد 
و محل  شماره معادله
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که در آن
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با حل معادله )43( و تعیین ضرایب مجهول، تابع تقریب مساله بصورت 
زیر قابل بیان است:

(45)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 

 9( صفحه 40معادله ) 40
 

6
2 3 4 5( ) 6 36 82( ) 72( ) 30( ) 5( ) 1l l l l l l

l
d d d d d dg x
     

  = + + + + + −  
  

 

 9( صفحه 41معادله ) 41
1

( ) ( ) 0
N

l k k
k=

g a tx = 

 9( صفحه 42معادله ) 42
1 1

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), ( 1,2,..., )
N m

j k j k l j l
k= l=

f t R a t g b t j Nx x x= + =  

ˆ 9( صفحه 43معادله ) 43
T

R G
G 0 0

      =    
     

a f
b

 

 9( صفحه 44معادله ) 44 
 
1 2 1 2 ( )

1 2 ( )

ˆ { , ,..., } , ( ), ( ), , ( ) ,

( ), ( ), , ( )

TT
N N N N

T
N m N

f f f




= =

=

R x x x

G x x x

f R R R

g g g

 

 9( صفحه 45معادله ) 45
1

ˆ( , ) ( ) ( ) ( )
N

h
I I

I
f t f tx Φ x 

=

= =f x 

 9( صفحه 46معادله ) 46
1 2( ) { ( ), ( ),..., ( )}NΦ x x x x  = 

) 9( صفحه 47معادله ) 47 ), ,( , ) ( , ) ( , ) [ ( , ) ( , )] d ( ( , ) )d 0
I I
s sT

I i i IT c T T t T T t T t Tx x x x x x    
 

− + −  =  

 9( صفحه 48معادله ) 48

, ,

,

,

( , ) ( , ) ( , )d

( , ) ( , )d

( , ) ( , ) d

( , ) ( , ) d

( , )d

d d

I
s

I
s

I
si

I
sT

I
sT

I I
sq sT

I

I i i

I i i

I i i

I

I I

T c T T t

T T t

T T t n

T T t n

T t

q T

 

 

 

 

 

  











 

 +

−



−  +

 =

−  + 











 

x x x

x x

x x

x x

x

 

 9( صفحه 49معادله ) 49
1

( , ) ( ) ( )
N

h
J J

J
T t T tx x

=

= 

 

بنابراین بردار توابع شکل بصورت زیر است:
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گسسته سازي معادلات حرارتی- 2- 4
I اطراف 

sΩ فرم ضعیف محلی معادله )21( بر روی یک زیردامنه محلی 
گره I بصورت زیر بیان می شود:
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α ضریب جریمه جهت ارضاء شرایط مرزی  Iν تابع وزن و  که در آن 
که  می باشد   I I

s s∂Ω = Γ مرز  از  قسمتی   I
sTΓ  .)α >> 1 ( است  اساسی 

شرایط مرزی اساسی بر روی آن معین است. با انتگرال گیری جزء به جزء و 
نیز اعمال قضیه دیورژانس و شرایط مرزي طبیعي داریم:
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siΓ که در آن 

را است که شرایط مرزی طبیعی روی آن معین می باشد.  دما  میدان 
می توان بر اساس رابطه )45( بصورت زیر بیان کرد:
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) دمای گره J است. با جایگذاری رابطه )49( در )48(،  )JT t که در آن 
سیستم معادلات هدایت حرارت زمانمند غیرخطی بدست می آید:
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و  میرایی  و  ماتریس های سختی  ترتیب  به   Ĉ و   K̂  ،)50( رابطه  در 
q̂ بردار نیرو است. برای حل معادله )50( از روش تکرار در هر گام زمانی 

استفاده شده و گسسته سازی دامنه زمانی توسط روش کرانک- نیکلسون1 
]27[ انجام می شود.

 گسسته سازي معادلات مکانیکی4- 3- 
I بصورت بیان 

sΩ فرم ضعیف محلی برای رابطه )25( بر روی زیردامنه 
می شود:
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I می باشد که شرایط مرزی اساسی روی 
sΓ I بخشی از مرز 

suΓ که در آن 
آن معین است. با انتگرال گیری جزء به جزء و نیز اعمال قضیه دیورژانس و 

شرایط مرزي طبیعي خواهیم داشت:
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I است که شرایط مرزی طبیعی روی 
sΓ I قسمتی از 

stΓ به طوری که 
آن معین می باشد. با توجه به روابط )33( و )45(، نمو میدان های جابجایی و 

تنش بصورت زیر بیان می شوند:

1  Crank-Nicholson method
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JB بصورت زیر بیان می شود: که در آن  نمو جابجایی گره J است و 
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با جایگذاری رابطه )57( در )55(، سیستم معادلات ترمو-الاستوپلاستیک 
نموی گسسته بصورت زیر حاصل می شود:

(59)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
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بطوریکه

(60)

 مورد 
و محل  شماره معادله

 قرارگیری 
 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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و محل  شماره معادله
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 بترتیب ماتریس سختی الاستوپلاستیک و بردار 
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 شود: گسسته بصورت زیر حاصل می نموی الاستوپلاستیک-ترمو  معادلات سیستم(، 55) در ( 57) جایگذاری رابطه با
(59 ) 

1
, ( 1,2,..., )
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J
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=

=  

 بطوریکه 
(60 ) d d d d

I I I I
s si su su
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(61 ) - - -d d d d d d
I I I I I I
s si su s st su

ep th ep ep th ep ep th ep
I I I I I I IΔf B D Δε Φ ND Δε Φ ND Δε Φ Δb Φ Δt Φ Δu

     
= − − + + +        

 . ها استگره  کل تعداد M و نمو نیرو بوده بردار و الاستوپلاستیک سختی ماتریس بترتیب Δfو   K  آن در که

 نتایج عددی -5

  با   آن از طریق مقایسه نتایج بدست آمده  کارایی  دقت وهمگرایی،    در این بخش پیش از حل مساله توسط مدل پیشنهادی، ابتدا
 .گردداثبات میدر مراجع دیگر  موجود عددی و تحلیلی هایروش از حاصل نتایج

 اعتبارسنجی مدلمطالعه پارامتری و   -1-5
پارامتری و  هتج نتایج روش حاضر  تأیید  انجام مطالعات  این بخش  صحت    مربعی  ورق  یک  بعدیسه  الاستیک  خمش  پاسخ، در 

تابعی )  یکنواختبارگذاری گسترده    تحت  (SSSSگاه ساده )با تکیه  مدرج  , , )zz x y h p  شده   مقایسه  نتایج مراجع دیگر  با   و  ارائه  =
Alو برای آلومینا )   GPa70  مینیومآلو  برای  یانگ  مدول.  است O2 3)،  GPa380  ثابت و  پواسون  نسبت  حالیکه  در  ،در نظر گرفته شده  
3/بعد ) خیز بی  2  در جدول  .یافت  ]17]مرجع    در  توانمی  را  بیشتر  جزئیات.  است  3/0با    برابر 410 cw E h w pa=  برای پنج  ( ورق مربعی

/ به ازای ایش گرهی نوع مختلف آر /h a =01 ،n = 2  ،i = / و   3 = 2 نشان    ]17]بعدی  سه   ایلایه   المان محدود  در مقایسه با نتایج  5
  ]17]مرجع    حل  گره( به خوبی با  1331)  111111  یگره  آرایش  با  نتایج بدست آمده  توان ملاحظه کرد کهمی  داده شده است.

/به ازای    را  ورق مربعی مدرج تابعی  wبعد  نیز همگرایی نتایج خیز بی   3جدول    .است  یافته  تطبیق /h a =01  ،n = یر مختلف  و مقاد  2
/ به ازای ]17]حل مرجع  با مطابقت  بهترین که شودمی مشاهده دهد.نشان می   پارامتر شکل = 2   بنابراین درحاصل شده است.  5

/ و 111111 توزیع گرهیهای پیش رو از  تحلیل  تمام = 2  شده است. استفاده 5

Al/Alمدرج تابعی )  SSSSبعد برای ورق مربعی : همگرایی نتایج خیز بی 2جدول  O2 3 ) 
Table 2. Convergence of dimensionless deflection of SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O ) 

 ]17[مرجع   خطای نسبی )%( RRKPM رایش گرهی آ
     

777 21179/1 2604 /2 

 

18501/1 

999 19599/1 9268 /0 

111111 18915/1 3492 /0 
131313 18881/1 3215 /0 
151515 18868/1 3098 /0 

     

K و  که در آن 
نمو نیرو بوده و M تعداد کل گره ها است.

نتایج عددی- 5
در این بخش پیش از حل مساله توسط مدل پیشنهادی، ابتدا همگرایی، 
از  حاصل  نتایج  با  آمده  بدست  نتایج  مقایسه  طریق  از  آن  کارایی  و  دقت 

روش های تحلیلی و عددی موجود در مراجع دیگر اثبات می گردد.
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مطالعه پارامتری و اعتبارسنجی مدل- 1- 5
حاضر،  روش  نتایج  صحت  تأیید  و  پارامتری  مطالعات  انجام  جهت 
مدرج  مربعی  ورق  یک  سه بعدی  الاستیک  خمش  پاسخ  بخش  این  در 
یکنواخت  گسترده  بارگذاری  تحت   )SSSS( ساده  تکیه گاه  با  تابعی 
) ارائه و با نتایج مراجع دیگر مقایسه شده است. مدول  , , )zz x y h pσ =

(، GPa380 در  Al O2 3 یانگ برای آلومینیوم GPa70 و برای آلومینا )
است.   0/3 با  برابر  و  ثابت  پواسون  نسبت  حالیکه  در  شده،  گرفته  نظر 
2 خیز بی بعد  جزئیات بیشتر را می توان در مرجع ]17[ یافت. در جدول 
( ورق مربعی برای پنج نوع مختلف آرایش گرهی به  /cw E h w pa= 3 410 (
δ/ در مقایسه با نتایج المان  = 2 5 iα و  = 3  ، n = 2  ، / /h a =01 ازای 
محدود لایه ای سه بعدی ]17[ نشان داده شده است. می توان ملاحظه کرد 
×11 )1331 گره( به خوبی  11× که نتایج بدست آمده با آرایش گرهی 11

با حل مرجع ]17[ تطبیق یافته است. جدول 3 نیز همگرایی نتایج خیز بی بعد 
n و مقادیر مختلف  = 2  ، / /h a w ورق مربعی مدرج تابعی را به ازای 01=
δ نشان می دهد. مشاهده می شود که بهترین مطابقت با حل  پارامتر شکل 
δ/ حاصل شده است. بنابراین در تمام تحلیل های  = 2 5 مرجع ]17[ به ازای 

δ/ استفاده شده است. = 2 5 ×11 و  11× پیش رو از توزیع گرهی 11
( را به  /ij ijh paσ σ= ( w و تنش های بی بعد  جدول 4 خیز بی بعد 
نتایج  جدول  این  در  می دهد.  ارائه   n مختلف  مقادیر  و   / /h a =01 ازای 
بدست آمده با نتایج المان محدود لایه ای سه بعدی ]17[ و نیز نتایج تئوری 
تغییر شکل برش ی سینوسی1 ]28[ مقایسه شده است. همانگونه که مشاهده 
روش ها  سایر  نتایج  با  حاضر  روش  نتایج   ،n مقادیر  تمام  ازای  به  می شود 

مطابقت کامل دارد.

1  Sinusoidal shear deformation theory

) 2 3Al/Al O جدول 2. همگرایی نتایج خیز بی بعد برای ورق مربعی SSSS مدرج تابعی )

Table 2. Convergence of dimensionless deflection of SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O Al/Alمدرج تابعی )  SSSSبعد برای ورق مربعی : همگرایی نتایج خیز بی 2جدول ( O2 3 ) 
Table 2. Convergence of dimensionless deflection of SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O ) 

 
 ]17[مرجع   خطای نسبی )%( RRKPM آرایش گرهی 

     

777 21179/1 2604 /2 

 

18501/1 
999 19599/1 9268 /0 

111111 18915/1 3492 /0 
131313 18881/1 3215 /0 
151515 18868/1 3098 /0 

     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

( به ازای مقادیر مختلف   2 3Al/Al O جدول 3. همگرایی نتایج خیز بی بعد برای ورق مربعی SSSS مدرج تابعی )

Table 3. Convergence of dimensionless deflection of SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O ) for different 
values of  

 

Al/Alمدرج تابعی )  SSSSبعد برای ورق مربعی : همگرایی نتایج خیز بی3جدول  O2  δ( به ازای مقادیر مختلف  3
Table 3. Convergence of dimensionless deflection of SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O ) for different values 

of   
 

δ RRKPM )%( 17[مرجع   خطای نسبی[ 
     

2/2 19477/1 8236 /0 

 

18501/1 
3/2 19215/1 6024 /0 
4/2 19062/1 4736 /0 

5/2 18915/1 3492 /0 
6/2 18952/1 3805 /0 
7/2 19122/1 5243 /0 
8/2 19256/1 6370 /0 
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 خمش ترمو-الاستوپلاستیک سه بعدی ورق مدرج تابعی متخلخل5- 2- 
تابعی  مدرج  ورق  ترمو-الاستوپلاستیک  خمش  نتایج  بخش،  این  در 
است.  شده  ارائه  دما  به  وابسته  خواص  با  و  متر   1 بطول  مربعی  متخلخل 
بارگذاری پیش تر در بخش 2  هندسه مساله، خواص مواد، شرایط مرزی و 
c/ است و شار 

maxV =0 9 توصیف شده است. در تمام تحلیل های پیش رو 
حرارتی سینوسی با شدت )q(، 70 کیلووات بر مترمربع به مدت 1500 ثانیه 
به ورق اعمال می گردد. همچنین شدت بار گسترده )p( برای ورق با نسبت 
ضخامت 0/1 برابر 20 مگاپاسکال و برای ورق با نسبت ضخامت 0/3 برابر 

200 مگاپاسکال در نظر گرفته شده است.
تابعی  مدرج  ورق  ضخامت  راستای  در   T دمای  توزیع  4-الف  شکل 
ازای  به  را   n =1 و   / /h a =01  ،SSSS تکیه گاهی  شرایط  با  متخلخل 
نشان   0/3 و   0/2  ،0/1  ،0 یعنی   ،p تخلخل  ضریب  مختلف  مقدار  چهار 
می دهد. همانطور که مشاهده می شود با افزایش ضریب تخلخل، دمای سطح 
کاسته می شود.  ورق  داخل  به  نفوذ حرارت  از  و  یافته  افزایش  ورق  بالایی 
همچنین به ازای تمام مقادیر p، حداکثر دما در سطح بالایی ورق رخ می دهد. 
در شکل 4-ب تغییرات خیز w برای ورق مدرج تابعی متخلخل در راستای 
p، خیز ورق  افزایش  با  دریافت که  است. می توان  آن رسم شده  ضخامت 

افزایش قابل توجهی می یابد. 

xxσ در راستای ضخامت ورق مدرج  شکل 5-الف توزیع تنش نرمال 
تابعی متخلخل با شرایط تکیه گاهی SSSS نمایش می هد. مشاهده می شود 
که به دلیل تغییر در خواص ورق، سطح خنثی بر صفحه میانی آن منطبق 
xxσ در سطح  نیست. همچنین با افزایش ضریب تخلخل p، از میزان تنش 
zzσ در راستای ضخامت  بالایی ورق کاسته می شود. تغییرات تنش نرمال 
ورق مدرج تابعی متخلخل در شکل 5-ب ارائه شده است. با توجه به شکل 
5-ب ملاحظه می شود که به ازای تمام مقادیر ضریب تخلخل، اندازه تنش 
zzσ در سطوح بالایی و پایینی ورق بترتیب 20 مگاپاسکال و صفر است؛ 

با توجه به شرایط مرزی اعمال شده برروی این دو سطح، مقادیر مذکور بار 
دیگر دقت بالای نتایج حاصل از روش حاضر را تائید می کند.

σ( ورق مربعي  ε− اثر ضریب تخلخل بر منحنی تنش-کرنش معادل )
مدرج تابعي SSSS در شکل 6-الف نشان داده شده است. چنانکه مشاهده 
می شود افزایش مقدار p منجر به کاهش سطح تنش معادل و افزایش میزان 
با توجه به در نظر گرفتن خواص وابسته  کرنش معادل می گردد. همچنین 
به دما برای ورق، ملاحظه می شود که نمودار تنش-کرنش حتی در ناحیه 
الاستیک نیز غیرخطی است. در شکل 6-ب تغییرات کرنش پلاستیک معادل 
( رسم شده است. با توجه به شکل افزایش ضریب  p tε − بر حسب زمان )

pε در زمان کوتاه تری افزوده شود. تخلخل باعث می شود بر مقدار 

) 2 3Al/Al O جدول 4. نتایج بی بعد خیز و تنش برای ورق مربعی SSSS مدرج تابعی )

Table 4. Dimensionless deflection and stress results for SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O )

 

 

Al/Alمدرج تابعی )  SSSSبعد خیز و تنش برای ورق مربعی : نتایج بی4جدول  O2 3) 
Table 4. Dimensionless deflection and stress results for SSSS FG square plate ( 2 3Al/Al O ) 

 
n روش ( , , )2 2 2

a a hw ( , , )2 2
a a

xx h ( , , )5
2 2 6
a a h

yy ( , , )2 20a h
xz 

      

1 RRKPM  50468/0 16909/2 4/ 5026 92462/0 حاضر 

 49756/0 15904/2 4/ 5067 92029/0 ]17[مرجع 
 0/ 5114 2/ 1962 4/ 4745 0/ 9287 ]28[مرجع 

      

2 RRKPM  46901/0 02564/2 24852/5 18915/1 حاضر 
 46710/0 01388/2 26564/5 18501/1 ]17[مرجع 
 0/ 4700 2/ 0338 5/ 2296 1/ 1940 ]28[مرجع 

      

10 RRKPM  46034/0 1/ 2721 7/ 3064 58053/1 حاضر 
 45149/0 1/ 2586 7/ 2262 57527/1 ]17[مرجع 
 0/ 4552 1/ 2820 7/ 3689 1/ 5876 ]28[مرجع 
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 )ب( )الف(

Fig. 4. Variations of a) temperature 2 2( , , )a bT z , and b) deflection 2 2( , , )a bw z  in the SSSS FG square plate for different 
values of porosity coefficient ( / 0.1, 1h a n= = ) 

)دما  الف(  : تغییرات4شکل  , , )2 2
a bT z و ب( خیز ( , , )2 2

a bw z  تابعی  مدرج در ورق مربعیSSSS  مقادیر مختلف ضریب تخلخل  ) به ازای
/ /h a =01،  n =1 ) 
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a bw z ) و ب( خیز  , , )2 2

a bT z شکل 4. تغییرات الف( دما 
) / 0.1, 1h a n= = تخلخل  )

Fig. 4. Variations of a) temperature 2 2( , , )a bT z  , and b) deflection  2 2( , , )a bw z  in the SSSS FG square plate 
for different values of porosity coefficient ( / 0.1, 1h a n= = )

  

 

  )ب( )الف(
Fig. 5. Variations of a) stress 2 2( , , )a b

xx z , and b) stress 2 2( , , )a b
zz z  in the SSSS FG square plate for different values of 

porosity coefficient ( / 0.1, 1h a n= = ) 

)تنش الف(  : تغییرات5شکل  , , )2 2
a b

xx z  و ب( تنش( , , )2 2
a b

zz z تابعی  مدرج  ورق مربعی  درSSSS  به ازای مقادیر مختلف ضریب
/)تخلخل  /h a =01،  n =1) 
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Fig. 5. Variations of a) stress  , and b) stress   in the SSSS FG square plate for different values of porosity 
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Fig. 6. Curves of a) equivalent stress versus equivalent strain, and b) equivalent plastic strain with respect to time at 
the center of the upper surface of the SSSS FG square plate for different values of porosity coefficient ( / 0.1, 1h a n= =

) 
  بالایی ورق مربعی سطح  مرکز درو ب( کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمان معادل  کرنشل نسبت معاد تنشنمودار الف( : 6شکل 

/) به ازای مقادیر مختلف ضریب تخلخل  SSSSتابعی  مدرج /h a =01،  n =1 ) 
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شکل 6. نمودار الف( تنش معادل نسبت کرنش معادل و ب( کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمان در مرکز سطح بالایي ورق مربعي مدرج 
) / 0.1, 1h a n= = تابعي SSSS به ازای مقادیر مختلف ضریب تخلخل) 

Fig. 6. Curves of a) equivalent stress versus equivalent strain, and b) equivalent plastic strain with respect to 
time at the center of the upper surface of the SSSS FG square plate for different values of porosity coefficient 

( / 0.1, 1h a n= = )

pε در مرکز سطح بالایی ورق  σ و   ،w ،T در جدول 5 نتایج عددی
نسبت های  برای  و   n =1 ازای  به  متخلخل  تابعی  مدرج   SSSS مربعی 
ضخامت 0/1 و 0/3 ارائه شده است. به منظور مقایسه کامل تر، نتایج المان 
محدود سه بعدی که توسط نویسنده با استفاده از نرم افزار آباکوس1 و با در 

1  ABAQUS software

نظر گرفتن المان های 8 گرهی2 بدست آمده نیز در این جدول گنجانده شده 
است. مشاهده می شود که نتایج روش حاضر با حل المان محدود که با آرایش 
مطابقت  است،  شده  حاصل  گره(   42875(   35× 35× 35 متراکم  گرهی 

بسیار خوبی دارد.

2  8-node brick elements

) 1n = جدول 5. نتایج عددی در مرکز سطح بالایی ورق مربعی SSSS مدرج تابعی متخلخل )

Table 5. Numerical results at the center of the upper surface of the SSSS porous FG square plate ( 1n = )

 

 

nمدرج تابعی متخلخل )  SSSSبالایی ورق مربعی  سطح  مرکز در : نتایج عددی 5جدول  =1) 
Table 5. Numerical results at the center of the upper surface of the SSSS porous FG square plate ( 1n = ) 

 
نسبت 
 p ضخامت 

(K)T  (mm)w  (MPa)  ( )310p − 
RRKPM FEM  RRKPM FEM  RRKPM FEM  RRKPM FEM 

1/0 0 1/1393 4/1392  9932/6- 9523/6-  93/640 50/645  231/11 029/11 
1/0 2/1644 8/1645  5233 /7- 4712 /7-  70 /577 20 /579  733/18 948/18 
2/0 8/1736 6/1737  4957 /9- 5662/9 -  45 /492 16/497  518/19 826/19 
3/0 1/1834 0/1835  331/12- 451/12-  46/365 84 /367  549/18 463/18 

             

3/0 0 8/1520 5/1522  8070 /2- 9217 /2-  53/629 26/633  831/14 756/14 
1/0 4/1778 2/1777  3523 /3- 3397 /3-  77 /518 98 /515  600/21 725/21 
2/0 6/1878 3/1880  2366/4 - 4467 /4-  21 /386 06/383  275/20 143/20 
3/0 0/1987 6/1985  4428 /5- 4192 /5-  70 /174 16/178  678/15 571/15 
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Fig. 7. Variations of a) temperature 2 2( , , )a bT z , and b) deflection 2 2( , , )a bw z  in the SSSS FG square plate for different 
values of material gradient index ( / 0.1, 0.2h a p= = ) 

)دما  الف(   : تغییرات7شکل  , , )2 2
a bT z  و ب( خیز( , , )2 2

a bw z تابعی  مدرج در ورق مربعیSSSS   به ازای مقادیر مختلف شاخص تغییرات
/مواد  )  /h a =01 ،/p =0 2) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z/h

T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
300

600

900

1200

1500

1800

n = 0.2
n = 1
n = 5

(K
)

z/h

w

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-12

-11

-10

-9

-8 n = 0.2
n = 1
n = 5

(m
m

)

) در ورق مربعي مدرج تابعي SSSS به ازای مقادیر مختلف شاخص تغییرات مواد   , , )2 2
a bw z ) و ب( خیز  , , )2 2
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Fig. 7. Variations of a) temperature 2 2( , , )a bT z  , and b) deflection 2 2( , , )a bw z  in the SSSS FG square plate for dif-
ferent values of material gradient index ( / 0.1, 0.2h a p= = )

در شکل های 7-الف و 7-ب توزیع دما و خیز در راستای ضخامت ورق 
ازای  به   /p =0 2 و   / /h a =01  ،SSSS تکیه گاهی  شرایط  با  متخلخل 
مقادیر مختلف شاخص تغییرات مواد n، یعنی 0/2، 1 و 5 ترسیم شده است. 
مشاهده می شود که با افزایش n، دمای سطح بالایی ورق کاهش می یابد 
حالی  در  این  می دهد.  رخ  همین سطح  در  دما  حداکثر  حالات  همه  در  اما 
است که خیز ورق با افزایش ضریب n افزایش می یابد. در شکل 8 تغییرات 
بالایي ورق مدرج  در مرکز سطح  زمان  بر حسب  معادل  کرنش پلاستیک 
تابعی متخلخل رسم شده است. می توان ملاحظه کرد که افزایش n منجر به 

کاهش سطح کرنش پلاستیک ورق می گردد.
مربعی  ورق  بالایی  سطح  مرکز  در   pε و   σ  ،w  ،T عددی  نتایج 
p/ و نسبت های ضخامت 0/1 و 0/3  =0 2 SSSS مدرج تابعی متخلخل با 

در جدول 6 داده شده است. در این جدول نیز نتایج المان محدود سه بعدی 
×35 گنجانده شده است که  35× بدست آمده با آرایش گرهی متراکم 35
مشاهده  محدود  المان  حل  و  حاضر  روش  نتایج  میان  خوبی  بسیار  توافق 

می گردد.
pε در مرکز سطح بالایی  σ و   ، xxσ  ،w در جدول 7 نتایج عددی
در  با  و   / /h a =01  ، n =1 ازای  به  متخلخل  تابعی  مدرج  مربعی  ورق  
 ،SSSF  ،SSSS شامل  مختلف  تکیه گاهی  شرایط  نوع  پنج  گرفتن  نظر 

به  که  می شود  مشاهده  است.  شده  ارائه   CCCC و   CFCF  ،SCSC

ازای تمام مقادیر p، با افزایش قیود در لبه های ورق، خیز آن کاهش یافته 
به طوری که حداقل و حداکثر خیز به ترتیب در ورق با شرایط تکیه گاهی 
CCCC و SSSF رخ می دهد. جدول 8 نتایج عددی مشابهی را برای ورق  

/ ارائه می کند. بر طبق جداول 5  /h a =0 3 مربعی مدرج تابعی متخلخل با 
و 6، افزایش ضریب تخلخل باعث افزایش خیز و کاهش قابل توجه تنش 

معادل در همه انواع شرایط تکیه گاهی می گردد.
در مطالعه حاضر اثر توزیع تخلخل ناهمگن بر روی نتایج نیز مورد بررسی 
قرار گرفته است. در شکل 9-الف توزیع دمای T در راستای ضخامت ورق 

/op =0 2 n و  =1  ، / /h a =01 ،SSSS مدرج تابعی با شرایط تکیه گاهی
است.  شده  ترسیم   pn تخلخل تغییرات  شاخص  مختلف  مقادیر  ازای  به   ،
pn باعث افزایش دمای سطح بالایی  مشاهده می شود که افزایش شاخص 
ورق و کاهش نفوذ حرارت به داخل ورق شده است. در شکل های 9-ب و 
9-ج بترتیب تغییرات خیز و تغییرات کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمان، 
pn نشان داده شده است. بوضوح ملاحظه می شود که  به ازای مقادیر مختلف
، خیز ورق بطور چشمگیری افزایش می یابد. همچنین مطابق  pn با افزایش
pε را در زمان کوتاه تری به دنبال دارد. ، افزایش  pn شکل 9-ج، افزایش 
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Fig. 8. Variation of equivalent plastic strain with respect to time at the center of the upper surface of the SSSS FG 

square plate for different values of material gradient index ( / 0.1, 0.2h a p= = ) 

به ازای مقادیر مختلف  SSSSتابعی  مدرج  بالایی ورق مربعی سطح  مرکز کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمان در : تغییرات8شکل 
/شاخص تغییرات مواد  )  /h a =01  ،/p =0 2 ) 
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شکل 8. تغییرات کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمان در مرکز سطح بالایي ورق مربعي مدرج تابعي SSSS به ازای مقادیر مختلف شاخص 
) / 0.1, 0.2h a p= = تغییرات مواد  )

Fig. 8. Variation of equivalent plastic strain with respect to time at the center of the upper surface of the SSSS FG 
square plate for different values of material gradient index ( / 0.1, 0.2h a p= = )

) 0.2p = جدول 6. نتایج عددی در مرکز سطح بالایی ورق مربعی SSSS مدرج تابعی متخلخل )

Table 6. Numerical results at the center of the upper surface of the SSSS porous FG square plate ( 0.2p = )

 

p/مدرج تابعی متخلخل )  SSSSبالایی ورق مربعی  سطح مرکز در  : نتایج عددی 6جدول  =0 2) 
Table 6. Numerical results at the center of the upper surface of the SSSS porous FG square plate ( 0.2p = ) 

 
نسبت 
 n ضخامت 

(K)T  (mm)w  (MPa)  ( )310p − 
RRKPM FEM  RRKPM FEM  RRKPM FEM  RRKPM FEM 

1/0 2/0 1/1874 5/1872  1594 /8- 0861 /8-  48 /334 44 /330  782/21 503/21 

1 8/1736 6/1737  4957 /9- 5662/9 -  45 /492 16/497  518/19 826/19 
5 3/1422 6/1424  012/11- 214/11-  42 /579 70 /583  4438 /9 3597 /9 

             

3/0 2/0 2/1904 1/1905  0752 /4- 1274 /4-  56/348 42 /345  402/20 479/20 
1 6/1878 3/1880  2366/4 - 3467 /4-  21 /386 06/383  275/20 143/20 
5 3/1778 4/1780  4292 /4- 4526 /4-  38 /483 24 /485  440/18 285/18 
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) / 0.1, 1h a n= = جدول 7. نتایج عددی ورق مربعی مدرج تابعی متخلخل با شرایط مرزی مختلف 

Table 7. Numerical results of porous FG square plate with various boundary conditions ( / 0.1, 1h a n= =  ) . 

 

 

nمربعی مدرج تابعی متخلخل با شرایط مرزی مختلف ) ورق  : نتایج عددی7جدول  =1،/ /h a =01) 
Table 7. Numerical results of porous FG square plate with various boundary conditions ( / 0.1, 1h a n= = ) 

 
      

) p (mm)w (MPa)xx (MPa) شرایط مرزی  )310p − 
 

SSSS 0 9932/6- 86/659 - 93/640 231/11 

1/0 5233 /7- 59 /597- 70 /577 733/18 

2/0 4957 /9- 81 /512- 45 /492 518/19 
3/0 331/12- 52 /385- 46/365 549/18 

      

SSSF 0 985/15- 31/639- 28/680 623/12 
1/0 301/18- 37 /594- 01/608 215/20 
2/0 598/22- 76/509- 52 /519 184/21 
3/0 565/28- 22 /382- 77 /386 392/20 

      

SCSC 0 3078 /3- 88/655- 55/607 8144 /9 
1/0 4916 /3- 93 /587- 23 /553 276/17 
2/0 4005 /4- 07 /501- 12 /469 807/17 
3/0 7246 /5- 62/374- 26/346 554/16 

      

CFCF 0 8100 /4- 83 /534- 31 /597 3651 /9 
1/0 2829 /5- 70 /520- 43 /542 634/16 
2/0 5306/6 - 61/445- 92 /459 133/17 
3/0 2870 /8- 25 /333- 58 /339 863/15 

      

CCCC 0 2172 /2- 04/636 - 32/617 237/10 
1/0 3389 /2- 66/578 - 33 /559 645/17 
2/0 9284 /2- 95 /491- 18 /472 038/18 
3/0 8044 /3- 55 /366- 03 /347 646/16 
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) / 0.3, 1h a n= = جدول 8. نتایج عددی ورق مربعی مدرج تابعی متخلخل با شرایط مرزی مختلف ) 

Table 8. Numerical results of porous FG square plate with various boundary conditions ( / 0.3, 1h a n= = )

nورق مربعی مدرج تابعی متخلخل با شرایط مرزی مختلف )  : نتایج عددی8جدول  =1،/ /h a =0 3) 
Table 8. Numerical results of porous FG square plate with various boundary conditions ( / 0.3, 1h a n= = ) 

 

      

) p (mm)w (MPa)xx (MPa) شرایط مرزی  )310p − 
 

SSSS 0 8070 /2- 14 /829- 53/629 831/14 

1/0 3523 /3- 80 /717- 77 /518 600/21 

2/0 2366/4 - 68/584- 21 /386 275/20 
3/0 4428 /5- 66/370 - 70 /174 678/15 

      

SSSF 0 1993/6- 58 /831- 46/661 024/16 
1/0 4381 /7- 05 /727- 11 /539 815/22 
2/0 1639 /9- 59 /590- 03 /401 576/21 
3/0 466/11 - 82 /373- 25 /180 140/17 

      

SCSC 0 9480 /1- 77 /811- 60/606 707/13 
1/0 2614 /2- 17 /704- 25 /503 393/20 
2/0 8682 /2- 02 /574- 52 /374 931/18 
3/0 7109 /3- 80 /366- 71 /170 133/14 

      

CFCF 0 1166/3 - 05 /760- 95 /590 735/12 
1/0 6375 /3- 12/681- 44 /492 344/19 
2/0 5029 /4- 04 /558- 13 /367 852/17 
3/0 6783 /5- 44 /363- 51 /168 116/13 

      

CCCC 0 4350 /1- 14 /801- 52/600 425/13 
1/0 6219 /1- 15/696 - 23 /498 018/20 
2/0 0716 /2- 65/567 - 29 /370 469/18 
3/0 7098 /2- 35 /364- 07 /169 548/13 
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Fig. 9. Curves of a) temperature 2 2( , , )a bT z , b) deflection 2 2( , , )a bw z , and c) equivalent plastic strain with respect to 

time 2 2( )( , , )p a bt h − , for SSSS porous FG square plate for different values of porosity gradient index pn , (

0/ 0.1, 1, 0.2h a n p= = = ) 
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p a bt h   ، برای−

/) ،pn  تخلخل تغییرات  شاخص به ازای مقادیر مختلف SSSSتابعی  مدرج ورق مربعی /h a =01،  n =1  ،/op = 0 2 ) 
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Fig. 9. Curves of a) temperature 2 2( , , )a bT z , b) deflection 2 2( , , )a bw z , and c) equivalent plastic strain with respect to time 

2 2( )( , , )p a bt h − , for SSSS porous FG square plate for different values of porosity gradient index pn , ( 0/ 0.1, 1, 0.2h a n p= = = ) 

)الف( دما   تغییراتنمودار : 9شکل  , , )2 2
a bT z،   ب( خیز( , , )2 2

a bw z  کرنش پلاستیک معادل نسبت به زمانجو )،( )( , , )2 2
p a bt h ورق   ، برای−

/)  ،pn  تخلخل تغییرات شاخص به ازای مقادیر مختلف SSSSتابعی  مدرج مربعی /h a =01،  n =1 ،/op = 0 2) 

 گیریتیجهن -6

به    شعاعی  پایه  هسته  بازتولید نقطه با   روش   بر  مبتنی  الاستوپلاستیک-ترمو  بعدیسه  بندیفرمول   یک   بار   اولین  ن مقاله برای یدر ا
رفتار  بررسی  منظور بر  تخلخل  وابستهورق  غیرخطی  خمش  اثر  با خواص  تابعی  مدرج  در معرض  دما  به  های   ایباره  از  ترکیبی  که 

  برای   رویس-پراندتل  جریان   قانون   و  شوندگی همسانگرد  سخت،  میزز  فون  تسلیم  معیار.  یافت  توسعه،  اندگرفته  قرار  حرارتی و مکانیکی
 شده اصلاح  آمیختگی قانون  از  استفاده  با ورق    ثر مؤ  ترمومکانیکی  خواص.  شدند بکار گرفته  تابعی  مدرج  هایورق  پلاستیک  رفتار  توصیف
  و   مقایسه  و عددی دیگر  تحلیلی  هایحل  با  نتایج بدست آمده،  حاضر  مدل  کارایی  و  قابلیت  اثبات  برای  .شد  زیابیار  موضعی  بصورت
مشاهده  عالی  تطابق نتایج  تحلیل  .گردید  بین  ضمن  ادامه  متنوع،  هایمثال  در  مانند    اثر  عددی  مهمی  تخلخل، پارامترهای   ضریب 

سایر    .های مدرج تابعی مطالعه گردیدورق  الاستوپلاستیک-ترموخمش    رفتار  بر   مرزی  شرایط  و  ضخامت  نسبت،  شاخص تغییرات مواد
 شرح زیر است:ه ایج بنت

سطح بالایی ورق افزایش یافت و از نفوذ حرارت به داخل ورق کاسته شد. همچنین به ازای    ، دمایp  با افزایش ضریب تخلخل  -
 . داد خر ورق در سطح بالایی حداکثر دما مقادیر ضریب تخلخل، تمام

 xxو از میزان تنش    تخلخل خیز ورق افزایش قابل توجهی یافت  ضریب  نسبت ضخامت مطالعه شده، با افزایش  هر دوبرای   -
 در سطح بالایی ورق کاسته شد. 

به  تخلخل  ضریب  مقدار  افزایش - تنش معادل    کاهش  منجر  افزایش میزان کرنش م  سطح  و کرنش پلاستیک   عادل  و 
  کرنش -تنش  د که نمودارش برای ورق، ملاحظه    دما  به  وابسته  خواص  در نظر گرفتن  به  توجه  با  گردید. همچنین  pمعادل  

 .است غیرخطی الاستیک نیز ناحیه در حتی
مقدار    حداکثر  و  حداقل  و  یابدخیز ورق کاهش می  ها،قیود در لبه   افزایش  با،  تخلخل  ضریب  مقادیر  برای تمام   که  مشخص شد -

 است.  SSSF و CCCCگاهی ورق با شرایط تکیه متعلق به ترتیب به خیز
  در همه حالات در همین سطح رخ   حداکثر دمااما    فتسطح بالایی ورق کاهش یا  ، دمایnبا افزایش شاخص تغییرات مواد   -

 ، خیز ورق را افزایش و کرنش پلاستیک را کاهش داد. nش ضریب این در حالی است که افزای .داد

 مراجع 
[1] J. Zhu, Z. Lai, , Z. Yin, J. Jeon, S. Lee, Fabrication of ZrO2–NiCr functionally graded material by powder 
metallurgy, Materials chemistry and physics, 68(1-3) (2001) 130-135. 
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frequencies of thick porous–cellular plates. Composites Part B: Engineering, 91 (2016) 361-370. 
[3[ M. Nemat-Alla, Reduction of thermal stresses by developing two-dimensional functionally graded materials, 
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[7[ J. Gong, L. Xuan, B. Ying, H. Wang, Thermoelastic analysis of functionally graded porous materials with 
temperature-dependent properties by a staggered finite volume method, Composite Structures, 224 (2019) 111071. 
[8[ C. Liang, Y.Q. Wang, A quasi-3D trigonometric shear deformation theory for wave propagation analysis of FGM 
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 xxو از میزان تنش    تخلخل خیز ورق افزایش قابل توجهی یافت  ضریب  نسبت ضخامت مطالعه شده، با افزایش  هر دوبرای   -
 در سطح بالایی ورق کاسته شد. 
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شکل 9. نمودار تغییرات الف( دما 
)  0/ 0.1, 1, 0.2h a n p= = = ورق مربعي مدرج تابعي SSSS به ازای مقادیر مختلف شاخص تغییرات تخلخل  ، ) 

Fig. 9. Curves of a) temperature 2 2( , , )a bT z  , b) deflection 2 2( , , )a bw z  , and c) equivalent plastic strain with 

respect to time 2 2( )( , , )p a bt hε −  , for SSSS porous FG square plate for different values of porosity gradient 

index pn  , ( 0/ 0.1, 1, 0.2h a n p= = = )
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نتیجه گیری- 6
ترمو- سه بعدی  فرمول بندی  یک  بار  اولین  برای  مقاله  این  در 

الاستوپلاستیک مبتنی بر روش بازتولید نقطه با هسته پایه شعاعی به منظور 
بررسی اثر تخلخل بر رفتار خمش غیرخطی ورق های مدرج تابعی با خواص 
قرار  مکانیکی  و  حرارتی  بارهای  از  ترکیبی  معرض  در  که  دما  به  وابسته 
گرفته اند، توسعه یافت. معیار تسلیم فون میزز، سخت شوندگی همسانگرد و 
قانون جریان پراندتل-رویس برای توصیف رفتار پلاستیک ورق های مدرج 
تابعی بکار گرفته شدند. خواص ترمومکانیکی مؤثر ورق با استفاده از قانون 
آمیختگي اصلاح شده بصورت موضعی ارزیابی شد. برای اثبات قابلیت و کارایی 
مقایسه  دیگر  عددی  و  تحلیلی  با حل های  آمده  بدست  نتایج  حاضر،  مدل 
مثال های  تحلیل  ادامه ضمن  در  نتایج مشاهده گردید.  بین  عالی  تطابق  و 
عددی متنوع، اثر پارامترهای مهمی مانند ضریب تخلخل، شاخص تغییرات 
مواد، نسبت ضخامت و شرایط مرزی بر رفتار خمش ترمو-الاستوپلاستیک 

ورق های مدرج تابعی مطالعه گردید. سایر نتایج به شرح زیر است:
افزایش 	  ورق  بالایی  دمای سطح   ،p تخلخل  افزایش ضریب  با 

یافت و از نفوذ حرارت به داخل ورق کاسته شد. همچنین به ازای تمام مقادیر 
ضریب تخلخل، حداکثر دما در سطح بالایی ورق رخ داد.

ضریب 	  افزایش  با  شده،  مطالعه  ضخامت  نسبت  دو  هر  برای 
xxσ در سطح  تخلخل خیز ورق افزایش قابل توجهی یافت و از میزان تنش 

بالایی ورق کاسته شد.
افزایش مقدار ضریب تخلخل منجر به کاهش سطح تنش معادل 	 

pε گردید.  ε و کرنش پلاستیک معادل  σ و افزایش میزان کرنش معادل 
همچنین با توجه به در نظر گرفتن خواص وابسته به دما برای ورق، ملاحظه 

شد که نمودار تنش-کرنش حتی در ناحیه الاستیک نیز غیرخطی است.
مشخص شد که برای تمام مقادیر ضریب تخلخل، با افزایش قیود 	 

در لبه ها، خیز ورق کاهش می یابد و حداقل و حداکثر مقدار خیز به ترتیب 
متعلق به ورق با شرایط تکیه گاهی CCCC و SSSF است.

ورق 	  بالایی  سطح  دمای   ،n مواد  تغییرات  شاخص  افزایش  با 
کاهش یافت اما حداکثر دما در همه حالات در همین سطح رخ داد. این در 
حالی است که افزایش ضریب n، خیز ورق را افزایش و کرنش پلاستیک را 

کاهش داد.
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