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ABSTRACT: A rotating composite shaft can be used with power transmission applications in the rotating 
machinery industry. A composite power transmission shaft usually has higher natural frequencies and 
critical speeds than a conventional metal power transmission shaft. Accurate determination of the natural 
frequency of the shaft is of great importance in its design, especially in the case of composite shafts due 
to the anisotropy of composite materials. In this paper, first in a rotating state, finite element results of a 
composite shaft of eight layers of carbon/epoxy in the case of two steel discs in the middle are symmetric 
with different diameters are compared with the results of previous research and the accuracy of the 
results is verified. A hollow composite shaft of eight layers of carbon/epoxy and glass/epoxy is modeled 
with two steel discs on the elastic supports. Applying the Lagrange equations, the equations of motion of 
the hybrid composite shaft are obtained using the modified equivalent modulus beam theory. By writing 
code in MATLAB software and numerical solution, the amplitude diagram in terms of frequency in 
the rotating state is obtained and compared with the results of the composite shaft simulation in Ansys 
software, and validation is performed. Finally, the effect of stacking sequence parameters such as fiber 
angle, arrangement of use carbon/epoxy, and glass/epoxy on natural frequencies is investigated.
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1- Introduction
Nowadays, the composite shaft has wide applications 

in various industries, including aerospace and automobile 
industries, due to its lightness and proper strength. 
Investigating the composite shaft in terms of vibration is 
very important for the proper operation and stability of the 
rotating system with high rotation speed. Still, due to the 
non-isotropic property of composite materials, its dynamic 
analysis is almost difficult. Qi et al. [1] studied the vibration 
characteristics of composite shafts using the finite element 
analysis method, pulse vibration stimulation method, and 
numerical solution. Bavi et al. [2] investigated the combined 
effects of shaft asymmetry and geometric nonlinearity and 
stability of composite shafts. They derived the equations of 
motion by considering Euler angles and anisotropic properties 
of the composite material and using Hamilton’s extended 
principle. They also considered the effects of tension, such as 
gyroscopic torque, rotational inertia, and nonlinear couplings. 
Barbosa et al. [3] examined the vibrations of a hollow carbon/
epoxy composite shaft using the experimental test in rotating 
mode and finite element analysis by applying the simplified 
homogenized beam theory and considering the internal 
damping in the form of the Kelvin-Voigt model.

Kafi and Hosseini [4] studied the nonlinear vibrations of 
a rotating composite shaft. In their research, they considered 

the gyroscopic effect, rotational inertia, and coupling created 
due to the non-isotropy of the composite material. They 
considered the nonlinear geometric effect and the shear 
deformation to be negligible. Mendonça et al. [5] examined 
the rotor dynamics of the composite shaft. They investigated 
the effect of the composite shaft layers’ arrangement on the 
rotor’s dynamic behavior. They used the simulation results to 
present the effect of layering in Campbell diagrams, critical 
speed, instability threshold, and frequency response functions. 
Shaban Ali Nezhad et al. [6] investigated the combined 
resonances of a rotating composite shaft by considering the 
nonlinear geometry and by applying the harmonic balance 
solution method.

Gurban and Gupta [7] studied the effect of lamination 
angle and coupling mechanisms on the natural frequencies 
of composite shafts. Ghoneam et al. [8] examined the effect 
of fiber layering and coupling mechanisms on the natural 
frequencies of glass/epoxy composite shafts. Ravishankar 
et al. [9] considered hybrid composites with automotive 
applications in a review paper. They stated that considering 
that composites have become the preferred and practical 
material to reduce weight in automobiles, hybrid composite 
materials are used in many engineering applications due to 
their diverse properties, including lightweight, high strength-
to-weight ratio, low cost, and ease of use. By examining the 

*Corresponding author’s email: a_rahi@sbu.ac.ir
                                  
                                  Copyrights for this article are retained by the author(s) with publishing rights granted to Amirkabir University Press. The content of this article                                                  
                                 is subject to the terms and conditions of the Creative Commons Attribution 4.0 International (CC-BY-NC 4.0) License. For more information, 
please visit https://www.creativecommons.org/licenses/by-nc/4.0/legalcode.



M. M. Nazari et al., Amirkabir J. Mech. Eng., 54(10) (2023) 459-462, DOI: 10.22060/mej.2022.21101.7378

460

previous research, it can be seen that so far, no specific and 
comprehensive work has been presented regarding the effect 
of layering parameters, such as the stacking sequence angle 
and the arrangement of layers in terms of the order of using 
carbon/epoxy and glass/epoxy on the dynamic behavior of a 
hybrid composite shaft.

2- Methodology
First, a non-hybrid hollow composite shaft with eight 

layers of carbon/epoxy is modeled as a symmetric stacking 
sequence S45/ 45/45/ 45  − −  to validate its results and then is 
generalized the modeling to investigate the dynamic behavior 
of the hybrid composite shaft. In Fig. 1, a hollow composite 
shaft is shown in the form of two steel discs resting on elastic 
supports at both ends. The theory of the modified equivalent 
modulus beam can be used to obtain the motion equations of 
the composite shaft. The equivalent modulus beam theory is 
developed by adding transverse shear deformation, rotational 
inertia, and gyroscopic effects to the Berse-Timoshenko 
beam theory. In the modified equivalent modulus beam 
theory, bending-torsional, vertical shear, and bending-tensile 
couplings are also considered.

Next, a hybrid composite shaft with eight layers of glass/
epoxy and carbon/epoxy is modeled. Considering that the 
cost of carbon/epoxy is about ten times that of glass/epoxy; 
as a result, two layers of carbon/epoxy and six layers of glass/
epoxy are used.

3- Results and Discussion
To validate the finite element analysis, the simulation 

results of the eight layers composite shaft are compared with 
the numerical results of Mendonsa’s research [5]. Fig. 2 shows 
the Campbell diagram of a rotating hollow composite shaft 
with eight layers of carbon/epoxy with S45/ 45/45/ 45  − −  
a symmetrical stacking sequence in the state of two steel 
discs with different external radial that is placed on elastic 
bearings at both ends, using the finite element method, which 
is compared Campbell diagram of research [5] and validation 

of the results is confirmed. The forward and backward 
frequencies in the first and second modes are observed only 
due to gyroscopic effects. The accuracy of the results in the 
first and second forward and backward modes is acceptable, 
and the error is less than 9% in all rotation speeds.

4- Conclusions
This research investigated the dynamic behavior of a 

hybrid composite shaft with elastic bearings. First, a composite 
shaft with carbon/epoxy eight  layers was modeled in the 
state of two steel discs with different diameters in the middle 
symmetrically placed on elastic supports. The results of the 
finite element were compared with the results of research [5], 
and the validity of the results was confirmed. In the following, 
the composite shaft was developed in the hybrid mode, and 
the governing equations of the hybrid composite shaft were 
derived in matrix form using Lagrange’s equations. Then, 
by coding in MATLAB software and numerical solution, 
forward and backward frequencies in the first and second 
modes at different rotational speeds were obtained through 
the amplitude versus frequency diagram and compared with 
the finite element results, and validation of the results was 
done. In the end, the effect of stacking sequence parameters 
on forward and backward frequencies was investigated. The 
results showed that the cumulative sequence parameters have 
a significant effect on the vibration behavior of the hybrid 
composite shaft, which was summarized as follows:

1) The higher the stacking sequence angle, the higher the 
natural frequency of the hybrid composite shaft.

2) If the carbon/epoxy layer is the outer layer or is closer 
to the outer layers, the natural frequency of the hybrid 
composite shaft will also increase.

3) A higher stacking sequence angle of carbon/epoxy will 
have a greater effect in the hybrid composite shaft than the 
placement arrangement of the carbon/epoxy layer in the outer 
layers.

4) For the eight layers hybrid composite shaft, we will 
have the highest natural frequency in the case where the two 
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Nowadays, the composite shaft has wide applications in 
various industries, including aerospace and automobile 
industries, due to its lightness and proper strength. 
Investigating the composite shaft in terms of vibration is 
very important for the proper operation and stability of 
the rotating system with high rotation speed. Still, due 
to the non-isotropic property of composite materials, its 
dynamic analysis is almost difficult. Qi et al. [1] studied 
the vibration characteristics of composite shafts using 
the finite element analysis method, pulse vibration 
stimulation method, and numerical solution. Bavi et al. 
[2] investigated the combined effects of shaft 
asymmetry and geometric nonlinearity and stability of 
composite shafts. They derived the equations of motion 
by considering Euler angles and anisotropic properties 
of the composite material and using Hamilton's 
extended principle. They also considered the effects of 
tension, such as gyroscopic torque, rotational inertia, 
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using the experimental test in rotating mode and finite 
element analysis by applying the simplified 
homogenized beam theory and considering the internal 
damping in the form of the Kelvin-Voigt model. 
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isotropy of the composite material. They considered the 
nonlinear geometric effect and the shear deformation to 
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effect of the composite shaft layers' arrangement on the 
rotor's dynamic behavior. They used the simulation 
results to present the effect of layering in Campbell 
diagrams, critical speed, instability threshold, and 
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composite shaft by considering the nonlinear geometry 
and by applying the harmonic balance solution method. 
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review paper. They stated that considering that 
composites have become the preferred and practical 
material to reduce weight in automobiles, hybrid 
composite materials are used in many engineering 
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lightweight, high strength-to-weight ratio, low cost, and 

ease of use. By examining the previous research, it can 
be seen that so far, no specific and comprehensive work 
has been presented regarding the effect of layering 
parameters, such as the stacking sequence angle and the 
arrangement of layers in terms of the order of using 
carbon/epoxy and glass/epoxy on the dynamic behavior 
of a hybrid composite shaft. 

2. Methodology 
First, a non-hybrid hollow composite shaft with 

eight layers of carbon/epoxy is modeled as a symmetric 
stacking sequence S45/ 45/45/ 45     to validate its 
results and then is generalized the modeling to 
investigate the dynamic behavior of the hybrid 
composite shaft. In Fig. 1, a hollow composite shaft is 
shown in the form of two steel discs resting on elastic 
supports at both ends. The theory of the modified 
equivalent modulus beam can be used to obtain the 
motion equations of the composite shaft. The equivalent 
modulus beam theory is developed by adding transverse 
shear deformation, rotational inertia, and gyroscopic 
effects to the Berse-Timoshenko beam theory. In the 
modified equivalent modulus beam theory, bending-
torsional, vertical shear, and bending-tensile couplings 
are also considered. 

 
Fig. 1. Composite shaft with two discs and elastic 

bearings at both ends 

Next, a hybrid composite shaft with eight layers of 
glass/epoxy and carbon/epoxy is modeled. Considering 
that the cost of carbon/epoxy is about ten times that of 
glass/epoxy; as a result, two layers of carbon/epoxy and 
six layers of glass/epoxy are used. 

3. Results and Discussion 

To validate the finite element analysis, the simulation 
results of the eight layers composite shaft are compared 
with the numerical results of Mendonsa's research [5]. 
Fig. 2 shows the Campbell diagram of a rotating hollow 
composite shaft with eight layers of carbon/epoxy with 

S45/ 45/45/ 45     a symmetrical stacking sequence in 
the state of two steel discs with different external radial 

Fig. 1. Composite shaft with two discs and elastic bear-
ings at both ends
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that is placed on elastic bearings at both ends, using the 
finite element method, which is compared Campbell 
diagram of research [5] and validation of the results is 
confirmed. The forward and backward frequencies in 
the first and second modes are observed only due to 
gyroscopic effects. The accuracy of the results in the 
first and second forward and backward modes is 
acceptable, and the error is less than 9% in all rotation 
speeds. 

 
Fig. 2. Comparison of Campbell diagram of carbon/epoxy 
8 layers composite shaft and S45/ 45/45/ 45     stacking 

sequence with reference [5] 

4. Conclusions 

This research investigated the dynamic behavior of a 
hybrid composite shaft with elastic bearings. First, a 
composite shaft with carbon/epoxy eight layers was 
modeled in the state of two steel discs with different 
diameters in the middle symmetrically placed on elastic 
supports. The results of the finite element were 
compared with the results of research [5], and the 
validity of the results was confirmed. In the following, 
the composite shaft was developed in the hybrid mode, 
and the governing equations of the hybrid composite 
shaft were derived in matrix form using Lagrange's 
equations. Then, by coding in MATLAB software and 
numerical solution, forward and backward frequencies 
in the first and second modes at different rotational 
speeds were obtained through the amplitude versus 
frequency diagram and compared with the finite 
element results, and validation of the results was done. 
In the end, the effect of stacking sequence parameters 
on forward and backward frequencies was investigated. 
The results showed that the cumulative sequence 
parameters have a significant effect on the vibration 
behavior of the hybrid composite shaft, which was 
summarized as follows: 
1) The higher the stacking sequence angle, the higher 
the natural frequency of the hybrid composite shaft. 
2) If the carbon/epoxy layer is the outer layer or is 
closer to the outer layers, the natural frequency of the 
hybrid composite shaft will also increase. 

3) A higher stacking sequence angle of carbon/epoxy 
will have a greater effect in the hybrid composite shaft 
than the placement arrangement of the carbon/epoxy 
layer in the outer layers. 
4) For the eight layers hybrid composite shaft, we will 
have the highest natural frequency in the case where the 
two outer layers of the shaft are carbon/epoxy with a 
90-degree angle, the two inner layers are glass/epoxy 
with a zero-angle, and the middle four layers are also 
glass/epoxy with The angles are 45 and -45 degrees. 
5) To save money, it is possible to increase the number 
of natural frequencies and critical speeds by hybridizing 
the composite shaft and using less carbon/epoxy using 
layering and placing the appropriate carbon/epoxy and 
glass/epoxy. The results can be approached to the 
carbon/epoxy non-hybrid composite shaft. 
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outer layers of the shaft are carbon/epoxy with a 90-degree 
angle, the two inner layers are glass/epoxy with a zero-angle, 
and the middle four layers are also glass/epoxy with The 
angles are 45 and -45 degrees.

5) To save money, it is possible to increase the number 
of natural frequencies and critical speeds by hybridizing the 
composite shaft and using less carbon/epoxy using layering 
and placing the appropriate carbon/epoxy and glass/epoxy. 
The results can be approached to the carbon/epoxy non-
hybrid composite shaft.
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تأثیر پارامترهای لایه‌چینی بر روی رفتار ارتعاشی محور کامپوزیتی هیبریدی دوار

محمد مهدی نظری، عباس رهی*، روح‌اله سرفراز

دانشکده مهندسی مکانیک و انرژی، دانشگاه شهید بهشتی، تهران، ایران. 

خلاصه: یک محور کامپوزیتی دوار می‌تواند برای انتقال قدرت در صنایع مربوط به ماشین آلات دوار استفاده شود. در مقایسه با یک 
محور انتقال قدرت فلزی مرسوم، یک محور انتقال قدرت کامپوزیتی، معمولًا دارای فرکانس‌های طبیعی و سرعت‌های بحرانی بالاتری 
است. در این مقاله ابتدا در حالت دوار، نتایج المان محدود یک محور کامپوزیتی 8 لایه کربن/ اپوکسی در حالت دو دیسک فولادی 
در وسط به صورت متقارن و قطرهای مختلف با نتایج پژوهش پیشین مقایسه شده و صحت نتایج تأیید می‌شود. سپس یک محور 
کامپوزیتی تو خالی هیبریدی 8 لایه از جنس کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی با دو دیسک فولادی که روی تکیه‌گاه‌های ارتجاعی 
قرار دارد، مدل‌سازی می‌گردد. با بکارگیری معادلات لاگرانژ، معادلات حرکت محور کامپوزیتی هیبریدی با استفاده از تئوری تیر مدول 
معادل اصلاح شده بدست می‌آیند. با کدنویسی در نرم‌افزار متلب و حل عددی، نمودار دامنه بر حسب فرکانس در حالت دوار بدست 
می‌آید و با نتایج شبیه‌سازی محور کامپوزیتی در نرم‌افزار انسیس مقایسه شده و صحه‌گذاری انجام می‌گیرد. در نهایت تأثیر پارامترهای 

لایه‌چینی مانند زاویه الیاف و ترتیب استفاده از کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی بر روی فرکانس‌های طبیعی بررسی می‌شود.
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مقدمه-1 
و  فضا  هوا  از جمله صنایع  در صنایع مختلف  کامپوزیتی  امروزه محور 
کاربردهای  دارای  مناسب،  استحکام  و  بودن  سبک  علت  به  خودرو  صنایع 
کارکرد  برای  ارتعاشی  نظر  از  کامپوزیتی  محور  بررسی  می‌باشد.  وسیعی 
مناسب و پایداری سیستم دوار با سرعت دوران بالا اهمیت زیادی دارد، ولی 
به دلیل خاصیت غیر ایزوتروپیک مواد کامپوزیتی، تحلیل دینامیکی آن تقریباً 
المان محدود،  از روش تحلیل  استفاده  با  دشوار است. کی و همکاران ]1[ 
روش تحریک ارتعاش پالس1 و حل عددی، ویژگی‌های ارتعاش محور‌ها‌ی 
مدول  افزایش  که  دادند  نشان  آن‌ها  دادند.  قرار  مطالعه  مورد  را  کامپوزیتی 
الیاف یکی از روش‌های مؤثر برای افزایش فرکانس طبیعی محور کامپوزیتی 
در  الیاف کربن  با  تقویت شده  کامپوزیتی  میرایی محور‌های  و نسبت  است 
نتایج  است.  و شیشه کوچک‌تر  بازالت  الیاف  با  کامپوزیتی  با محور  مقایسه 
المان محدود آنها نسبتاً قابل اعتماد بود. آن‌ها نتیجه گرفتند که میرایی محور 

1  Pulse Vibration Excitation Technique (PVET)

کامپوزیتی با اتصالات فلزی در دو انتها در مقایسه با محور کامپوزیتی بدون 
اتصالات فلزی ضعیف‌تر می‌شود. باوی و همکاران ]2[ اثرات ترکیبی عدم 
پایداری محور‌های کامپوزیتی  تقارن در محور و غیرخطی بودن هندسی و 
را مورد بررسی قرار دادند. آن‌ها عدم تقارن محور را با یک مقطع مستطیلی 
مدل‌سازی کردند که باعث می‌شود سفتی محور در یک جهت با جهت دیگر 
متفاوت باشد. آن‌ها معادلات حرکت را با در نظر گرفتن زوایای اویلر، خواص 
ناهمسانگرد ماده کامپوزیت و استفاده از اصل توسعه یافته همیلتون به دست 
اینرسی دورانی و کوپلینگ‌های  اثراتی مانند گشتاور ژیروسکوپی،  آوردند و 
تأیید  برای  این،  بر  نظر گرفتند. علاوه  در  نیز  را  از کشش  ناشی  غیرخطی 
اساس  بر  عددی  تحلیل‌های  از  چندگانه،  مقیاس‌های  روش  به  حل  نتایج 
روش رانگ کوتا استفاده کردند. باربوسا و همکاران ]3[ با استفاده از آزمون 
تجربی در حالت دوار و تحلیل المان محدود با به کارگیری تئوری تیر همگن 
شده ساده شده2 و با لحاظ نمودن میرایی داخلی به صورت مدل کلوین-ویت، 

2  Simplified Homogenized Beam Theory (SHBT)
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ارتعاشات یک محور کامپوزیتی توخالی از جنس کربن/ اپوکسی را مطالعه 
لایه   20 کامپوزیتی  توخالی  محور  یک  از  تجربی  آزمون  مجموعه  کردند. 
برابر  با قطرهای  آلومینیوم  از جنس  با دو دیسک  اپوکسی  از جنس کربن/ 
تشکیل می‌شد. در حالت دوار، سنسورهای ارتعاش سنج را به طور عمودی و 

افقی بر روی هر یاتاقان قرار دادند و داده‌های ارتعاشی را استخراج نمودند.
را  دوار  کامپوزیتی  غیرخطی یک محور  ارتعاشات   ]4[ و حسینی  کافی 
اینرسی  ژیروسکوپی،  اثر  خود  پژوهش  در  آن‌ها  دادند.  قرار  مطالعه  مورد 
دورانی، کوپلینگ ایجاد شده به دلیل غیرهمسانگرد بودن ماده کامپوزیت در 
نظر گرفته شده و اثر غیرخطی هندسی را لحاظ کردند و تغییر شکل برشی 
انرژی پتانسیل کرنشی  انرژی جنبشی،  با محاسبه  را ناچیز در نظر گرفتند. 
و کار نیروهای غیرپایستار و با به کارگیری اصل همیلتون، معادلات حرکت 
و  دیکسیت  کردند.  استخراج  را  متغیر  دورانی  سرعت  با  کامپوزیتی  محور 
همکاران ]5[ کاربید آلومینیوم-بورون را به عنوان ماده‌ای سبک برای ساخت 
این محور‌های  را در  محور‌های کامپوزیتی معرفی کردند و سرعت بحرانی 
کامپوزیتی بررسی کردند. جگادیل و پادی ]6[ یک محور کامپوزیتی از جنس 
شیشه/ اپوکسی به روش رشته پیچی ساختند و استحکام پیچشی آن را مورد 
ارزیابی قرار دادند. آن‌ها تلاش کردند تا استحکام پیچشی محور انتقال قدرت 
کامپوزیتی را با حفظ ابعاد مورد مطالعه قرار دهند. مواد انتخاب شده در ساخت 
محور کامپوزیتی، الیاف شیشه و اپوکسی به عنوان اجزاء اصلی بودند. هدف 
آنها جایگزینی یک محور کامپوزیتی با یک محور انتقال قدرت بود، به طوری 

که تمام پارامترهای طراحی را ثابت نگه دارد.
مورد  را  کامپوزیتی  محور‌  با  روتور  دینامیک   ]7[ همکاران  و  مندونسا 
میرایی  وجود  دلیل  به  روتورها  این  دینامیکی  تحلیل  دادند.  قرار  مطالعه 
چیدمان  تأثیر  آن‌ها  است.  متفاوت  مرسوم  تحلیل‌های  با  محور  در  داخلی 
لایه‌های محور کامپوزیتی را بر رفتار دینامیکی روتور بررسی کردند. از نتایج 
شبیه‌سازی برای ارائه تأثیر لایه‌چینی در نمودارهای کمبل، سرعت بحرانی، 
آستانه ناپایداری و توابع پاسخ فرکانس استفاده کردند. سان و همکاران ]8[ 
ارتعاشات محور‌های کامپوزیتی تقویت شده با الیاف کربنی را مطالعه کردند. 
اینکه از خراب شدن محور کامپوزیتی جلوگیری کنند، پیشنهاد  آن‌ها برای 
نمودند از اتصالات یکپارچه در انتهای محور‌های انتقال قدرت استفاده شود. 
آن‌ها فرکانس‌های طبیعی محور‌های کامپوزیتی تقویت شده با الیاف کربن را 
با استفاده از روش المان محدود و نیز آزمون تجربی بدست آوردند و نتایج را 
با یکدیگر مقایسه کردند. علی نژاد و همکاران ]9[ رزونانس‌های ترکیبی یک 
محور کامپوزیتی دوار را با در نظر گرفتن هندسه غیرخطی و با به کارگیری 

روش حل غیرخطی هارمونیک بالانس، بررسی کردند. عرب و همکاران ]10[ 
ارتعاشات و پایداری محور کامپوزیتی دوار با وجود میرایی داخلی هیسترزیس 
را مورد مطالعه قرار دادند. آن‌ها برای تحلیل محور کامپوزیتی، روش المان 
محدود تیر اولر-برنولی را در نظر گرفتند و از تئوری تک لایه معادل1 استفاده 
کردند و در نهایت تأثیر پارامترهای متفاوت مانند لایه‌چینی الیاف و ضرایب 
سفتی و میرایی یاتاقان‌ها را بر روی فرکانس‌های طبیعی، سرعت بحرانی و 

آستانه ناپایداری محور کامپوزیتی بررسی کردند.
ری و همکاران ]11[ اثر کوپلینگ خمش و پیچش در تحلیل ارتعاشات 
تیر همگن شده  تئوری  با اصلاح  آن‌ها  بررسی کردند.  را  کامپوزیتی  محور 
ساده شده پارامترهایی همچون اثر پواسون و اثر کوپلینگ پیچش و خمش را 
در نظر گرفتند. همچنین تغییر شکل برشی عرضی به همراه اثر ژیروسکوپی 
و اینرسی دورانی را لحاظ نمودند. گوربان و گوپتا ]12[ تأثیر زاویه لایه‌چینی 
و مکانیزم‌های کوپلینگ بر روی فرکانس‌های طبیعی محور‌های کامپوزیتی را 
بررسی کردند. آن‌ها برای تحلیل تئوری تیر مدول معادل را با در نظر گرفتن 
تغییر شکل برشی، اینرسی دورانی و اثرات ژیروسکوپی در نظر گرفتند. شینده 
و ساوانت ]13[ یک محور کامپوزیتی انتقال قدرت از جنس شیشه/ اپوکسی 
را با کاربرد در وسیله نقلیه سبک را طراحی و مورد بررسی قرار دادند. قونیم و 
همکاران ]14[ تأثیر لایه‌چینی الیاف و مکانیزم‌های کوپلینگ بر فرکانس‌های 

طبیعی محور کامپوزیتی از جنس شیشه/ اپوکسی را بررسی کردند.
راویشانکار و همکاران ]15[ در یک مقاله مروری به بررسی کامپوزیت‌های 
اینکه  به  با توجه  بیان کردند  پرداختند. آن‌ها  با کاربرد در خودرو  هیبریدی 
کاربردی  و  ارجح  ماده  به  تبدیل  خودرو  در  وزن  کاهش  برای  کامپوزیت‌ها 
شده‌اند، مواد کامپوزیت هیبریدی در بسیاری از کاربردهای مهندسی به دلیل 
خواص متنوع خود از جمله وزن سبک، نسبت استحکام به وزن بالا، هزینه 
کم، سهولت در توسعه سازه و مقاومت بالا استفاده می‌شوند. یوداتا و همکاران 
محور‌های  دینامیکی  خواص  تقویت  در  را  کربنی  لوله‌های  نانو  تأثیر   ]16[
آکلیلو و همکاران ]17[ تحلیل  بررسی کردند.  لوله‌ای کامپوزیتی هیبریدی 
آن‌ها  دادند.  انجام  را  دوار  هیبریدی  لایه‌ای  کامپوزیتی  تیرهای  در  خرابی 
تحلیل عددی تیرهای دوار را با استفاده از برنامه نویسی متلب انجام دادند 
غیر هیبریدی  دوار  تیرهای  تئوری  ارزیابی محدودیت‌های شکست  برای  و 
و هیبریدی، معیار شکست چای-وو2 را به کار گرفتند. یوسف ]18[ خواص 
الیاف  با  شده  تقویت  اپوکسی  ماتریس  هیبریدی  کامپوزیت‌های  مکانیکی 
 ]19[ هوچارد  و  مونتاگنیر  داد.  قرار  مطالعه  مورد  را  شده  بافته  کربن-کنف 

1  Equivalent Single Layer Theory (ESLT)
2  Tsai-Wu
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تقویت  پلاستیک  هیبریدی  کامپوزیتی  قدرت  انتقال  بهینه‌سازی محور‌های 
شده با الیاف کربن با مدول و استحکام بالا را با استفاده از الگوریتم ژنتیک 
لایه‌چینی  توسعه  و  طراحی   ]20[ وینوث  و  آرون  دادند.  قرار  بررسی  مورد 
محور‌های انتقال قدرت کامپوزیتی هیبریدی با کاربرد در وسایل نقلیه را ارائه 
دادند. آن‌ها نتیجه گرفتند که افزایش تعداد لایه‌های کامپوزیتی، استحکام در 
برابر شکست را برای یک محور انتقال قدرت هیبریدی آلومینیوم-کامپوزیت 

افزایش خواهد داد.
با بررسی نمودن پژوهش‌های انجام گرفته پیشین، مشاهده می‌شود که 
مانند  پارامترهای لایه‌چینی  تأثیر  در خصوص  جامعی  و  کار خاص  تاکنون 
زاویه لایه‌چینی و چیدمان لایه‌ها از نظر ترتیب استفاده از کربن/ اپوکسی و 
شیشه/ اپوکسی بر روی رفتار دینامیکی یک محور کامپوزیتی هیبریدی ارائه 
نشده است. در این پژوهش یک محور کامپوزیتی توخالی هیبریدی با 8 لایه 
از جنس کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی در حالت دو دیسک فولادی در 
وسط به صورت متقارن که روی تکیه‌گاه‌های ارتجاعی قرار دارد، مدل‌سازی 
با  هیبریدی،  کامپوزیتی  محور  بر  حاکم  معادلات  استخراج  از  بعد  می‌شود. 
بر حسب فرکانس  دامنه  نمودار  نرم‌افزار متلب و حل عددی،  کدنویسی در 

بدست می‌آید و با نتایج شبیه‌سازی محور کامپوزیتی در نرم‌افزار المان محدود 
دوار،  حالت  در  می‌گردد. سپس  تأیید  نتایج  و صحت  شده  مقایسه  انسیس 
با دیاگرام کمبل  اپوکسی  با 8 لایه کربن/  دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی 
پژوهش مندونسا مقایسه شده و صحه‌گذاری انجام می‌گیرد. در نهایت تأثیر 
بر روی فرکانس  پارامترهای مختلف لایه‌چینی محور کامپوزیتی هیبریدی 

طبیعی آن مورد مطالعه قرار می‌گیرد.

کامپوزیتی -2  محور  حرکت  معادلات  استخراج  و  مدل‌سازی 
هیبریدی

کربن/  لایه   8 با  غیرهیبریدی  توخالی  کامپوزیتی  محور  یک  ابتدا 
یعنی   S/ / /  − −45 45 45 45 متقارن  لایه‌چینی  صورت  به  اپوکسی 
بتوان  تا  می‌شود  مدل‌سازی   / / / / / / /  − − − −45 45 45 45 45 45 45 45

رفتار  بررسی  برای  را  مدل‌سازی  سپس  و  کرد  صحه‌گذاری  را  آن  نتایج 
محور  یک   ،1 شکل  در  داد.  تعمیم  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  دینامیکی 
تکیه‌گاه‌های  روی  که  فولادی  دیسک  دو  حالت  در  توخالی  کامپوزیتی 
ارتجاعی در دو انتها قرار دارد، نمایش داده شده است. برای بدست آوردن 

 
 انتها دو در ارتجاعی هاییاتاقان و دیسک دو با کامپوزیتی محور: 1 شکل

Fig. 1. Composite shaft with two discs and elastic bearings at both ends 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. محور کامپوزیتی با دو دیسک و یاتاقان‌های ارتجاعی در دو انتها

Fig. 1. Composite shaft with two discs and elastic bearings at both ends
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معادلات حرکت محور کامپوزیتی، می‌توان تئوری تیر مدول معادل اصلاح 
شده را استفاده کرد. تئوری تیر مدول معادل با اضافه کردن تغییر شکل برشی 
عرضی، اینرسی دورانی و اثرات ژیروسکوپی به تئوری تیر برسه-تیموشنکو1 
کوپلینگ‌های  شده،  اصلاح  معادل  مدول  تیر  تئوری  در  می‌یابد.  توسعه 

خمشی-پیچشی، برشی قائم و خمشی-کششی نیز در نظر گرفته می‌شود.
C45 یعنی زاویه الیاف آن لایه کامپوزیتی، 45 درجه و جنس  منظور از 
G45 یعنی زاویه الیاف آن  آن، کربن/ اپوکسی است و همچنین منظور از 

لایه، 45 درجه و جنس آن، شیشه/ اپوکسی می‌باشد.
شیشه/  جنس  از  لایه   8 با  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  یک  ادامه  در 
اپوکسی و کربن/ اپوکسی مدل‌سازی می‌شود. با توجه به اینکه هزینه کربن/ 
اپوکسی حدود 10 برابر شیشه/ اپوکسی است، در نتیجه برای صرفه‌جویی در 

هزینه، از 2 لایه کربن/ اپوکسی و 6 لایه شیشه/ اپوکسی استفاده می‌شود.
رابطه تنش و کرنش و ماتریس سفتی برای یک ماده غیرهمسانگرد در 
حالت سه بعدی در دستگاه مختصات اصلی به صورت زیر تعریف می‌شود 

:]21[
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1  Bresse –Timoshenko beam theory

 ε τ به ترتیب تنش‌های قائم و برشی و همچنین  σ و  در رابطه بالا 
γ به ترتیب کرنش‌های قائم و برشی در جهت‌های اصلی هستند. شکل  و 
2، یک مدل ساده از یک محور کامپوزیتی با در نظر گرفتن دستگاه مختصات 
r و  xθ− − در جهت‌های اصلی 3-2-1 و دستگاه مختصات استوانه‌ای 
η که همان زاویه بین راستای الیاف با محور است،  همچنین زاویه لایه‌چینی 

برای یک لایه غیرهمسانگرد دلخواه کامپوزیت را نشان می‌دهد.
رابطه تنش و کرنش و ماتریس سفتی برای یک ماده غیرهمسانگرد در 
r به صورت زیر  xθ− − حالت سه بعدی در دستگاه مختصات استوانه‌ای 

تعریف می‌شود ]21[:
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رابطه بالا را می‌توان به صورت زیر بازنویسی کرد:
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] به صورت زیر بیان می‌شود ]21[: ]Q ماتریس سفتی 

 
 یاو دستگاه مختصات استوانه 1-2-3 یاصل یها: دستگاه مختصات در جهت2شکل 

Fig. 2. The coordinate system in principal directions 1-2-3 and the cylindrical coordinate system 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. دستگاه مختصات در جهت‌های اصلی 3-2-1 و دستگاه مختصات استوانه‌ای

Fig. 2. The coordinate system in principal directions 1-2-3 and the cylindrical 
coordinate system
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] طبق روابط )5( و )6( عبارتند  ]T ] و  ]Q که در آن ماتریس‌های 

از ]21[:
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E به ترتیب مدول یانگ در جهت‌های 1 و 2،  2 E1 و  در رابطه )6(، 
G23 به ترتیب مدول برشی روی  G13 و   ، G12 ν12 ضریب پواسون و 

صفحات 1-2، 1-3 و 2-3 می‌باشند. جابجایی‌ محور کامپوزیتی در امتداد 
 ( ),w x t و   ( ),v x t  ، ( ),u x t ترتیب  به   z و   y  ، x محورهای 
و   ϕ و   θ ترتیب  به   xy و   xz صفحات  در  خمش  شیب‌های  هستند. 

Ω سرعت دوران محور کامپوزیتی می‌باشد. β زاویه پیچش و  همچنین 
 z y و   ، x شکل 3، جابجایی‌ محور کامپوزیتی در امتداد محورهای 
 ،4 شکل  در  می‌دهد.  نشان  را   ( ),w x t و   ( ),v x t  ، ( ),u x t یعنی 
محور  پیچش  زاویه  همچنین  و   xy و   xz در صفحات  شیب‌های خمش 

کامپوزیتی مشاهده می‌‎شود.
انرژی پتانسیل کرنشی به دلیل تغییر شکل خمشی، برشی و پیچشی به 

صورت رابطه )7( است ]12[:
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 zو  x ،y  یدر امتداد محورها یتیمحور کامپوز ییجابجا: 3شکل 

Fig. 3. Displacement of the composite shaft along the x, y, and z axes 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

z و x، y  شکل 3. جابجایی‌ محور کامپوزیتی در امتداد محورهای

Fig. 3. Displacement of the composite shaft along the x, y, and z axes
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 HTC ، ضریب سفتی پیچشی  HBC که در آن ضریب سفتی خمشی 
HSC محور کامپوزیتی هیبریدی از رابطه‌های زیر  و ضریب سفتی برشی 

بدست می‌آید ]12[:
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k ضریب تصحیح برشی می‌باشد که برای محور‌های  ′ در رابطه )10(، 
کامپوزیتی لوله‌ای برابر 0/5 است. همچنین ضریب سفتی خمشی-پیچشی 
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 به ترتیب شعاع خارجی و شعاع 
i

r  و 
o

r در تمامی روابط )8( تا )11(، 

n تعداد لایه‌های  k شماره لایه کامپوزیتی و  داخلی لایه کامپوزیتی هستند. 
محور کامپوزیتی هیبریدی می‌باشد که برابر 8 است که 2 لایه آن کربن/ 

اپوکسی و 6 لایه آن شیشه/ اپوکسی است.
از روابط زیر  انرژی جنبشی دیسک  انرژی جنبشی محور کامپوزیتی و 

محاسبه می‌شوند:
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انرژی جنبشی کل سیستم برابر مجموع انرژی جنبشی محور کامپوزیتی 
 Ω ρ چگالی محور کامپوزیتی،  l طول محور،  و دیسک است که در آن 
 به ترتیب سطح مقطع، ممان اینرسی 

p
I I و   ، A سرعت دوران محور، 

i شماره دیسک،  جرمی عرضی و قطبی محور کامپوزیتی هیبریدی هستند. 
 ،

Di
M N تعداد دیسک است. همچنین  ام و  i  موقعیت مکانی دیسک 

i
x

 
 

 یتیمحور کامپوز چشیپ هیو زاو xyو  xzخمش در صفحات  بیش :4شکل 
Fig. 4. Bending slope in the xz and xy planes and the torsion angle of the composite shaft 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. شیب خمش در صفحات xz و xy و زاویه پیچش محور کامپوزیتی

Fig. 4. Bending slope in the xz and xy planes and the torsion angle of the composite shaft
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 به ترتیب جرم، ممان اینرسی جرمی عرضی و قطبی دیسک 
DPi

I  و 
Di

I

 طبق رابطه )14( بدست می‌آید:
p

I I و   ، A ام می‌باشند.  i
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 به ترتیب چگالی کربن/ اپوکسی و چگالی 
G

ρ  و 
C

ρ در رابطه بالا، 
n به ترتیب تعداد لایه‌های کربن/ اپوکسی،  d و   ، c شیشه/ اپوکسی است. 

شیشه/ اپوکسی و تعداد کل لایه‌ها می‌باشد.
 اعمال شده روی یاتاقان روتور به ترتیب در جهت 

z
F  و 

y
F نیروهای 

z به صورت رابطه زیر بیان می‌شوند: y و 
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لاگرانژ  معادلات  از  استفاده  با  و   L T U= − لاگرانژین  تعریف  با 
داریم:
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به  برای محور کامپوزیتی هیبریدی  را  توابع پاسخ  برای حل معادلات، 
صورت زیر تعریف می‌کنیم:

)17( (17) 

   

 

 

 

1 1

1

1

1

, ,

,

,

sin sin

cos

cos

cos

n n

j j
j j

n

j
j

n

j
j

n

j
j

j x j xv x V w x Wl l

j xx l

j xx l

j xx l

 










 







   

  

  

 

 

 

(18)          2 0M i D K X 
        

 

 

�

سپس معادلات حرکت محور کامپوزیتی به صورت پنج معادله جبری به 
شکل مسئله مقدار ویژه درجه دوم زیر بدست می‌آید:

)18(

(17) 

   

 

 

 

1 1

1

1

1

, ,

,

,

sin sin

cos

cos

cos

n n

j j
j j

n

j
j

n

j
j

n

j
j

j x j xv x V w x Wl l

j xx l

j xx l

j xx l

 










 







   

  

  

 

 

 

(18)          2 0M i D K X 
        

 

 

�

] ماتریس  ]D ] ماتریس سفتی و  ]K ] ماتریس جرم،  ]M که در آن 
کامپوزیتی  محور  دوران  سرعت  به  که  است  ژیروسکوپی  اثرات  به  مربوط 
 β و   Φ  ،Θ  ،W  ،V شامل  ویژه  بردار   X همچنین  است.  وابسته 

می‌باشد.

تحلیل المان محدود محور کامپوزیتی هیبریدی-3 
شده  داده  نشان   1 جدول  در  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  هندسی  ابعاد 

است.
خواص مکانیکی کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی برای تحلیل المان 

محدود محور کامپوزیتی هیبریدی در جدول 2 آمده است.
 3 در جدول  فولادی  دیسک  دو  مکانیکی  و  همچنین خواص هندسی 

نمایش داده شده است.
محور  خارجی  شعاع  با  برابر  دیسک  داخلی  شعاع   3 به جدول  توجه  با 
محور  شبیه‌سازی  است.  چسبیده  صورت  به  آنها  اتصال  نوع  و  می‌باشد 
کامپوزیتی با 8 لایه از جنس کربن/ اپوکسی که ضخامت همه لایه‌ها یکسان 
انجام  انسیس  المان محدود  نرم‌افزار  برابر یک میلی‌متر است، تحلیل در  و 

می‌شود.
در ادامه شرایط مرزی تکیه‌گاه ارتجاعی را برای محور کامپوزیتی در نظر 
با سفتی‌های غیرمساوی  فنرهایی  به صورت  انتهایی  یاتاقان  دو  می‌گیریم. 
N هستند و ثابت میرایی آنها 

mzzK =
710 N و 

myyK =
810

نیز صفر است. شکل 5 ضرایب سفتی و میرایی یاتاقان سمت راست محور 
کامپوزیتی 8 لایه کربن/ اپوکسی را نشان می‌دهد.

شکل 6 شبکه‌بندی محور کامپوزیتی 8 لایه را نشان می‌دهد. نوع المان 
شبکه، مربعی و اندازه شبکه برای لایه‌های کامپوزیت 0/5 میلی‌متر و برای 
دو دیسک‌ 5 میلی‌متر است. در ادامه آنالیز حساسیت شبکه بررسی شده که 

تعداد المان‌های شبکه 136123 و تعداد گره‌ها 225773 می‌باشد.
لایه‌چینی  با  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  شبیه‌سازی  ادامه  در 
G انجام می‌گیرد. به دلیل  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90

اینکه هزینه کربن/ اپوکسی حدود 10 برابر شیشه/ اپوکسی است، از 2 لایه 
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جدول 1. ابعاد هندسی محور کامپوزیتی

Table 1. Geometric dimensions of the composite shaft

 کامپوزیتی محور: ابعاد هندسی 1جدول 
Table 1. Geometric dimensions of the composite shaft 

 
محورمشخصات  )m(شعاع داخلی  )m(شعاع خارجی  )m( محورطول   

2/1  840/8  84/8  مقدار 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. خواص مکانیکی کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی

Table 2. Mechanical properties of carbon/epoxy and glass/epoxy

 : خواص مکانیکی کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی2جدول 

Table 2. Mechanical properties of carbon/epoxy and glass/epoxy 
 

 خواص مکانیکی واحد کربن/ اپوکسی شیشه/ اپوکسی
6/66  7/172  GPa مدول طولی (E1) 
4/5  2/7  GPa  مدول عرضی(E2) 
1/4  76/6  GPa  مدول برشی(G12) 
6/8  6/8 (ضریب پواسون  - 

(ν12 
2888 2/1446  kg/m3  چگالی 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 3. خواص هندسی و مکانیکی دیسک‌ها

Table 3. Geometrical and mechanical properties of discs

 ها: خواص هندسی و مکانیکی دیسک3 جدول
Table 3. Geometrical and mechanical properties of discs 

 
( چگالی )GPa( مدول یانگ )m( شعاع خارجی )m( داخلیشعاع  )m( ضخامت خواص هندسی و مکانیکی

(/kg m3 
 7058 288 15/8 840/8 85/8 دیسک سمت راست
 7058 288 2/8 840/8 85/8 دیسک سمت چپ
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 یکربن/ اپوکس هیلا 8 یتیسمت راست محور کامپوز اتاقانی ییرایو م یسفت بیضرا :5شکل 
Fig. 5. Stiffness and damping coefficients of the right bearing of the carbon/epoxy 8 layers composite shaft 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. ضرایب سفتی و میرایی یاتاقان سمت راست محور کامپوزیتی 8 لایه کربن/ اپوکسی

Fig. 5. Stiffness and damping coefficients of the right bearing of the carbon/epoxy 8 layers composite shaft

 

 
 

/Sن متقار ینیچ هیو لا سکیبا دو د یکربن/ اپوکس هیلا 8 یتیمحور کامپوز یبندشبکه :6شکل  / /   45 45 45 45  

 45 45 45 45/ / / S
   composite shaft meshing with two discs and  slayer 8arbon/epoxy C .6 Fig.

symmetrical stacking sequence  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 S/ / /  − −45 45 45 45 شکل 6. شبکه‌بندی محور کامپوزیتی 8 لایه کربن/ اپوکسی با دو دیسک و لایه چینی متقارن 

Fig. 6. Carbon/epoxy 8 layers composite shaft meshing with two discs and 45 45 45 45/ / / S
  − −  

symmetrical stacking sequence 
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کربن/ اپوکسی و 6 لایه آن شیشه/ اپوکسی استفاده می‌شود. برای تحلیل 
المان محدود، تمامی خواص مکانیکی و ابعاد هندسی مطابق جدول‌های 1 
تا 3 می‌باشد. شرایط مرزی برای محور کامپوزیتی هیبریدی به صورت فنر 
 N

mzzK =
710 و   N

myyK =
810 مساوی  غیر  سفتی‌های  با 

برای یاتاقان‌ها تعریف می‌شوند. میرایی یاتاقان‌ها نیز صفر است.

ارائه نتایج و صحه‌گذاری-4 
محور  شبیه‌سازی  نتایج  محدود،  المان  تحلیل  صحه‌گذاری  منظور  به 
کامپوزیتی 8 لایه با نتایج عددی پژوهش مندونسا و همکاران ]7[ مقایسه 
از  با 8 لایه  می‌شود. شکل 7 دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی توخالی دوار 
/S در حالت  / /  − −45 45 45 45 جنس کربن/ اپوکسی با لایه‌چینی متقارن 
دو دیسک فولادی با شعاع خارجی مختلف که روی یاتاقان‌های ارتجاعی در 
دو انتها قرار دارد، به روش المان محدود را نشان می‌دهد که با دیاگرام کمبل 
مرجع ]7[ مقایسه شده و صحه‌گذاری نتایج تأیید می‌گردد. با توجه به این 
شکل، فرکانس‌های پیشرو و پسرو در مودهای اول و دوم فقط به دلیل اثرات 
ژیروسکوپی مشاهده می‌شود. دقت نتایج در مود اول و دوم پیشرو و پسرو 

مورد قبول بوده و خطا در تمام سرعت‌های دوران کمتر از 9 درصد می‌باشد.
با توجه به شکل 7، در مطالعه حاضر سرعت‌های بحرانی 1358/2 دور بر 
 ( )ωΩ= دقیقه و 1398/9 دور بر دقیقه به ترتیب از برخورد خط با نسبت 1 
با فرکانس‌های مود اول پسرو و پیشرو بدست می‌آید. همچنین سرعت‌های 
بحرانی 4306/3 دور بر دقیقه و 5027/4 دور بر دقیقه به ترتیب از برخورد 
ωΩ با فرکانس‌های مود دوم پسرو و پیشرو حاصل می‌شود که  = خط 
را  دامنه  بیشترین  بحرانی  دورهای  این  در  غیرهیبریدی  کامپوزیتی  محور 

خواهد شد و تشدید رخ می‌دهد.
لایه‌چینی  با  دوار  توخالی  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  کمبل  دیاگرام 
G و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90

در شکل 8 مشاهده می‌شود. در شکل 8، سرعت‌های بحرانی 1442/2 دور بر 
 ( )ωΩ= دقیقه و 1521/4 دور بر دقیقه به ترتیب از برخورد خط با نسبت 1 
با فرکانس‌های مود اول پسرو و پیشروی محور کامپوزیتی هیبریدی توخالی 
بدست می‌آید. همچنین سرعت‌های بحرانی 5102/7 دور بر دقیقه و 6570/7 
ωΩ با فرکانس‌های مود دوم  = دور بر دقیقه به ترتیب از برخورد خط 
پسرو و پیشرو حاصل می‌شود که محور کامپوزیتی هیبریدی در این دورهای 

 
/Sنی متقارن/ اپوکسی و لایه چیلایه کربن 8کامپوزیتی  محورمقایسه دیاگرام کمبل  :7شکل  / /   45 45 45  [7]با مرجع  45

 S45/ 45/45/ 45   and  site shaftcompo ers8 lay carbon/epoxyComparison of Campbell diagram of  .7 Fig.
symmetric stacking sequence with reference [7] 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

/S با مرجع ]7[ / /  − −45 45 45 45 شکل 7. مقایسه دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی 8 لایه کربن/ اپوکسی و لایه چینی متقارن 

Fig. 7. Comparison of Campbell diagram of carbon/epoxy 8 layers composite shaft and S45/ 45/45/ 45  − −  
symmetric stacking sequence with reference [7]
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بحرانی بیشترین دامنه را خواهد شد و تشدید رخ می‌دهد. در نتیجه باید محور 
کامپوزیتی هیبریدی دور از این دورهای بحرانی باشد. از مقایسه شکل‌های 
7 و 8 مشاهده می‌شود که با وجود سفتی بالای کربن/ اپوکسی، با هیبریدی 
کردن محور کامپوزیتی فرکانس‌های مود اول و دوم پیشرو و پسرو در تمام 
افزایش  نیز  بیشتر می‌شود و همچنین دورهای بحرانی  سرعت‌های دوران، 

می‌یابد.
اندازه شبکه را نشان ‌می‌دهد که تغییرات  شکل 9 نمودار حساسیت به 
فرکانس طبیعی مود اول پیشروی محور کامپوزیتی هیبریدی در حالت دوار با 
G را بر حسب  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 لایه‌چینی 

اندازه المان شبکه برای لایه‌های کامپوزیت را نشان می‌دهد.
فرکانس‌های  متلب،  نرم‌افزار  در   )18( معادله  کدنویسی  با 
لایه‌چینی  با  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  دوم  و  اول  مود 
 1500 دوران  سرعت  در   G G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90

دور بر دقیقه استخراج می‌شوند. ویرلینگ محور و ظهور فرکانس‌های پیشرو 
حرکت  معادلات  در  که  می‌باشد  ژیروسکوپی  اثرات  دلیل  به  فقط  پسرو  و 
دلیل  همین  به  است.  ژیروسکوپی  گشتاورهای  دلیل  به  کامپوزیتی  محور 

فرکانس‌های پیشرو و پسرو در مودهای مختلف تابعی از سرعت دوران محور 
Ω = 0 است. در حالت خاص، زمانی که سرعت دوران محور صفر باشد )

به  برابر هستند و در مود اول و دوم  با هم  (، فرکانس‌های پیشرو و پسرو 
ترتیب برابر 24/71 هرتز و 94/87 هرتز می‌باشد. فرکانس‌های پیشرو و پسرو 
محور کامپوزیتی هیبریدی در سرعت‌های مختلف دوران مختلف در جدول 

4 مشاهده می‌شود.
در حالتی که سرعت دوران محور 1500 دور بر دقیقه باشد، نمودار دامنه 
قله‌های  اگر  می‌شود.  مشاهده   10 در شکل  پیشرو  فرکانس‌های  بر حسب 
نمودار را که دو فرکانس‌ پیشروی مود اول و دوم محور کامپوزیتی هیبریدی 
است و به ترتیب برابر 27/24 هرتز و 103/17 هرتز می‌باشد، با نتایج المان 
محدود شکل 8 که فرکانس‌های پیشروی مود اول و دوم محور کامپوزیتی 
هیبریدی در سرعت  دوران 1500 دور بر دقیقه که به ترتیب 25/352 هرتز 
و 99/851 هرتز است مقایسه کنیم، مشاهده می‌شود درصد خطا کمتر از %7 

می‌باشد و صحت نتایج تأیید می‌شود.
همچنین شکل 11، نمودار دامنه بر حسب فرکانس‌های پسروی مود اول 
و دوم در سرعت دوران محور 1500 دور بر دقیقه را نشان می‌دهد. قله‌های 

 
 

Gچینی دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه :8شکل  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 و دو دیسک فولادی و  90
 های ارتجاعیگاهتکیه

 G G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90   hybrid composite shaft with the Campbell diagram of  .8 Fig.
stacking sequence and two steel discs and elastic support 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

G و دو دیسک فولادی و  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 شکل 8. دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه‌چینی
تکیه‌گاه‌های ارتجاعی

Fig. 8. Campbell diagram of the hybrid composite shaft with G G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90  − −  stacking 
sequence and two steel discs and elastic support
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Gچینی آنالیز حساسیت شبکه محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه :9شکل  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 و دو دیسک فولادی  90

 های ارتجاعیگاهو تکیه
hybrid composite shaft meshing with the Sensitivity analysis of  .9 Fig.

and two steel discs and elastic supports stacking sequenceG G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

G و دو دیسک فولادی و  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 شکل 9. آنالیز حساسیت شبکه محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه‌چینی 
تکیه‌گاه‌های ارتجاعی

Fig. 9. Sensitivity analysis of the hybrid composite shaft meshing with G G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90  − −  
stacking sequence and two steel discs and elastic supports

جدول 4. فرکانس‌های مود اول و دوم پیشرو و پسروی محور کامپوزیتی هیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در حالت دوار  با 
G  در سرعت‌های مختلف دوران G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 لایه‌چینی 

Table 4. Frequencies of the first and second forward and backward modes of the rotating hybrid composite shaft 
in the state of two steel discs and elastic supports with G G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90  − −   stacking sequence 

at different rotational speeds

های ارتجاعی در گاهکامپوزیتی هیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه محور پیشرو و پسروی های مود اول و دوم: فرکانس4جدول 
Gچینی با لایه حالت دوار  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0  های مختلف دوراندر سرعت 90

Table 4. Frequencies of the first and second forward and backward modes of the rotating hybrid 
composite shaft in the state of two steel discs and elastic supports with 

stacking sequence at different rotational speedsG G G G C C G G45 / 45 /0 /90 /45 / 45 /0 /90    

وم فرکانس مود د
 پسرو )هرتز(

فرکانس مود دوم 
 پیشرو )هرتز(

فرکانس مود 
 اول پسرو )هرتز(

فرکانس مود 
 اول پیشرو )هرتز(

 سرعت دوران
 )دور بر دقیقه(

07/44 07/44 71/24 71/24 8 
72/46 60/45 44/24 45/24 1588 
64/42 54/47 26/24 22/25 6888 
75/48 47/188 44/26 5/25 4588 
72/00 64/186 57/26 01/25 6888 
54/06 46/186 15/26 15/26 7588 
47/06 04/184 60/22 51/26 4888 
54/01 76/116 17/22 42/26 18588 
70/70 06/117 62/21 66/27 12888 
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Gچینی محور کامپوزیتی هیبریدی با لایههای پیشروی نمودار دامنه بر حسب فرکانس :11شکل  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 90 

 (=rpm 1511Ωهای ارتجاعی در حالت دوار )گاهدو دیسک فولادی و تکیه و

rotating hybrid composite shaft with the of diagram Amplitude versus forward frequencies  .10 Fig.
=1500 Ωstacking sequence and two steel discs and elastic supports )G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90  

rpm( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  G G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 شکل 10. نمودار دامنه بر حسب فرکانس‌های پیشروی محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه‌چینی 
)Ω=1500 rpm( و دو دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در حالت دوار

Fig. 10. Amplitude versus forward frequencies diagram of the rotating hybrid composite shaft with 
G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    stacking sequence and two steel discs and elastic supports (Ω=1500 rpm)

 
 

Gچینی محور کامپوزیتی هیبریدی با لایههای پسروی نمودار دامنه بر حسب فرکانس :11شکل  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 90 
 (=rpm 1511Ωهای ارتجاعی در حالت دوار )گاهو دو دیسک فولادی و تکیه

mposite shaft with rotating hybrid cothe of diagram ward frequencies backAmplitude versus  .11 Fig.
=1500 Ωstacking sequence and two steel discs and elastic supports )G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90  

rpm( 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

G و دو  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 شکل 11. نمودار دامنه بر حسب فرکانس‌های پسروی محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه‌چینی  
)Ω=1500 rpm( دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در حالت دوار

Fig. 11. Amplitude versus backward frequencies diagram of the rotating hybrid composite shaft with 
G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90     stacking sequence and two steel discs and elastic supports (Ω=1500 rpm)
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نمودار دو فرکانس‌ پسروی مود اول و دوم محور کامپوزیتی هیبریدی است و 
به ترتیب برابر 25/94 هرتز و 95/72 هرتز می‌باشد. اگر با نتایج المان محدود 
شکل 8 که فرکانس‌های پسروی مود اول و دوم محور کامپوزیتی هیبریدی 
در سرعت دوران 1500 دور بر دقیقه که به ترتیب 24/03 هرتز و 90/314 
هرتز است مقایسه کنیم، مشاهده می‌شود درصد خطا کمتر از 6% می‌باشد و 

لذا صحه‌گذاری نتایج انجام می‌شود.
هیبریدی  کامپوزیتی  محور  کمبل  دیاگرام  مقایسه   ،12 شکل 
لایه‌چینی  حالت  در  ارتجاعی  تکیه‌گاه‌های  و  فولادی  دیسک  دو  با 
کدنویسی  از  حاصل   G G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90

متلب و المان محدود را نشان می‌دهد. با توجه به این شکل، صحت نتایج 
تأیید می‌شود.

در جدول 5 مقایسه فرکانس‌های طبیعی محور کامپوزیتی هیبریدی را با 
محور کامپوزیتی غیرهیبریدی از جنس شیشه/ اپوکسی و کربن/ اپوکسی را 
در سرعت‌ دوران 1500 دور بر دقیقه خواهیم داشت. در فرکانس‌های اول و 

دوم پیشرو و پس‌رو، به دلیل سفتی بالای کربن/ اپوکسی، فرکانس طبیعی 
طبیعی  فرکانس  از  بالاتر  اپوکسی  کربن/  غیرهیبریدی  کامپوزیتی  محور 
محور کامپوزیتی هیبریدی است. همچنین فرکانس طبیعی محور کامپوزیتی 
غیرهیبریدی بالاتر از فرکانس طبیعی محور کامپوزیتی غیر هیبریدی شیشه/ 
اپوکسی می‌باشد. در نتیجه با هیبرید کردن محور و استفاده از 2 لایه کربن/ 
اپوکسی و 6 لایه شیشه/ اپوکسی در مقایسه با 8 لایه کربن/ اپوکسی می‌توان 
فرکانس طبیعی را با کاهش هزینه، افزایش داد. همچنین با تغییر آرایش و 
ترتیب استفاده از کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی و زاویه لایه‌چینی می‌توان 
به فرکانس طبیعی بالاتری دست یافت و از وضعیت تشدید محور کامپوزیت 

هیبریدی جلوگیری کرد.
نتایج عددی فرکانس‌های محور کامپوزیتی هیبریدی در حالت دو دیسک 
فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در حالت دوار با سرعت دوران 1500 دور بر 
دقیقه با لایه‌چینی‌های مختلف و آرایش متفاوت لایه‌های کربن و شیشه در 
جدول 6 مشاهده می‌شود. می‌توان نتیجه گرفت در حالتی که دو لایه کربن/ 

 

 
Gچینی محور کامپوزیتی هیبریدی با لایهدیاگرام کمبل  :12شکل  G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 و دو دیسک فولادی و  90

 لمان محدودهای ارتجاعی در حالت دوار حاصل از کدنویسی متلب و اگاهتکیه
Fig. 12. Campbell diagram of the rotating hybrid composite shaft with 

G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90   stacking sequence and two steel discs and elastic supports resulting 
from MATLAB coding and finite element 

 

 

 

G و دو دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های  G G G C C G G/ / / / / / /  − −45 45 0 90 45 45 0 90 شکل 12. دیاگرام کمبل محور کامپوزیتی هیبریدی با لایه‌چینی 
ارتجاعی در حالت دوار حاصل از کدنویسی متلب و المان محدود

Fig. 12. Campbell diagram of the rotating hybrid composite shaft with G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    
stacking sequence and two steel discs and elastic supports resulting from MATLAB coding and finite element
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جدول 5. مقایسه فرکانس‌های طبیعی محور کامپوزیتی هیبریدی با محور کامپوزیتی غیرهیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در 
)Ω=1500 rpm( حالت دوار

Table 5. Comparison of the natural frequencies of the rotating hybrid composite shaft with the rotating non-hy-
brid composite shaft in the state of two steel discs and elastic supports (Ω=1500 rpm)

های گاهکامپوزیتی غیرهیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه محورکامپوزیتی هیبریدی با  محورهای طبیعی : مقایسه فرکانس5 جدول
 (=rpm 1511Ωارتجاعی در حالت دوار )

Table 5. Comparison of the natural frequencies of the rotating hybrid composite shaft with the rotating non-
hybrid composite shaft in the state of two steel discs and elastic supports (Ω=1500 rpm) 

 
فرکانس مود دوم 

 پسرو )هرتز(
فرکانس مود دوم 

 پیشرو )هرتز(
فرکانس مود اول 

 پسرو )هرتز(
فرکانس مود اول 

 پیشرو )هرتز(
چینیلایه  

614/48  051/44  86/24  652/25  G G G G C C G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 90  

605/01  862/00  707/21  421/22  G G G G G G G G/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 90  

52/166  50/161  567/60  886/46  C C C C C C C C/ / / / / / /   45 45 0 90 45 45 0 90  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 6. مقایسه فرکانس‌های مود اول و دوم محور کامپوزیتی هیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه‌گاه‌های ارتجاعی در حالت دوار  با 
)Ω=1500 rpm(  لایه‌چینی‌های مختلف و ترتیب قرارگیری کربن/ اپوکسی و شیشه/ اپوکسی متفاوت

Table 6. Comparison of the first and second mode frequencies of the rotating hybrid composite shaft in the state 
of two steel discs and elastic supports with different stacking sequences and distinct arrangement of carbon/epoxy 

and glass/epoxy (Ω=1500 rpm)

با  های ارتجاعی در حالت دوار گاهکامپوزیتی هیبریدی در حالت دو دیسک فولادی و تکیه محورهای مود اول و دوم : مقایسه فرکانس6 جدول
 (=rpm 1511Ωاپوکسی و شیشه/ اپوکسی متفاوت ) ترتیب قرارگیری کربن/های مختلف و چینیلایه

Table 6. Comparison of the first and second mode frequencies of the rotating hybrid composite shaft in the 
state of two steel discs and elastic supports with different stacking sequences and distinct arrangement of 

carbon/epoxy and glass/epoxy (Ω=1500 rpm) 
 

فرکانس مود دوم 
 پسرو )هرتز(

فرکانس مود دوم 
 پیشرو )هرتز(

فرکانس مود اول 
 پسرو )هرتز(

فرکانس مود اول 
 پیشرو )هرتز(

چینیلایه  

614/48  051/44  86/24  652/25  G G G G C C G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

646/42  76/186  084/68  876/66  G G G G G G C C45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

004/42  02/188  747/20  600/68  G G C C G G G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

612/00  085/47  564/26  015/24  C C G G G G G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

74/180  7/118  244/61  617/66  C G G G G G G C45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

604/06  042/44  142/26  466/24  G C G G G G C G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

760/42  62/115  722/64  454/67  G G G C G G G C45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    

11/185  15/114  464/24  456/61  G G G C C G G G45 /-45 /0 /90 /45 /-45 /0 /90    
721/117  67/461  064/66  604/41  G G G G G G C C0 /0 /45 /-45 /45 /-45 /90 /90    
865/44  04/116  446/65  044/60  C G G G S90 /90 /45 /-45    
444/44  41/114  077/64  150/60  G G G C S45 /-45 /90 /90    
442/44  10/115  452/64  255/60  G G C G S45 /-45 /90 /90    
844/44  82/116  147/65  574/60  G C G G S90 /90 /45 /-45    
44/02  14/117  686/66  46/48  G G G G G G C C0 /0 /45 /-45 /90 /90 /90 /90    
562/04  72/116  467/66  284/48  G G G G G G C C0 /0 /90 /90 /45 /-45 /90 /90    
6/01  01/116  601/66  16/48  G G G G G G C C45 /-45 /90 /90 /0 /0 /90 /90    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2277 تا 2296

2292

اپوکسی، در لایه‌های خارجی‌تر محور باشند، فرکانس طبیعی بیشتر بوده و 
زمانی که در لایه‌های داخلی‌تر محور باشند، فرکانس طبیعی کمتر است.

زاویه 90 درجه  با  نتیجه گرفته می‌شود که لایه  به جدول 6،  توجه  با 
کربن/ اپوکسی، بیشترین سفتی را دارد و زمانی که 2 لایه 90 درجه کربن/ 
اپوکسی، خارجی‌ترین لایه‌های محور کامپوزیتی هستند، بیشترین فرکانس 
طبیعی مشاهده می‌شود. البته با افزایش زاویه لایه‌چینی نیز سفتی افزایش 
می‌یابد. بنابراین در شرایطی که زاویه‌های الیاف 0، 45، 45- و 90 درجه باشد 
و 2 لایه کربن/ اپوکسی و 6 لایه شیشه/ اپوکسی داشته باشیم، بیشترین 
فرکانس طبیعی را در حالتی که 2 لایه کربن/ اپوکسی 90 درجه، خارجی‌ترین 
لایه، 2 لایه شیشه/ اپوکسی با زاویه صفر درجه داخلی‌ترین لایه و 4 لایه 
وسط نیز، شیشه/ اپوکسی با زاویه 45 و 45- درجه باشند، خواهیم داشت. 
در حالتی که 2 لایه  بیشتر مشاهده می‌شود که  بررسی حالت‌های  با  البته 
بیرونی محور کامپوزیتی هیبریدی از جنس کربن/ اپوکسی با زاویه 90 و 6 
لایه زیرین آن همگی از جنس شیشه/ اپوکسی با زاویه 90 باشند، فرکانس 
بیشترین مقدار و فرکانس مود دوم پسرو کمترین  پیشرو و پسرو  اول  مود 
مقدار را در بین حالت‌های مورد بررسی دارد. همچنین از جدول 5 مشاهده 
می‌شود که لایه‌چینی متقارن نسبت به لایه‌چینی غیرمتقارن به جزء حالتی 
که 2 لایه کربن/ اپوکسی خارجی‌ترین لایه هستند، فرکانس طبیعی محور 
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بیشتر می‌شود.
اپوکسی  کربن/  لایه‌چینی  زاویه  که  می‌شود  گرفته  نتیجه   6 جدول  از 
نسبت به ترتیب قرارگیری آن از نظر نزدیک بودن به لایه‌های خارجی محور 
تأثیر بیشتری در فرکانس طبیعی خواهد داشت. همچنین مقایسه جدول 5 
و 6 نشان می‌دهد که با هیبریدی کردن محور کامپوزیتی و بهبود خواص، 
تغییر  با  اپوکسی،  کربن/  از  کمتر  استفاده  نظر  از  هزینه  کاهش  با  می‌توان 
لایه‌چینی، مقدار فرکانس طبیعی را افزایش داد و این امر باعث افزایش مقدار 

سرعت بحرانی و در نهایت جلوگیری از پدیده تشدید خواهد شد.

جمع‌بندی-5 
با  هیبریدی  کامپوزیتی  محور  یک  دینامیکی  رفتار  پژوهش،  این  در 
کامپوزیتی  محور  یک  ابتدا  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  ارتجاعی  یاتاقان‌های 

قطرهای  با  فولادی  دیسک  دو  حالت  در  اپوکسی  کربن/  از جنس  لایه   8
مختلف در وسط به صورت متقارن که روی تکیه‌گاه‌های ارتجاعی قرار دارد، 
مدل‌سازی می‌شود. نتایج المان محدود آن با نتایج پژوهش مرجع ]7[ مقایسه 
ادامه، محور کامپوزیتی در حالت  تأیید می‌شود. در  نتایج  می‌شود و صحت 
هیبریدی توسعه داده می‌شود و معادلات حاکم بر محور کامپوزیتی هیبریدی 
به صورت ماتریسی، با استفاده از معادلات لاگرانژ استخراج می‌شود. سپس 
با کدنویسی در نرم‌افزار متلب و حل عددی، فرکانس‌های پیشرو و پسرو در 
دامنه  نمودار  طریق  از  مختلف  دوران  سرعت‌های  در  دوم  و  اول  مودهای 
و  نموده  مقایسه  المان محدود  نتایج  با  و  بدست می‌آید  فرکانس  بر حسب 
صحه‌گذاری نتایج انجام می‌شود. در انتها تأثیر پارامترهای لایه‌چینی بر روی 

فرکانس‌های پیشرو و پسرو و دورهای بحرانی بررسی می‌شود.
نتایج نشان داد که پارامترهای لایه‌چینی بر روی رفتار ارتعاشی محور 
کامپوزیتی هیبریدی تأثیر قابل ملاحظه‌ای دارند که خلاصه آن به شرح زیر 

است:
1- هر چه زاویه لایه‌چینی بیشتر باشد، فرکانس طبیعی محور کامپوزیتی 

هیبریدی بیشتر است.
به  یا  باشد  خارجی‌تر  لایه  اپوکسی  کربن/  لایه  که  صورتی  در   -2
لایه‌های خارجی نزدیک‌تر باشد، فرکانس طبیعی محور کامپوزیتی هیبریدی 

نیز افزایش می‌یابد.
قرارگیری  آرایش  به  نسبت  اپوکسی  بیشتر کربن/  زاویه لایه‌چینی   -3
لایه کربن/ اپوکسی در لایه‌های خارجی‌تر، در محور کامپوزیتی هیبریدی، 

اثر بیشتری خواهد داشت.
فرکانس  مقدار  بیشترین  لایه،   8 هیبریدی  کامپوزیتی  محور  برای   -4
طبیعی را در حالتی خواهیم داشت که 2 لایه خارجی محور، کربن/ اپوکسی 
با زاویه 90 درجه، 2 لایه داخلی آن شیشه/ اپوکسی با زاویه صفر و 4 لایه 

میانی آن نیز شیشه/ اپوکسی با زاویه 45 و 45- درجه باشند.
با هیبریدی نمودن محور  اقتصادی می‌توان  5- به منظور صرفه‌جویی 
اپوکسی به وسیله لایه‌چینی و ترتیب  از کربن/  کامپوزیتی و استفاده کمتر 
فرکانس‌های  مقدار  مناسب،  اپوکسی  شیشه/  و  اپوکسی  کربن/  قرارگیری 
طبیعی و سرعت‌های بحرانی را افزایش داد و نتایج را به محور کامپوزیتی 

غیرهیبریدی کربن/ اپوکسی نزدیک نمود.
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فهرست علائم -6 
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m 2
 

E2                      2مدول یانگ در جهت ،N
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 M                 ماتریس جرم 
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N                    تعداد دیسک 

Q                  ماتریس سفتی یک ماده غیرهمسانگرد 
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2
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s

2

2
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                   ،زاویه پیچش rad 
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