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ABSTRACT: Electromechanical impedance spectroscopy can be used for damage localization by 
estimating the electromechanical impedance spectrum with numerical or analytical models. The 
existence of several sources of uncertainty, however, leads to a significant mismatch between the 
numerical and experimental results. Therefore, uncertainty quantification for high-frequency coupled 
electromechanical vibration response of the piezoelectric patch is necessary. Polynomial chaos 
expansion is an efficient method for assessing uncertainty when dealing with time-consuming models. 
For the probabilistic analysis of modal features of the impedance spectrum, surrogate models derived 
by polynomial chaos expansion were used. The statistical moments and probability distributions of 
the quantity of interest were computed analytically using surrogate models. By post-processing the 
coefficients of polynomial chaos expansion models with relatively minimal computing cost, global 
sensitivity analysis was performed to rank the relevance of input variable variation on response variance. 
According to the results, due to the common uncertainties in the material properties and geometry of the 
piezoelectric patch, the coefficient of variation in the peak amplitudes is substantially higher than the peak 
frequencies. In addition, modal frequencies are most sensitive to mechanical properties (compliance and 
density), whereas modal amplitudes are most sensitive to mechanical damping, electrical permittivity, 
and the piezoelectric constant.
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1- Introduction
The use of smart materials in various fields of engineering, 

including structural health monitoring, has grown 
significantly in recent years. Wafer piezoelectric patches, 
as a type of intelligent material, have unique characteristics 
that make them appropriate for real-time health monitoring 
applications. Electromechanical Impedance Spectroscopy 
(EMIS) is a vibration-based damage detection method that 
takes advantage of the simultaneous actuation and sensing 
capabilities of (PZTs) [1]. Modeling the EMI technique 
to estimate the PZT response spectrum analytically or 
numerically is highly beneficial in the damage detection 
process. However, the presence of various sources of 
uncertainty regarding material properties and geometry 
makes experimental validation difficult. Therefore, having 
knowledge about the impact of the influencing parameters 
on the EMI in the form of sensitivity indices can guide the 
model updating process to be handled with the least amount 
of computational cost.

Polynomial Chaos Expansion (PCE) is one of the 
most effective techniques for uncertainty quantification 
by surrogate modeling. The idea is to represent the output 
response of the original model in a random space spanned 

by polynomial chaos [2, 3]. The probability distribution of 
the response [4], statistical moments, and Sobol’ sensitivity 
indices [5] can all be computed by mere post-processing the 
PCE models. 

The present study aims to quantify the uncertainty in the 
estimation of the piezoelectric patches’ EMI spectrum and, 
in particular, its modal characteristics in high-frequency 
vibrations. Electrical and mechanical properties, as well 
as a dimension of a rectangular PZT, are taken as sources 
of uncertainty in the impedance spectrum estimation. The 
application of the PCE approach to the probabilistic analysis 
of the EMI  spectrum is one of the study’s innovative 
features. A sensitivity analysis is used to rank the effects of 
the influencing factors on the modal characteristics of the 
impedance spectrum. 

2- Methodology
For a rectangular patch, the electromechanical (E/M) 

admittance/impedance  can be calculated as follows [6]:
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the expansion, Eq. (3) represents the PCE expansion of 
the original computational model ( ). In practice, the 
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33.. Results and Discussion 

The EMI spectra for a rectangular PZT are first 
estimated using the nominal material properties and 
dimensions. Table 1 compares the model's E/M resonant 
frequencies for longitudinal vibrations with the 
experimental data from reference [6]. 
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for a common coefficient of variation for the input random 
variables, the coefficient of variation of the amplitude 
of the impedance spectrum is much larger than that of the 
modal frequencies. Modal frequencies are most significantly 
influenced by the mechanical properties of the patch 
(compliance and density). Meanwhile, the modal amplitudes 
showed the most sensitivity to the piezoelectric constant, 
electrical permittivity coefficient, and mechanical dissipation 

coefficient. The modal quantities of the impedance spectrum 
are also barely impacted by the RVs’ interaction effects. 
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کمی  سازی عدم اطمینان در تخمین ویژگی های مودال طیف امپدانس الکترومکانیکی وصله 
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خلاصه: روش امپدانس الکترومکانیکی از جمله روش های مؤثر جهت شناسایی آسیب در حوزه تعمیر و نگهداری بر خط به شمار 
می رود. در این روش از قابلیت وصله های پیزوالکتریک جهت عملگری و حسگری هم زمان استفاده می شود. تخمین طیف امپدانس 
الکترومکانیکی به کمک مدل های عددی یا تحلیلی مزایای ویژه  ای در فرایند شناسایی آسیب فراهم می آورد. این در حالی است که 
وجود منابع عدم اطمینان مختلف منجر به اختلاف قابل توجه بین نتایج مدل های عددی و نتایج تجربی می شود. ازاین رو کمی سازی 
عدم اطمینان در پاسخ ارتعاشاتی فرکانس بالای وصله پیزوالکتریک ضرورت پیدا می کند. در این تحقیق به بررسی احتمالاتی تخمین 
طیف امپدانس الکترومکانیکی پرداخته می شود. در این راستا از مدل های جایگزین مبتنی بر بسط آشوبناک چندجمله ای جهت تحلیل 
احتمالاتی ویژگی های مودال طیف امپدانس استفاده شد. ممان های احتمالاتی و توزیع احتمال کمیت های پاسخ مورد نظر به صورت 
تحلیلی توسط مدل های جایگزین محاسبه شدند. تحلیل حساسیت سراسری جهت رتبه بندی اهمیت متغیرهای احتمالاتی بر واریانس 
مقادیر پاسخ از طریق پس پردازش ضرایب مدل های آشوبناک چندجمله ای و با هزینه محاسباتی بسیار کم امکان پذیر است. طبق نتایج، 
به ازای مقادیر عدم اطمینان رایج در خواص و هندسه وصله پیزوالکتریک، ضریب تغییرات در دامنه فرکانس های قله )%50/70( بسیار 
بیشتر از فرکانس های مودال )%4/20( است. به علاوه، فرکانس های مودال بیشترین حساسیت را به خواص مکانیکی )مدول نرمی و 
چگالی( و دامنه های مودال بیشترین حساسیت را به ضریب میرایی مکانیکی، ضریب گذردهی الکتریکی و ثابت پیزوالکتریک دارند. . 
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مقدمه- 1
در سال های اخیر استفاده از مواد هوشمند در شاخه های مختلف 
مهندسی اعم از حوزه پایش سلامت سازه، گسترش چشمگیری یافته 
است]1[. خواص و ویژگی های منحصربه فرد مواد پیزوالکتریک به عنوان 
گونه ای از مواد هوشمند، آن ها را به گزینه ای مناسب برای به کارگیری 
در بخش عملگری و حسگری سامانه های پایش سلامت برخط بدل 
با این که اغلب عملگرها و حسگرهای مورد استفاده در  کرده است. 
روش های مختلف پایش سلامت بر اساس خواص مواد پیزوالکتریک 
عمل می کنند، استفاده از وصله های مینیاتوری پیزوالکتریک، مزایای 
قابلیت  می آورد.  ارمغان  به  برخط  آسیب  شناسایی  حوزه  در  ویژه ای 
ناچیز  تأثیر  کم،  وزن  بالا،  مقـاومت  هم زمان،  حسگری  و  عملگری 
جزء  مناسب،  قیمت  البته  و  پایش  تحت  سازه  دینامیکی  رفتار  بر 
ویژگی های منحصربه فرد تراگذارهای ویفری در فرآیندهای شناسایی 

آسیب محسوب می شوند.
شناسایی  روش های  جمله  از  الکترومکانیکی  امپدانس  روش 
حسگری  و  عملگری  قابلیت  از  که  بوده  ارتعاشات  بر  مبتنی  آسیب 
هم زمان وصله های پیزوالکتریک بهره می برد ]2 و 3[. اساس تشخیص 
آسیب در روش امپدانس الکترومکانیکي، تغییر در امپدانس مکانیکی 
سازه )جرم، سفتی، میرایی و شرایط مرزی( به واسطه ایجاد آسیب و 
درنتیجه تغییر در طیف امپدانس الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک 
متصل به سازه میزبان نسبت به یک حالت دست نخورده است. این 
به صورت تغییر در فرکانس و دامنه قله های تشدید  تغییرات معمولاً 
و پادتشدید در طیف امپدانس )ادمیتانس( وصله پیزوالکتریک ظاهر 
می شود. کمّی سازی تغییرات این ویژگی های مودال نسبت به حالت 
سالم توسط شاخص های آسیب امکان تخمین شدت آسیب را فراهم 

می آورد. 
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امکان مدل  سازی رفتار وابسته الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک 
توسط  الکترومکانیکی  )ادمیتانس(  امپدانس  طیف  تخمین  و   ]4-6[
مدل های تحلیلی یا عددی، مزایای ویژه ای در روند شناسایی آسیب 
ایجاد می  کند. مکان یابی آسیب، تعیین محل مناسب الصاق حسگرها 
به منظور پوشش کامل محدوده تحت پایش و تحلیل پارامتری عوامل 
تأثیر  بیشترین  با  پارامترهای  تقویت  و  آسیب  شناسایی  بر  مؤثر 
تخمین  کاربردهای  جمله  از  آسیب  شناسایی  قدرت  افزایش  جهت 
امپدانس هستند. تاکنون تلاش های متعددی برای مدل سازی  طیف 
الکترومکانیکی به صورت تحلیلی ]7 و 8[،  و تخمین طیف امپدانس 
نیمه تحلیلی و عددی ]5 و 9 و 10[ انجام گرفته است. هرچند وجود 
منابع مختلف عدم اطمینان در ارتباط با خواص، هندسه و البته مدل 
مورد استفاده، امکان صحت سنجی نتایج عددی و تجربی را با مشکل 
مواجه می کند. حتی در اغلب موارد جهت ارائه مدلی صحت سنجی 
شده که امکان استفاده از آن در فرایند شناسایی آسیب وجود داشته 
باشد، تنها از طریق تخمین پارامتر و به روزرسانی مدل امکان پذیر است. 
انجام می گیرد،  احتمالاتی  به صورت  اغلب  که  پارامتر  تخمین  فرایند 
بر حجم  اطمینان  منابع عدم  افزایش  و  بوده  زمان بر  بسیار  فرایندی 
محاسبات مربوطه می افزایند ]11[. این در حالی است که در صورت 
وجود دانشی پیرامون نحوه تغییرات ویژگی های مودال طیف امپدانس 
نسبت به پارامترهای مؤثر در سراسر فضای احتمالاتی مشترک آن ها، 
امکان به روزرسانی مدل و  تخمین پارامتر را در کوتاه ترین مسیر فراهم 
می آورد. به علاوه، رتبه بندی میزان تأثیر پارامترهای ورودی بر واریانس 
مقادیر پاسخ از طریق تحلیل حساسیت سراسری امکان قطعی فرض 
در  و  ورودی  احتمالاتی  فضای  ابعاد  از  کم تأثیر،  پارامترهای  کردن 
نتیجه حجم محاسبات می کاهد. از نتایج تحلیل حساسیت می توان در 
فرمولاسیون بهینه توابع هزینه جهت تخمین مؤثر پارامترهای ورودی 

نیز بهره برد ]12[. 
روش ها  مؤثرترین  ازجمله  چندجمله ای ها1  آشوبناک  بسط 
به منظور تولید مدل جایگزین قابل  اطمینان با کمترین تعداد داده های 
اطمینان  عدم  کمی سازی  اصلی،  مدل  توسط  محاسبه شده  ورودی 
در متغیرهای پاسخ و همچنین تحلیل حساسیت سراسری به شمار 
چندجمله ای های  توسط  اصلی  مدل  از  خروجی  پاسخ  بسط  می رود. 
)موسوم  احتمالاتی  پایه های یک فضای  به عنوان  متعامد  چندمتغیره 

1  Polynomial Chaos Expansion (PCE)

می رود  شمار  به  روش  این  اصلی  ایده  چندجمله ای ها(  آشوب  به 
با  محاسب  مدل های  جایگزینی  در  خصوصاً  روش  این  دقت   .]13[
تعداد ورودی های کم و متوسط بسیار مناسب است. مدل جایگزین 
تعیین  اطمینان،  عدم  سازی  کمی  امکان  آشوبناک  بسط  بر  مبتنی 
آمارگان نقطه ای و توزیع چگالی احتمال پاسخ را به صورت تحلیلی و 
با هزینه محاسباتی کم فراهم می کند ]14[. از این رو بسط آشوبناک 
قابلیت  مهندسی  حوزه  در  قدرتمند  روشی  به عنوان  چندجمله ای ها 
اطمینان نیز به شمار می رود. ایده اولیه بسط آشوبناک توسط وینر2 
]15[ برای مدل سازی فرآیندهای تصادفی که متغیرهای ورودی  آن 
ارائه شد. بعدها،  دارای توزیع چگالی احتمال گوسی بودند،  منحصراً 
مدل سازی   ، تعمیم یافته  چندجمله ای  آشوبناک  بسط  معرفی  با 
)به عنوان  کلاسیک  اما  گوسی  غیر  ورودی  متغیرهای  با  فرایندهایی 
مثال، گاما، بتا و یکنواخت( توسط این روش ممکن شد ]16[. با ارائه 
ایده بسط آشوبناک چندجمله ای دلخواه، گستردگی این روش به اوج 
خود رسید، به طوری که مدل سازی هر نوع فرایند تصادفی با هر نوع 
ورودی تصادفی غیراستاندارد توسط این روش امکان پذیر است ]17 و 
18[. در کاربردهای اولیه روش بسط آشوبناک، از روش های مزاحم3 
برای محاسبه ضرایب بسط استفاده می شد ]19[. در این شیوه، علاوه 
در  و  محدود(  المان  )روش  مکان  حوزه  در  مسئله  گسسته سازی  بر 
صورت نیاز زمان )مسائل متغیر با زمان مانند مسائل ارتعاشاتی( نیاز 
نیاز  دارد.  وجود  نیز  احتمال  فضای  حوزه  در  مدل  گسسته سازی  به 
به محدود  این گونه مسائل منجر  برای حل  ابتکاری  الگوریتم های  به 
ماندن کاربرد بسط آشوبناک چندجمله ای ها شده بود. ظهور روش های 
غیرمزاحم ]20[ که در آن ضرایب بسط تنها توسط خروجی های مدل 
اصلی در تعداد مشخصی نمونه از فضای احتمال مشترک متغیرهای 
ورودی تعیین می شوند، گام بزرگی در عمومی سازی بسط آشوبناک 
بسیار  سیستم های  مدل سازی  امکان  ایده  این  بود.  چندجمله ای ها 
پیچیده که اغلب اطلاعات چندانی از ماهیت فیزیکی آن در دسترس 
آشوبناک  بسط  توسط  را  سیاه(  جعبه  مدل های  به  )موسوم  نیست 
چندجمله ای ها با هزینه محاسباتی نسبتاً پایین فراهم می کند. همین 
ویژگی های منحصربه فرد، بسط آشوبناک چندجمله ای ها را به یکی از 
از  وسیعی  طیف  قطعیت  عدم  کمّی سازی  در  رویکردها  کلیدی ترین 
مسائل مهندسی اعم از دینامیک سازه ]23-21[، دینامیک سیالات 

2  Wiener
3  Intrusive
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]18[، تعامل سازه و سیال ]24[ و پایش سلامت سازه ]28-25[ بدل 
کرده است.

تحلیل حساسیت با هدف تعیین کمی اهمیت نسبی پارامترهای 
از مراحل مهم در چرخه  ورودی به یک مدل ریاضی، به عنوان یکی 
کمّی سازی عدم قطعیت نیز به شمار می رود. تحلیل حساسیت معمولاً 
تحلیل  در   .]29[ است  انجام  قابل  سراسری1  و  محلی  شیوه  دو  به 
حساسیت محلی، تمرکز بر نحوه تغییرات خروجی مدل در اثر تغییر 
متغیرهای تصادفی در اطراف مقدار نامی آن ها است. از طرفی، هدف 
از تحلیل حساسیت سراسری محاسبه میزان تغییرات خروجی مدل 
در اثر تغییر هم زمان همه متغیرهای ورودی، روی کل فضای احتمال 
مشترک آن ها است. روش های مبتنی بر تحلیل واریانس و روش های 
به  رایج ترین شیوه های تحلیل حساسیت سراسری  مبتنی رگرسیون 
شمار می روند. روش های مبتنی بر رگرسیون تنها در مورد مدل های 
رگرسیون خطی )بر حسب ضرایب رگرسیون( یا مدل هایی با ماهیت 
بر  مبتنی  روش های  ازاین رو،   .]30[ هستند  پیاده سازی  قابل  یکنوا 
از مقبولیت  تجزیه واریانس و خصوصاً شاخص های حساسیت سبل2 
مبتنی  روش های  هستند.  برخوردار  محققین  بین  بیشتری  عمومی 
شاخص های  تخمین  روش های  از جمله  مونت کارلو  شبیه سازی  بر 
حساسیت سبل بوده ]31[ که به واسطه تعداد زیاد ارجاعات مورد نیاز 
به مدل اصلی، در مورد مدل های محاسباتی پیچیده قابل پیاده سازی 
نیستند. از طرفی، مدل جایگزین مبتنی بر بسط آشوبناک چندجمله ای 

امکان محاسبه تحلیلی شاخص های سبل را ممکن می کند ]14[. 
هدف از تحقیق حاضر کمّی سازی عدم اطمینان در تخمین طیف 
امپدانس الکترومکانیکی وصله های پیزوالکتریک و به ویژه مشخصه های 
مودال آن در ارتعاشات فرکانس بالا است. خواص الکتریکی، مکانیکی 
تخمین طیف  در  اطمینان  عدم  منابع  عنوان  به  و همچنین هندسه 
امپدانس هستند. استفاده از روش بسط آشوبناک چندجمله ای جهت 
تحلیل احتمالاتی طیف امپدانس الکترومکانیکی از جمله نوآوری های 
پژوهش حاضر است. این روش در عین کاهش حجم محاسبات، امکان 
محاسبه تحلیلی ممان های احتمالاتی کمیت های موردنظر و همچنین 
تخمین توزیع چگالی احتمال آن ها را فراهم می آورد. رتبه بندی میزان 
امپدانس در  ویژگی های مودال طیف  بر  اشاره شده  تأثیر متغیرهای 
است.  حاضر  پژوهش  دیگر  اهداف  جمله  از  حساسیت  تحلیل  قالب 

1  Global
2  Sobol index

تحلیل همبستگی بین ویژگی های مودال طیف امپدانس و متغیرهای 
به  حاضر  تحقیق  دیگر  چشم اندازهای  جمله  از  شده  اشاره  تصادفی 

شمار می رود.

پیش زمینه تئوری و روش ها- 2
امپدانس  طیف  تخمین  به  مربوط  معادلات  ابتدا  بخش  این  در 
استخراج  نحوه  و  ارائه  مستطیلی  پیزوالکتریک  وصله  الکترومکانیکی 
فرکانس های تشدید و پادتشدید مورد بحث قرار خواهد گرفت. سپس، 
تئوری بسط آشوبناک چندجمله ای جهت کمّی سازی عدم اطمینان و 
تحلیل احتمالاتی کمیت های موردنظر ارائه می شود. در نهایت، نحوه 
تحلیل حساسیت سراسری به روش تحلیل واریانس توسط پس پردازش 

ضرایب بسط آشوبناک چندجمله ای ارائه خواهد شد.

تخمین طیف امپدانس الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک مستطیلی - 1- 2
به کمک معادلات تحلیلی

تحت  که  را  شکل 1  در  نشان داده شده  نازک  پیزوالکتریک  وصله 
الکترودهایش  به   ) ( ) ˆ j tV t Ve ω= ( هارمونیک  ولتاژ  اعمال  تأثیر 
)شرایط مرزی الکتریکی( به صورت آزاد )شرایط مرزی مکانیکی( در 
حال ارتعاش است را در نظر بگیرید. با توجه به ضخامت کم وصله، 
می توان توزیع میدان الکتریکی ناشی از اعمال ولتاژ به وجوه بالایی 
 .) ( ) ˆ j tE t E e ω=3 3 و پایینی پیزوالکتریک را یکنواخت فرض کرد )
تحت شرایط مرزی مذکور، وصله پیزوالکتریک به صورت تشدیدگر در 
) نوسان خواهد  ) ˆ j tu t u e ω=1 1 فرکانس تحریک و البته اختلاف فاز 

کرد.
چشمگیری  تفاوت  جهت  سه  در  وصله  ابعاد  اندازه  درصورتی که 
و  عرضی  طولی،  راستای  سه  در  ارتعاشات  می توان  باشند،  داشته 
ضخامت را مستقل فرض نمود. در حالتی که طول پیزوالکتریک نسبت 
 ،) p p pl b t>> >> باشد ) اندازه دو بعد دیگر آن بسیار بزرگ تر  به 
الکتریکی  الکترومکانیکی وصله به تحریک  ارتعاشات طولی در پاسخ 
قالب خواهد بود. تحت این شرایط، ادمیتانس و امپدانس الکترومکانیکی 
وصله مستطیلی از معادلات )1( و)2( قابل تخمین خواهند بود ]32[:
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(1)
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 MathTypeمعادله تایپ شده در 
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cot
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= = = =

= − = −
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 3معادله 
( )

2
31

2
31
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k

  + =
−

 

4 
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 4معادله 
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1
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n
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j j j

i
Y f f f f j
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( ) ( )( ) ( ) ( )
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sl antires antires antires antires
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 6معادله 
( ) ( )  1 2

1
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n =

=  
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شماره  

و   معادله
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i
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امپدانس  و  ادمیتانس  نماینده  ترتیب  به   Z و  Y روابط فوق در 
گذردهی   Tε33 چگالی،  ρ مکانیکی،  نرمی   Es11 الکترومکانیکی، 
δ ضرایب اتلاف مکانیکی و  η و dثابت پیزوالکتریک،  31 الکتریکی، 
موهومی  عدد  j = −1 و  تحریک  زاویه ای  فرکانس   ω الکتریکی، 
موردنظر  کمیت  بودن  مختلط  نشان دهنده  علامت   هستند.  یکه 
جفت  ضریب   k 31 صورت  به  ترکیبی  کمیت های  علاوه،  به  است. 
 ϕ پیزوالکتریک،  وصله  خازنی  ظرفیت   C پیزوالکتریک،  شدگی 
با  ارتعاش  حالت  در  پیزوالکتریک  طول  نصف  در  موجود  فاز  مقدار 
c سرعت موج قابل تعبیر هستند. با تغییر فرکانس ) ω و فرکانس 

( در روابط )1( و )2( طیف های امپدانس و ادمیتانس وصله  f ω π= 2

پیزوالکتریک قابل محاسبه و ترسیم خواهند بود. با توجه به مختلط 
، اغلب اجزاء حقیقی و موهومی آن ها به صورت جداگانه  Z Y و بودن 

ترسیم و از آن ها جهت شناسایی آسیب استفاده می گردد. 
)امپدانس(  ادمیتانس  طیف  مودال  ویژگی های  از  استفاده 
از  )پادتشدید(  تشدید  دامنه های  و  فرکانس  شامل  الکترومکانیکی 

اهمیت ویژه ای در حوزه شناسایی آسیب برخوردار است. فرکانس های 
و در  ادمیتانس  آن ها  فرکانس هایی که در  به  الکترومکانیکی  تشدید 
نتیجه جریان الکتریکی و جابه جایی بیشینه بوده اطلاق شده و متناظر 
فرکانس های   .]33[ ) ( )cotϕ ϕ ) هستند )0= )Y ω با قطب های 
پذیرندگی2  و  رسانایی1  در طیف  قله  فرکانس های  با  متناظر  تشدید 
هستند. از طرفی، فرکانس های پادتشدید به فرکانس هایی که در آن 
امپدانس بیشینه و در نتیجه جریان عبوری و جابه جایی سیستم کمینه 
متناظر  پادتشدید  فرکانس های  نتیجه،  در  می شود.  اطلاق  می شود، 
ادمیتانس(  معادله  صفرهای  )متناظراً  امپدانس  معادله  قطب های  با 

هستند ]33[:

(3)

 مورد 

شماره  
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طیف  در  قله  فرکانس های  با  متناظر  پادتشدید  فرکانس های 
مقاومت3 و واکنایی4 هستند. معادله فوق، یک معادله کسری مختلط 
بوده و ریشه های آن توسط روش های عددی قابل محاسبه است. برای 
این منظور ابتدا به کمک جبر مختلط، قسمت های حقیقی و موهومی 
آن از هم جدا می گردد. نظر به این که معادله فوق در بازه فرکانسی 
موردنظر دارای چندین ریشه است، در صورت استفاده از روش نیوتن-

1  Conductance
2  Susceptance
3  Resistance
4  Reactance

 
 طرح شماتیک وصله پیزوالکتریک مستطیلی تحت اعمال ولتاژ الکتریکی :1شکل 

Fig. 1. Schematic illustration of a rectangular piezoelectric patch being applied to voltage 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. طرح شماتیک وصله پیزوالکتریک مستطیلی تحت اعمال ولتاژ الکتریکی

Fig. 1. Schematic illustration of a rectangular piezoelectric patch being applied to voltage
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دامنه  گسسته سازی  به  نیاز  ریشه ها،  تمام  تعیین  جهت  رافسون1 
است.  بازه ها  آن  تمام  در  اولیه  یک حدس  درنظرگرفتن  و  فرکانسی 
حوزه  گسسته سازی  رزولوشن  اغلب  که  این  توجه  به  با  نهایت  در 
نتیجه  در  و  بوده  معادله  ریشه های  تعداد  از  بیشتر  تحلیل  فرکانسی 
بسیاری از حدس های اولیه به ریشه های یکسان همگرا خواهند شد، 
ریشه های تکراری از آرایه ریشه های محاسبه شده حذف می گردد. 
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استفاده شد.
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به  مربوط  j = 2 تشدید، حالت  به  مربوط  j فوق1= رابطه  در 

1  Newton-Raphson
2  Bisection
3  Edge-detection

تعداد فرکانس های تشدید )پادتشدید( به دست  n حالت پادتشدید و 
آمده در بازه فرکانسی مدنظر است. لازم به ذکر است که کمیت های 
موردنظر لحاظ شده با شاخص آسیب رایج انتقال به سمت چپ مرتبط 
Y با میانگین انتقال فرکانس های قله در جزء  2 هستند. به عنوان مثال، 

حقیقی طیف امپدانس به شکل زیر مرتبط است:
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پادتشدید  فرکانس  به   ( )i
anti resf − 0

در  صفر  زیروند  فوق  رابطه  در 
تشدید  فرکانس های  بر  علاوه  دارد.  اشاره  مبنا  حالت  یک  در  نظیر 
ادمیتانس  و  امپدانس  طیف  های  در  قله  ها  دامنه  پادتشدید،  و 
الکترومکانیکی از اهمیت ویژه ای در شناسایی شدت آسیب )خصوصاً 
دامنه  تعیین  جهت  هستند.  برخوردار   )]36[ پیش رونده  آسیب های 
رابطه )1(  به کمک  ادمیتانس(  امپدانس )متناظرا  ابتدا طیف  قله  ها، 
استفاده  آن ها  دامنه  تعیین  برای  قله یابی4  الگوریتم  های  از  و  ترسیم 
شد. مشابه فرکانس های قله، میانگین دامنه به عنوان کمیت موردنظر 

لحاظ شد:
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مربوط  j = 2 و  حقیقی  جزء  به  مربوط   j =1 فوق  رابطه  در 
به جزء موهومی طیف امپدانس است. به این ترتیب جمع کمیت های 
موردنظر مستخرج از طیف های امپدانس و ادمیتانس الکترومکانیکی 
پادتشدید   و   Y

1
تشدید فرکانس های  میانگین  شامل  کمیت  چهار  به 

و موهومی طیف   Y
3
اجزاء حقیقی  قله در  دامنه های  میانگین  Yو 

2

Yرسید.
4
امپدانس 

4  Peak finding
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بسط آشوبناک چندجمله ای- 2- 2
Y را می توان به صورت   طبق رابطه )1( بردار متغیرهای پاسخ 
X شامل خواص مکانیکی، الکتریکی  تابعی از بردار متغیرهای ورودی

و هندسه وصله پیزوالکتریک فرض کرد:
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( ورودی  متغیرهای  بین  قطعی  نگاشتی    رابطه  این  در 
تعداد   M و   ) Y ( موردنظر  پاسخ  کمیت  های  و   )X

1, , MX X1

ماهیت  دارای  ورودی  متغیرهای  است.  ورودی  تصادفی  متغیرهای 
از یکدیگر مستقل  بوده و  تصادفی و توزیع چگالی احتمال مشخص 
نیز به واسطه وجود مقادیر  Y فرض می  شوند. متغیرهای پاسخ خروجی
X دارای ماهیت  مشخصی از منابع عدم قطعیت در متغیرهای ورودی 
واریانس محدود  دارای  پاسخ  متغیر  تصادفی هستند. در صورتی که 
باشد، امکان بازسازی آن توسط نمایش طیفی ذیل امکان  پذیر است 

:]37[

(8)

 مورد 

شماره  

و   معادله

محل 

 قرارگیری 

 MathTypeمعادله تایپ شده در 

1 
 4صفحه 

 1معادله 
( ) ( ) ( ) ( )2 1

31
11 1 ;      

cot
Y j C k Z Y   

 
−

  
= − − =      

  

2 
 4صفحه 

) 2معادله  ) ( )

2
2 31

31 33
11 33 11

11 11 33 11

1 1,    ,    ,    ,
2

1 ,    1

p pT a
E T E

p

E E T E

b ld lk C c
s t c s

s s j j


 

 

   

= = = =

= − = −

 

3 
 5صفحه 

 3معادله 
( )

2
31

2
31

cot 0
1

k
k

  + =
−

 

4 
 5صفحه 

 4معادله 
( ) ( )  1 2

1

1 ,   , ;   1,2
n

i i
j j j

i
Y f f f f j

n =

=  = 

5 
 5صفحه 

 5معادله 
( ) ( )( ) ( ) ( )

0 0 2
1 1 1 const.i i i i

sl antires antires antires antires
i i i

DI f f f f Y
n n n

= − = − = −   

6 
 5صفحه 

 6معادله 
( ) ( )  1 2

1

1 ,   ,
n

i i
j j j

i
Y A f f f

n =

=  

7 
 6صفحه 

 7معادله 
( ) ( )1;      , , T M

MX X= = Y X X 
 

یکی از مؤلفه های  بردار پاسخ )برای هر یک از  Ŷ در این رابطه
پایه  توابع  jΨ شود(، تکرار  باید  مراحل  این  پاسخ  بردار  مؤلفه های  
ja ضرایب بردار پاسخ در فضای هیلبرت  چندجمله ای چندمتغیره و
Î متغیرهای تصادفی کاهش  یافته،  توابع پایه هستند ]19[. به علاوه، 
تبدیل  اعمال  از  حاصل  و  استاندارد  احتمال  چگالی  توزیع  دارای 

X هستند:  به متغیرهای تصادفی اصلی  هم  احتمالی1
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در صورت هم بسته بودن متغیرهای ورودی، می توان از تبدیل هایی 
مانند نتف2 ]38[ یا تبدیل مؤلفه های مستقل ]27[ استفاده کرد. 

1  Isoprobabalistic
2  Nataf

تانسوری  ضرب  از   )8( رابطه  در  آشوبناک  بسط  پایه های 
) ساخته می شوند: )

i iαψ Ξ چندجمله ای های متعامد یکه تک متغیره 
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اعداد  از  مرتب  چنداندیسه  یک   ( ), , Mα α=á 1 ( ), , Mα α=á 1 آن  در  که 
نیز  ( )Ψá Î چندمتغیره  چندجمله ای های  است.  نامنفی  حقیقی 
بر   ( )

i iαψ Ξ متغیره  تک  چندجمله ای های  هستند.  یکه  متعامد 
 .)5 )پیوست  می  شوند  انتخاب  حاشیه  ای  احتمال  های  توزیع  اساس 
آشوب  از  می توان  استاندارد  احتمال  توزیع  با  متغیرهای  مورد  در 
متغیرهای  برای   .]16[ کرد  استفاده  وینر-اسکی  چندجمله ای  های 
توزیع  با  آشوبناک چندجمله ای  بسط  روش  استاندارد،  غیر  توزیع  با 

دلخواه قابل پیاده  سازی است ]17 و 18[.
در صورت ادامه جملات بسط آشوبناک چندجمله ای تا بی نهایت 
در رابطه )8( مدل جایگزین به طور دقیق به تابع پاسخ میل خواهد 
جمله  ها  از  محدودی  تعداد  محاسبه  تنها  عمل  در  هرچند  کرد. 
برش  می  شود.  استفاده  برش  روش های  از  ناگزیر  و  بوده  امکان  پذیر 
هایپربولیک کلی  ترین حالت برش مجموعه چنداندیسه  ها بوده که بیان 

ریاضی آن عبارت است از ]39[:
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در عمل جهت اجتناب از بدوضع شدن دستگاه معادلات خطی و 
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به منظور ارزیابی عملکرد روش ارائه شده، تعیین دقت مدل تقریبی 
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1  Non-intrusive
2  Leave-One-Out (LOO) error

ماتریس  اصلی  قطر  از  iام  مؤلفه   id رابطه  این  در 
 ( ),T n p تصویر،  ماتریس  به  موسوم   
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q است. انتخابتایی  Mنهایت چنداندیسه  از مجموعه بی   pمساوی   در این طرح    در این رابطه به طرح برش استاندارد موسوم است.  1=
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  . [41]  باشدPدو تا سه برابر   تعداد معلومات باید حدوداً  ،مشکلات عددیشدن دستگاه معادلات خطی و    بدوضعدر عمل جهت اجتناب از  
  گردد. این موضوع خصوصاًدر نتیجه تعداد مجهولات می   ومنجر به کاهش جملات مرتبه بالا و جملات تعاملی در بسط آشوبناک    qکاهش  
  .[39] کاهدضرایب می تعییناز بار محاسباتی  ئل با تعداد متغیرهای ورودی زیاددر مسا

در این روش  .  [20]  استفاده کرد  ونیرگرس   دهیااز    توانمی  ،1زاحم مبه شیوه غیر (8)در بسط آشوبناک رابطه    بیجهت محاسبه ضرا
 های مدل اصلی و مدل جایگزین کمینه گردد: شوند تا میانگین مربعات خطا بین خروجیای محاسبه میگونه  به ضرایب
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ای در تخمین پاسخ مدل اصلی ضروری  منظور ارزیابی عملکرد روش ارائه شده، تعیین دقت مدل تقریبی بسط آشوبناک چندجملهبه
انجام برخی با . [42] کاهدمیبرازش مدل جایگزین را  بیشاحتمال از جهت خطای تخمین،  متقابلشیوه اعتبارسنجی از استفاده  است.

که توسط   هاایبسط آشوبناک چندجملهتنها از روی یک مدل    2یکی را کنار بگذارخطای تخمین    نشان داد   توانمیمحاسبات جبری  
)  آزمایشتمامی نقاط مجموعه طراحی  ) ( ) , , n= ξ ξ1 [41] استداده شده است، به شکل ذیل قابل محاسبه  تعلیم: 
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emp،43  جهت تخمین خطا  تعداد نقاط محدود

T=C Ψ Ψ  ها و  ماتریس همبستگی عملی پایه( ).tr   در   .است  ماتریس   3رددهنده  نشان
Rو ضریب تعیین   mLOO  بعد شدهتوسط واریانس تجربی مقادیر پاسخ بی اصلاح شده یکی را کنار بگذار عمل خطای از روی خطای  2
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ضریب تصحیح مربوط به تعداد نقاط محدود جهت تخمین خطا 43،
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احتمال - 3- 2 توزیع  تخمین  و  آماری  مشخصه های  تحلیلی  محاسبه 
کمیت های موردنظر 

چندجمله ای  آشوبناک  بسط  بودن  دسترس  در  صورت  در 
با  احتمالاتی  آمارگان  و  احتمال  توزیع  کمیت های موردنظر، تخمین 
هزینه محاسباتی بسیار کم ممکن خواهد بود. باتوجه به خاصیت تعامد 
قابل  از روابط ذیل  Ŷ واریانس پایه ها در بسط )8( مقدار میانگین و 

محاسبه هستند 41: 
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مجموعه  در  پاسخ  متغیر  ابتدا   Ŷ احتمال توزیع  تخمین  جهت 
ورودی  متغیرهای  از  مونت کارلو  شیوه  به  شده  نمونه برداری  نقاط 
ارزیابی شده و هیستوگرام نتایج ترسیم می شود. درصورتی که توزیع 

3  Trace



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2351 تا 2376

2358

هیستوگرام نتایج به توابع توزیع چگالی احتمال استاندارد نزدیک باشد، 
می توان از روش پارامتریک برای تخمین تابع چگالی احتمال استفاده 
کرد. در این شیوه پارامترهای توزیع چگالی احتمال موردنظر از روش 
تخمین به شیوه راستی نمایی بیشینه1 قابل محاسبه هستند. از طرفی 
تخمین  قابل  و  بوده  چندموده  ماهیت  دارای  نتایج  هیستوگرام  اگر 
و  غیرپارامتریک  روش  از  نباشد،  استاندارد  احتمال  چگالی  توابع  با 
از تابع هسته هموارساز برای تخمین توزیع چگالی احتمال استفاده 

می شود44:
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k یک تابع نامنفی و دارای انتگرال برابر 1 موسوم  در این رابطه 
پارامتر هموارساز موسوم به پهنای باند پنجره پارزن2  h به تابع هسته، 
) از فضای احتمال ورودی  )ix MCSn تعداد نقاط نمونه  برداری شده  و 

)حدوداً 6-105( است. 

تحلیل حساسیت سراسری کمیت های موردنظر به متغیرهای ورودی - 4- 2
وابسته  و  انفرادی  تغییرات  تأثیر  سراسری  حساسیت  تحلیل  در 
 ( )X از  حاصل  ممکن  نگاشت  هر  به ازای  ورودی  متغیرهای 
جمله  از  واریانس  تحلیل  روش  می شود.  کمی  سازی  پاسخ  متغیر  بر 
اصلی ترین ابزارهای تحلیل حساسیت سراسری است. اساس این روش 
بر پایه تجزیه واریانس متغیر پاسخ و تعیین سهم جداگانه و تعاملی 

هر یک از متغیرها در واریانس کل است:
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و  2پارزن پهنای باند پنجره پارامتر هموارساز موسوم به h  ،تابع هسته موسوم به  1و دارای انتگرال برابر  یک تابع نامنفی kدر این رابطه  
MCSn  برداری شدهتعداد نقاط نمونه ( )ix است. ( 510-6 حدوداً) از فضای احتمال ورودی 

 به متغیرهای ورودی   موردنظر هایکمیت سراسری تحلیل حساسیت -4-2
)هر نگاشت ممکن حاصل از    یازابه ودی  تغییرات انفرادی و وابسته متغیرهای ور  ریتأث  سراسری  تحلیل حساسیتدر   )X  متغیر    بر
  اساس این روش بر پایه است.    تحلیل حساسیت سراسری  هایابزار  نیتریاصل  از جمله  تحلیل واریانس. روش  شودمیسازی  کمیپاسخ  

 :استهر یک از متغیرها در واریانس کل  انه و تعاملیجداگ سهمتعیین و اریانس متغیر پاسخ تجزیه و

(20)   ( ) ( )
 

( )
 1, , 1, ,M M

Y
 

 

 
 =   = =      
  
 u u u u

u u
u u

Ξ Ξ Ξ 

)در این رابطه   )u uΞ  توابع سبل حاصل از تجزیه تابع محاسباتی اصلی( )Ξ  ، 1, , ,   1si i s M=  u  ای از  زیرمجموعه
  صورتبهحساسیت سبل    هایشاخص   است.  uهاو شامل متغیرهای تصادفی حاضر در مجموعه اندیس   Ξزیربرداری از   uΞها و اندیس
تعریف    یجزئ  یهاانسیوارنسبت   اهمیت مثالعنوان به.  شوندیمبه واریانس کل  از  اول و شاخص سبل کل که  مرتبه  شاخص سبل   ،

 :شوندیمذیل تعریف  صورتبه ام iبرای متغیر تصادفی  ،برخوردار هستندبیشتری در کاربردهای عملی 

(21) 
( )
( )

i i
iS

   =
  Ξ

 

 
1 Maximum Liklihood Estimation (MLE) 
2 Parzen 

رابطه  این  در 
 { }1, , ,   1si i s M= ≤ ≤u   ، ( )Î اصلی  محاسباتی 
 و شامل متغیرهای 

 

8 
 

  موردنظر هایکمیتتوزیع احتمال  آماری و تخمین یهامشخصهمحاسبه تحلیلی  -3-2
، تخمین توزیع احتمال و آمارگان احتمالاتی با هزینه موردنظر  هایکمیت  یاچندجملهدر صورت در دسترس بودن بسط آشوبناک  
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زیرمجموعه  ای از اندیس  ها و 

1  Maximum Liklihood Estimation (MLE)
2  Parzen

u است. شاخص های حساسیت  تصادفی حاضر در مجموعه اندیس  ها
تعریف  کل  واریانس  به  جزئی  واریانس های  نسبت  به صورت  سبل 
می شوند. به عنوان مثال، شاخص سبل مرتبه اول و شاخص سبل کل 
برای  برخوردار هستند،  کاربردهای عملی  در  بیشتری  اهمیت  از  که 

متغیر تصادفی iام به صورت ذیل تعریف می شوند:
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بر واریانس پاسخ و   i  متغیر  جداگانه تأثیر نماینده  iSاست.   iشامل تمام متغیرهای تصادفی به جز  Ξزیربرداری از  iΞکه در آن  
T
iS    جداگانه و تعاملی    تأثیر نمایندهi  .های شرطی چندگانه سبل که شامل انتگرال  هایشاخص در عمل    در واریانس پاسخ هستند

ورودی   لاتیابعاد احتمابا    مسائلدر    این روش خصوصاً  . هرچند هزینه محاسباتی[46و    45]  شوندمیکارلو محاسبه  روش مونتبه    ،هستند
متغیر پاسخ، محاسبه   ایچندجملهخواهد بود. این در حالی است که در صورت در دسترس بودن مدل بسط آشوبناک  زیاد بزرگ، بسیار

 : [47] ابدیردازش ضرایب بسط تقلیل میپ سبل به تنها پس هایشاخص
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 نتایج و بحث  
مربوط به تحلیل احتمالاتی و  ها با نتایجسنجی آنوصله پیزوالکتریک و صحت 1مربوط به مدل نامی  نتایج ارائهبخش، پس از در این 

. در ادامه به کمک مدل و مورد بحث قرار خواهد گرفت  ارائهنتایج تحلیل حساسیت  ،  موردنظرپاسخ    هایکمیتتوزیع احتمال    ژهیوبه
مودال طیف امپدانس   هایویژگیانجام شده و نحوه تغییرات  جایگزین توسعه داده شده، تحلیل همبستگی به شیوه هر بار یک عامل  
 )ادمیتانس( با تغییر متغیرهای تصادفی به طور جداگانه بررسی خواهد شد.

 مودال وصله پیزوالکتریک  هایویژگیتحلیل نامی  4-1
ومی طیف امپدانس )ادمیتانس(  حقیقی و موه  ه شده است. اجزاءئسازی شده اراخواص نامی مربوط به پیزوالکتریک مدل  1جدول  در  

نمودار مربوط    ترتیب در بهشده   تشدید و پادتشدید محاسبه  هایفرکانس شده است.  ارائه    2شکل  در    ( 1)  رابطه شده به کمک   سازیشبیه
شکل همچنین ن  اند. در ایگذاری شدهمتعلا  )دایره زرد(   موهومی طیف امپدانسجزء  و    )دایره سبز(   موهومی طیف ادمیتانس  به جزء

شناساییقله الگوریتم  های  توسط  قلهشده  علامتهای  شدهیابی  قرمز(  اندگذاری  در  )مثلث  در    هایفرکانسمقادیر    2جدول  .  تشدید 
درصد مابین نتایج تئوری    5مقایسه شده است. اختلاف کمتر از    [32]  ه در مرجعدش ارائه  با مقادیر  ت طولی وصله پیزوالکتریک  ااش ارتع

 کید دارد.أمدل استفاده شده تو تجربی بر دقت مناسب 

 سازی شده مدل  خواص مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی نامی وصله پیزوالکتریک :1جدول 

Table 1. The nominal mechanical, electrical, and electromechanical properties of the modeled piezoelectric patch 
Es11  d خاصیت 31 T33   

APC850 / − 111 53 10  7700 − 12175 10  / −  121750 8 86 10  01/0  01/0  

 [kg.m−3] [Pa−1] واحد
[m.V−1

] 
[F.m−1] [ -]  [ -]  

 
1 Nominal 
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iΞ بر واریانس پاسخ  iS نماینده تأثیر جداگانه  متغیر  iΞ است.  جز
iΞ در واریانس پاسخ هستند.  T نماینده تأثیر جداگانه و تعاملی 

iS و 
چندگانه  شرطی  انتگرال  های  شامل  که  سبل  شاخص های  عمل  در 
هرچند   .]46 و   45[ می  شوند  محاسبه  مونت  کارلو  روش  به  هستند، 
احتمالاتی  ابعاد  با  مسائل  در  خصوصاً  روش  این  محاسباتی  هزینه 
ورودی بزرگ، بسیار زیاد خواهد بود. این در حالی است که در صورت 
پاسخ،  متغیر  چندجمله ای  آشوبناک  بسط  مدل  بودن  دسترس  در 
تقلیل  بسط  تنها پس  پردازش ضرایب  به  محاسبه شاخص های سبل 
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نتایج و بحث- 3
وصله  نامی1  مدل  به  مربوط  نتایج  ارائه  از  پس  بخش،  این  در 
پیزوالکتریک و صحت  سنجی آن  ها با نتایج مربوط به تحلیل احتمالاتی 
تحلیل  نتایج  موردنظر،  پاسخ  کمیت های  احتمال  توزیع  به ویژه  و 
حساسیت ارائه و مورد بحث قرار خواهد گرفت. در ادامه به کمک مدل 
یک  بار  هر  شیوه  به  همبستگی  تحلیل  شده،  داده  توسعه  جایگزین 
امپدانس  تغییرات ویژگی های مودال طیف  نحوه  و  انجام شده  عامل 
)ادمیتانس( با تغییر متغیرهای تصادفی به طور جداگانه بررسی خواهد 

شد.
تحلیل نامی ویژگی های مودال وصله پیزوالکتریک- 1- 3

مدل  سازی  پیزوالکتریک  به  مربوط  نامی  خواص   1 جدول  در 
امپدانس  طیف  موهومی  و  حقیقی  اجزاء  است.  شده  ارائه  شده 
ارائه   2 شکل  در   )1( رابطه  کمک  به  شده  شبیه  سازی  )ادمیتانس( 
شده است. فرکانس های تشدید و پادتشدید محاسبه شده به ترتیب 
در نمودار مربوط به جزء موهومی طیف ادمیتانس )دایره سبز( و جزء 

1  Nominal

این  در  شده  اند.  علامت  گذاری  زرد(  )دایره  امپدانس  طیف  موهومی 
قله یابی  الگوریتم های  توسط  قله های شناسایی شده  شکل همچنین 
علامت گذاری شده اند )مثلث قرمز(. در جدول 2 مقادیر فرکانس های 
تشدید در ارتعاشات طولی وصله پیزوالکتریک با مقادیر ارائه شده در 
مرجع ]32[ مقایسه شده است. اختلاف کمتر از 5 درصد مابین نتایج 

تئوری و تجربی بر دقت مناسب مدل استفاده شده تأکید دارد.
و  تشدید  فرکانس های  به  مربوط  جابه جایی  ترازه  و  مود  شکل 
و زرد در  دایره  های سبز  با  پادتشدید محاسبه و علامت گذاری شده 
شکل 2، برای وصله موردنظر در شکل 3 و شکل 4 ترسیم شده است. 
مقادیر  و  پادمتقارن  کاملًا  تشدید  حالت  در  مود  شکل  نتایج،  طبق 
η )جدول 1( است. در  بزرگ و تحت کنترل مقدار  جابجایی بسیار 
بوده،  پادمتقارن  تقریباً  جابجایی  ترازه  نیز  پادتشدید  فرکانس های 
ترازههای  در  جابجایی  کوچک  بسیار  مقادیر  انتظار  مطابق  هرچند 
این  در  پیزوالکتریک  وصله  بودن  ایستا  تقریباً  از  نشان  شده  ترسیم 

فرکانس  ها دارد.

جدول 1. خواص مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی نامی وصله پیزوالکتریک مدل سازی شده

Table 1. The nominal mechanical, electrical, and electromechanical properties of the modeled 
piezoelectric patch

 سازی شده مدل  : خواص مکانیکی، الکتریکی و الکترومکانیکی نامی وصله پیزوالکتریک1جدول 

Table 1. The nominal mechanical, electrical, and electromechanical properties of the modeled 
piezoelectric patch 
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APC850 / − 111 53 10  7700 − 12175 10  / −  121750 8 86 10  01/0  01/0  
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جدول 2. صحت سنجی فرکانس های تشدید نامی با نتایج تجربی]32[

Table 2. Validation of nominal resonance frequencies using refrence [33] experiment results

 

 ]32[های تشدید نامی با نتایج تجربی : صحت سنجی فرکانس 2جدول 

Table 2. Validation of nominal resonance frequencies using refrence [33] experiment 
results 

 
 [ Hz] های تشدید در ارتعاشات طولی فرکانس 

 1496000 1020000 597000 212000 نتایج تجربی 
1/208394 نتایج تئوری ارائه شده  4/625182  1041971 1458759 

70/1 [ %] درصد خطا  72/4-  15/2 -   49/2  
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( الکترومکانیکی وصله  واکناییو پذیرندگی( و امپدانس )مقاومت و  رساناییهای ادمیتانس )اجزاء حقیقی و موهومی طیف :2شکل 

 پیزوالکتریک مستطیلی با هندسه و خواص نامی 

Fig. 2. Real and imaginary parts of the electromechanical admittance and impedance spectra of the 
rectangular piezoelectric patch obtained using the nominal geometry and material properties 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. اجزاء حقیقی و موهومی طیف  های ادمیتانس )رسانایی و پذیرندگی( و امپدانس )مقاومت و واکنایی( الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک 
مستطیلی با هندسه و خواص نامی 

Fig. 2. Real and imaginary parts of the electromechanical admittance and impedance spectra of the rectangular 
piezoelectric patch obtained using the nominal geometry and material properties

 

 شکل مودهای تشدید الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک مستطیلی نامی :3شکل 

Fig. 3. The E/M resonance mode shapes of the nominal rectangular PZT patch 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. شکل مودهای تشدید الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک مستطیلی نامی

Fig. 3. The E/M resonance mode shapes of the nominal rectangular PZT patch
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 کانتور جابجایی در حالت پادتشدید الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک مستطیلی نامی :4شکل 

Fig. 4. The E/M mode-resonance mode shapes of the nominal rectangular PZT patch 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. کانتور جابجایی در حالت پادتشدید الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک مستطیلی نامی

Fig. 4. The E/M mode-resonance mode shapes of the nominal rectangular PZT patch

تحلیل احتمالاتی ویژگی های مودال وصله پیزوالکتریک- 2- 3
ماده  کاتالوگ  از  عموماً  که   1 در جدول  ارائه شده  نامی  خواص 
پیزوالکتریک موردنظر استخراج می  گردند، دارای مقادیر مشخصی از 
عدم قطعیت هستند. این مقادیر اغلب به صورت تلورانس برای خواص 
الکتریکی و مکانیکی ماده پیزوالکتریک از سوی شرکت سازنده ارائه 
متغیرهای  در  قطعیت  عدم  منابع  کردن  لحاظ  منظور  به  می  شوند. 
تلورانس  محدوده  در  یکنواخت  احتمال  چگالی  توزیع  توابع  ورودی، 
متغیرهای  احتمالاتی  فضای  شد.  داده  تخصیص  آن ها  به  شده  ارائه 
داده  احتمال تخصیص  توزیع  توابع  تلورانس،  ورودی شامل  تصادفی 
شده به آن ها به همراه پارامترهای توزیع در جدول 3 ارائه شده است 
قطعیت  عدم  میزان   ، pl وصله طول  تصادفی  متغیر  مورد  در   .]48[
کاربردها خصوصاً  اکثر  در  بوده، هرچند  وابسته  برش وصله  نحوه  به 
خواهد  درصد   1 از  کمتر  آن  تلورانس  میزان  دستگاه،  توسط  برش 
اغلب   δ الکتریکی و   η مکانیکی میرایی های  مقادیر  همچنین  بود. 
الکتریکی میرایی  عامل  و   mQ مکانیکی  کیفیت  عامل  صورت  به 

منابع  و  پیچیدگی  ارائه می شوند.  از سوی شرکت سازنده   ( )tan δ

عدم اطمینان متعدد در روش های انداز ه گیری این پارمترها، منجر به 
مقادیر تلورانس بزرگ در اندازه آن ها می شود. در این تحقیق، مقادیر

δ در تحلیل احتمالاتی بین 0/01 تا 0/05 لحاظ شد ]32[.  η و 
فضای  از  نمونه برداری  برای   ]49[ لاتین1  ابرمکعب  روش  از 
آماده سازی  ارائه شده در جدول 3 و  بعدی  احتمالاتی ورودی هفت 
ماتریس طراحی استفاده شد. از معیار کمینه بیشنه2 فاصله اقلیدسی 
بین نقاط نمونه جهت پوشش بهینه فضای ورودی استفاده شد ]50[. 
تعداد تکرارهای نمونه  برداری تا دستیابی به معیار موردنظر 5 لحاظ 
شد. نمونه برداری به این شیوه منجر به افزایش نرخ همگرایی نتایج در 
شبیه سازی مونت کارلو و بسط آشوبناک چندجمله ای می شود ]46[. 
تعداد نقاط نمونه برداری شده برای تحلیل بسط آشوبناک چندجمله ای 
دوبرابر تعداد مجهولات رابطه )12( و برای شبیه سازی مونت کارلو 105 

لحاظ شد.

1  Latin Hypercube
2  Minimax
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جدول 3. فضای احتمالاتی متغیرهای تصادفی ورودی در مدل پیش بینی طیف امپدانس الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک

Table 3. Input Probability space in the prediction of the EMI spectrum of the piezoelectric patch

 بینی طیف امپدانس الکترومکانیکی وصله پیزوالکتریک: فضای احتمالاتی متغیرهای تصادفی ورودی در مدل پیش3جدول 

Table 3. Input Probability space in the prediction of the EMI spectrum of the piezoelectric patch 

 

 نماد متغیر تصادفی
نوع  
 توزیع 

 تلورانس 
پارامترهای  

 توزیع 
ضریب  
 تغییرات

 واحد

X (plطول ) 1 ( ),a b 1  % 1a 93/6  
58/0   % [mm ] 

b1 07/7  

) X2 (Es11نرمی ) ),a b 10  % 
a2 /  111 38 10  77/5   % [Pa−1] 
b2 / − 111 68 10  

) X3 (چگالی ) ),a b 10 % 
a3 6930 

77/5   % [kg.m−3] 
b3 8470 

ضریب گذردهی  
 (T33الکتریکی ) 

X4 ( ),a b 20  % 
a4 / − 81 24 10  55/11   % [F.m−1] 
b4 / − 81 86 10  

 ثابت پیزوالکتریک  
(d31) 

X5 ( ),a b 20  % 
a5 − 12140 10  55/11   % [m.V−1] 
b5 − 12210 10  

ضریب اتلاف 
 (مکانیکی )

X 6 ( ),a b  - 
a6 01/0  

49/38   % [ -]  
b6 05/0  

ضریب اتلاف 
 (مکانیکی )

X7 ( ),a b  - 
a7 01/0  

49/38   % [ -]  
b7 05/0  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

تبدیل  از  ورودی،  احتمال  توزیع  توابع  استانداردسازی  جهت 
هم  احتمالاتی ذیل جهت نگاشت متغیرهای تصادفی )همچنین نقاط 
به متغیرهای تصادفی  اصلی(  احتمالاتی  از فضای  نمونه برداری شده 
احتمالاتی  فضای  از  شده  نمونه برداری  نقاط  )همچنین  استاندارد 

استاندارد( استفاده شد )رابطه )9((:

(25)

 

13 
 

ی اچندجملهی شده برای تحلیل بسط آشوبناک  بردارنمونه تعداد نقاط    . [46]  شودمیی  اچندجملهو بسط آشوبناک    کارلومونتی  سازهیشب
 شد.لحاظ   510 کارلومونتی سازهیشبو برای  (12)مجهولات رابطه  تعداد دوبرابر 

استاندار تبدیل همدجهت  از  احتمال ورودی،  توزیع  توابع  تصادفی )سازی  نگاشت متغیرهای  نقاط   همچنیناحتمالاتی ذیل جهت 
استاندارد    شده  ی بردارنمونه  تصادفی  متغیرهای  به  اصلی(  احتمالاتی  فضای  احتمالاتی    شده  ی بردارنمونه نقاط    همچنین)از  فضای  از 

 (: (9)تفاده شد )رابطه اس  استاندارد(

(25)  2 ,      i 1, ,7
2

i i
i i

i i

a b
b a

+ = −  −  
Ξ X 

توسط   هاایبسط آشوبناک چندجمله، ضرایب مدل  (3)تا    ( 1)روابط    توسطبرداری شده  نقاط نمونه   پاسخ در  هایکمیتپس از محاسبه  
صورت تطبیقی محاسبه   به qشبه نرم و  pهاایدرجه بیشینه چندجملهمحاسبه شد.  موردنظربرای هر یک از چهار کمیت  ( 13)رابطه 
بسط آشوبناک    های مدلتعیین شده و    هاآن برای    ایمحدوده ،  به اعدادی مشخص  q  و  p  محدودکردن  جایبه   شیوه. در این  شدند

  هاایبسط آشوبناک چندجمله  هایمدل. در نهایت، از بین  شوندمیمحاسبه    موردنظر   محدوده  در  مقادیر  تمام   ازای به    هاایچندجمله
جزئیات مربوط به  .  شودمیجایگزین نهایی معرفی  به عنوان مدل  (  (15)  )رابطه   mLOOآمده، مدل با کمترین خطای تخمین   بدست

جدول   در  موردنظریک از مقادیر پاسخ    برای هرجایگزین بدست آمده به همراه خطای تقریب، کیفیت برازش و مقادیر میانگین    هایمدل
ارائه شده   5شکل  منتخب در    هاایبسط آشوبناک چندجمله  هایمدلها در  یب پایهارائه شده است. همچنین، طیف مربوط به ضرا  4

 هایکمیتجایگزین بدست آمده در تخمین    هایمدلنشان از قابلیت اطمینان    ،درصد در همه موارد  99برازش بیش از    است. کیفیت
   و همچنین تحلیل حساسیت دارد.  بعدی احتمالاتی  هایتحلیل در  هاآن  کارگیری بهو امکان  موردنظر 

 موردنظر هایکمیتآمده برای  بدست هاایبسط آشوبناک چندجمله هایمدلمشخصات، میزان خطای تقریب و کیفیت برازش  :4جدول 

Table 4. Specifications, prediction error and goodness of fit of the obtained PCE models for the quantities of 
interest 

 فرکانس تشدید  کمیت مورد نظر 
فرکانس 
 پادتشدید

دامنه متوسط  
مقاومت طیف   

دامنه متوسط  
واکنایی طیف   

  ی تکاچندجمله درجه نهیشیب
 (pمتغیره )

8 8 8 8 

q 8/0نرم   8/0  9/0  7/0  

هاهیتعداد کل پا  1310 1310 2521 736 

 یکی را کنار بگذارخطای 
)اصلاح و نرمال شده  )mLOO / − 174 00 10  / − 174 02 10  / − 62 21 10  007984/0  

)کیفیت برازش   )Q2 [%] 100 100 99978/99  20162/99  

 

 

شده  نمونه  برداری  نقاط  در  پاسخ  کمیت های  محاسبه  از  پس 

توسط روابط )1( تا )3(، ضرایب مدل بسط آشوبناک چندجمله ای ها 
موردنظر  کمیت  چهار  از  یک  هر  برای   )13( رابطه  رابطه  توسط 
به   q نرم شبه  و   p چندجمله ای ها بیشینه  درجه  شد.  محاسبه 
محدودکردن  به جای  شیوه  این  در  شدند.  محاسبه  تطبیقی  صورت 
شده  تعیین  آن ها  برای  محدوده ای  مشخص،  اعدادی  به   q و   p

در  مقادیر  تمام  به ازای  چندجمله ای ها   آشوبناک  بسط  مدل های  و 
محدوده موردنظر محاسبه می شوند. در نهایت، از بین مدل های بسط 
آشوبناک چندجمله ای ها بدست آمده، مدل با کمترین خطای تخمین 
mLOOε  )رابطه )15(( به عنوان مدل جایگزین نهایی معرفی می شود. 

به همراه خطای  آمده  به مدل های جایگزین بدست  جزئیات مربوط 
تقریب، کیفیت برازش و مقادیر میانگین برای هر یک از مقادیر پاسخ 
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موردنظر در در جدول 4 ارائه شده است. همچنین، طیف مربوط به 
ضرایب پایه  ها در مدل های بسط آشوبناک چندجمله ای ها منتخب در 
از 99 درصد در همه  برازش بیش  ارائه شده است. کیفیت  شکل 5 

در  آمده  بدست  اطمینان مدل های جایگزین  قابلیت  از  نشان  موارد، 
تخمین کمیت های موردنظر و امکان به کارگیری آن  ها در تحلیل های 

احتمالاتی بعدی و همچنین تحلیل حساسیت دارد.  

جدول 4. مشخصات، میزان خطای تقریب و کیفیت برازش مدل های بسط آشوبناک چندجمله ای ها بدست آمده برای کمیت های موردنظر

Table 4. Specifications, prediction error and goodness of fit of the obtained PCE models for the quantities of interest

 

 های موردنظرآمده برای کمیت بدست هاایبسط آشوبناک چندجملههای : مشخصات، میزان خطای تقریب و کیفیت برازش مدل4جدول 

Table 4. Specifications, prediction error and goodness of fit of the obtained PCE models for the quantities 
of interest 

 

 فرکانس تشدید  کمیت مورد نظر 
فرکانس 
 پادتشدید

دامنه متوسط  
 طیف مقاومت 

دامنه متوسط  
 طیف واکنایی 

ی تک  اچندجمله درجه نهیشیب
 (pمتغیره )

8 8 8 8 

q 8/0نرم   8/0  9/0  7/0  

هاهیتعداد کل پا  1310 1310 2521 736 

خطای یکی را کنار بگذار 
)اصلاح و نرمال شده  )mLOO / − 174 00 10  / − 174 02 10  / − 62 21 10  007984/0  

)کیفیت برازش   )Q2 [%] 100 100 99978/99  20162/99  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)الف(  )ب(    

الف(   موردنظرنسبت به اندیس پایه  موردنظرمربوط به کمیت  جایگزین هایمدل در  های چندمتغیرهایچندجمله طیف ضرایب :5شکل 
 واکناییدامنه متوسط طیف ؛ ب( فرکانس تشدید 

Fig. 5. The spectrum of multivariable polynomial coefficients in PCE-derived surrogate models versus 
basis indices for a) resonance frequency; b) reactance spectrum mean amplitude 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. طیف ضرایب چندجمله  ای های چندمتغیره در مدل های جایگزین مربوط به کمیت موردنظر نسبت به اندیس پایه موردنظر الف( فرکانس 
تشدید؛ ب( دامنه متوسط طیف واکنایی

Fig. 5. The spectrum of multivariable polynomial coefficients in PCE-derived surrogate models versus basis indi-
ces for a) resonance frequency; b) reactance spectrum mean amplitude
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آشوبناک  بسط  مدل های  تخمین  کیفیت  بصری  ارزیابی  جهت 
نقاط  در  اصلی  مدل  از  آمده  بدست  پاسخ  مقادیر  چندجمله ای ها، 
مدل  توسط  شده  زده  تخمین  مقادیر  به  نسبت  شده  نمونه  برداری 
بسط آشوبناک چندجمله ای ها در همان نقاط ترسیم شدند )شکل 1(. 
y نشان از دقت  x= تجمع نقاط پراکنش در تمامی موارد به خط 
مناسب مدل های جایگزین در تقریب مدل های اصلی دارد. علی رغم 
دقت بسیار زیاد تخمین در مورد مدل های جایگزین مربوط به فرکانس 
 ) y x= تشدید و دامنه طیف مقاومت )تجمع تمامی نقاط روی خط 
 mLOOε اطمینان از عدم بیش  برازش آن ها به واسطه استفاده از خطای 
در  دیده نشده  نقاط  پیش  بینی  با  ارتباط  در  موضوع  این  دارد.  وجود 

حین تعلیم مدل های جایگزین حائز اهمیت است.
مربعات  کمینه  روش  از  آشوبناک  بسط  ضرایب  اینکه،  باتوجه به 
معمولی محاسبه شده اند در صورتی که ماتریس اطلاعات خوش وضع 
باشد، تخمین مدل های جایگزین از مدل های اصلی غیر اریب1 خواهد 
بود. جهت حصول اطمینان از غیر اریب بودن تخمین، خطای تخمین 
در نقاط نمونه برداری شده ترسیم و توابع توزیع احتمال نرمال به شیوه 
پارامتری به آن ها برازش شد )شکل 7(. مطابقت مقادیر خطا از توزیع 
نرمال با میانگین صفر در تمامی موارد، نشان از غیراریب بودن توابع 

جایگزین بدست آمده دارد. 

1  Unbiased

تغییرات  اثر  در  نظر  مورد  پاسخ  کمیت های  احتمال  توزیع 
ابتدا  مورد  هر  در  است.  ترسیم شده   8 در شکل  ورودی  متغیرهای 
مونت کارلو  روش  به  شده  نمونه برداری  نقطه   105 در  پاسخ  مقادیر 
شد.  ترسیم  نتایج  هیستوگرام  و  محاسبه  جایگزین  مدل های  توسط 
صورت  )در  پارامتریک  شیوه  به  احتمال  چگالی  توزیع  توابع  سپس 
شباهت هیستوگرام توزیع نتایج به توابع توزیع احتمال کلاسیک( یا 
غیرپارامتریک )رابطه )19(( به نتایج برازش شد. در هر مورد مقدار 
میانگین و ضریب تغییرات در شکل ذکر شده است. مقادیر به نسبت 
و   )50/70%( حقیقی  اجزاء  دامنه  مورد  در  تغییرات  ضریب  بزرگ 
موهومی )%46/73( طیف امپدانس، نشان از تأثیرپذیری بیشتر این 
همین  دارد.  ورودی  کمیت های  اطمینان  عدم  مقادیر  از  کمیت ها 
نتایج  با  نمودار  و شیب  قله ها  دامنه  مقادیر  اغلب صحت  سنجی  امر 
تغییرات  ضریب  که  است  حالی  در  این  می کند.  دشوار  را  تجربی 
کمتر  دامنه  نسبت  به  امپدانس  طیف  مودال  فرکانس  های  برای 
بوده )%4/20( که نشان از قابلیت اطمینان بیشتر مدل های تخمین 
امپدانس برای این کمیت  ها دارد. تحلیل حساسیت سراسری به منظور 
ارائه  و  پاسخ  مقادیر  واریانس  بر  ورودی  پارامترهای  تأثیر  رتبه بندی 
به روزرسانی مدل  در روش های  پارامترها  تغییر  مناسب جهت  مسیر 

انجام گرفت که در ادامه به نتایج آن اشاره خواهد شد.

)الف(  )ب(    
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. ارزیابی مدل های جایگزین بدست آمده برای کمیت موردنظر الف( فرکانس پادتشدید )ب( دامنه متوسط در طیف واکنایی؛  از طریق مقایسه 
مقادیر حاصل از مدل اصلی )محور افقی( و مدل جایگزین )محور قائم(

Fig. 6. Evaluation of PCE-derived surrogate models by comparing the prediction of the original (horizontal axis) 
and surrogate (vertical axis) models; a) anti-resonance frequency, (b) mean amplitude of the reactance spectrum



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2351 تا 2376

2365

)الف(  )ب(    

دامنه متوسط طیف  (ب)  ؛فرکانس پادتشدیدالف(  موردنظرشده به کمیت  خطای مدل جایگزین تخصیص دادهتوزیع احتمال  :6شکل 
 همراه پارامترهای آن آورده شده است(  توزیع نرمال برازش شده به ر مورد واکنایی؛ در تخمین پاسخ مدل اصلی )در ه 

Fig. 7. The error probability distribution of the PCE-derived surrogate models in estimating the response 
of the original model: a) anti-resonance frequency (b) mean amplitude of the reactance spectrum; (in 

each case, the fitted normal distribution and its parameters are given) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. توزیع احتمال خطای مدل جایگزین تخصیص داده شده به کمیت موردنظر الف( فرکانس پادتشدید؛ )ب( دامنه متوسط طیف واکنایی؛ 
در تخمین پاسخ مدل اصلی )در هر مورد توزیع نرمال برازش شده به همراه پارامترهای آن آورده شده است(

Fig. 7. The error probability distribution of the PCE-derived surrogate models in estimating the response of 
the original model: a) anti-resonance frequency (b) mean amplitude of the reactance spectrum; (in each case, 

the fitted normal distribution and its parameters are given)

امپدانس - 3- 3 طیف  مودال  ویژگی های  سراسری  حساسیت  تحلیل 
الکترومکانیکی

در شکل 9 نتایج تحلیل حساسیت حاصل از پس  پردازش ضرایب 
بسط آشوبناک چندجمله ای  )روابط )32( و )42((  و همچنین روش 
مونت کارلو مورد مقایسه قرار گرفته است. تطابق موجود مابین مقادیر 
آشوبناک  مدل های  از  حاصل  کل  و  اول  مرتبه  سبل  شاخص های 
چندجمله ای با نتایج روش مونت کارلو طبقه بندی شده نشان از دقت 
نتایج  دارد.  حساسیت  شاخص های  تخمین  در  جایگزین  مدل های 
مربوط به روش مونت کارلو توسط پاسخ های خروجی در 90 هزار نمونه 
محاسبه و تحلیل همگرایی برای آن ها انجام گرفت. این در حالی است 
که نتایج مربوط به بسط آشوبناک چندجمله ای تنها با 12870 ارجاع 
به مدل اصلی بدست آمده اند. این موضوع بر نقش مدل های جایگزین 
محاسباتی  هزینه  کاهش  در  چندجمله ای  آشوبناک  بسط  بر  مبتنی 
در مدل های شبیه ساز  واریانس و تحلیل حساسیت، خصوصاً  تحلیل 
با هزینه محاسباتی بالا تاکید دارد. لازم به ذکر است در برخی موارد 
دقت شاخص های محاسبه شده به کمک مدل بسط آشوبناک از نتایج 

روش مونت کارلو نیز بیشتر است ]14[. 
برای کمیت های  کلی  و  اول  مرتبه  شاخص های حساسیت سبل 

پاسخ موردنظر در شکل 10 نشان  داده  شده اند. طبق نتایج، کمیت های 
فرکانس تشدید و پادتشدید بیشترین حساسیت را به خواص مکانیکی 
وصله پیزوالکتریک اعم از پارامترهای مدول نرمی  و چگالی دارند. از 
طرفی، وابستگی این کمیت ها به خواص الکتریکی، الکترومکانیکی و 
میرایی وصله پیزوالکتریک بسیار ناچیز است. در نتیجه، در تحلیل های 
امپدانس  طیف  در  قله  فرکانس های  هدف  تابع  با  مدل  به روزرسانی 
مقدار  در  را   δ و   η  ،d 31  ، Tε33 پارامترهای  می توان  )ادمیتانس( 
ρ سعی در  و   Es11 تغییر  با  تنها  و  نظر گرفت  ثابت در  نامی آن ها 
شاخص های  به  مربوط  نتایج  نزدیکی  داشت.  خطا  تابع  کمینه سازی 
سبل مرتبه اول به شاخص های سبل کل، نشان از تأثیر ناچیز عوامل 

تعاملی بر تغییرات کمیت های پاسخ دارد. 
طیف های  در  میانگین  دامنه  کمیت های  در  تغییرات  طرفی،  از 
مربوط به اجزاء حقیقی و موهومی امپدانس الکترومکانیکی، بیشترین 
تأثیر را به ترتیب از استهلاک مکانیکی، ضریب گذردهی الکتریکی، و 
ثابت پیزوالکتریک می پذیرند. به این ترتیب، در تحلیل های احتمالاتی 
سه  جز  به  کمیت ها  سایر  می توان  امپدانس  طیف  دامنه  به  مربوط 
کمیت فوق را قطعی فرض کرد. این امر موجب کاهش چشم  گیر ابعاد 

فضای احتمالاتی و در نتیجه حجم محاسبات خواهد شد. 
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)الف(  )ب(    

)ج(  )د(    

فرکانس ؛ ب( فرکانس تشدیدالف( پاسخ ناشی از ماهیت احتمالاتی متغیرهای تصادفی ورودی  هایکمیتتوزیع احتمال  :7شکل 
دامنه متوسط طیف واکنایی؛  )در هر مورد تابع توزیع احتمال برازش شده نیز ترسیم و   دامنه متوسط طیف مقاومت؛  )د( )ج( ؛پادتشدید

 پاسخ احتمالاتی نیز ذکر شده است( و ضریب تغییرات انحراف از معیار میانگین، 
Fig. 8. The probability distribution of response quantities due to the probabilistic nature of input random 
variables a) resonant frequency; b) anti-resonant frequency; c) resistance spectrum mean amplitude; d) 
reactance spectrum mean amplitude (The fitted probability distribution function is also plotted in each 
case, along with annotations of the response's mean, standard deviation, and coefficient of variation 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. توزیع احتمال کمیت های پاسخ ناشی از ماهیت احتمالاتی متغیرهای تصادفی ورودی الف( فرکانس تشدید؛ ب( فرکانس پادتشدید؛ )ج( 
دامنه متوسط طیف مقاومت؛  )د( دامنه متوسط طیف واکنایی؛  )در هر مورد تابع توزیع احتمال برازش شده نیز ترسیم و میانگین، انحراف از معیار و 

ضریب تغییرات پاسخ احتمالاتی نیز ذکر شده است(
Fig. 8. The probability distribution of response quantities due to the probabilistic nature of input random vari-
ables a) resonant frequency; b) anti-resonant frequency; c) resistance spectrum mean amplitude; d) reactance 

spectrum mean amplitude (The fitted probability distribution function is also plotted in each case, along with an-
notations of the response's mean, standard deviation, and coefficient of variation



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2351 تا 2376

2367

)الف(  )ب(    

)ج(  )د(    

جایگزین حاصل از اعمال روش بسط  هایمدل حساسیت سبل  مرتبه اول و کلی محاسبه شده به کمک  هایشاخصمقایسه  :8شکل 
دامنه متوسط طیف مقاومت؛ با نتایج حاصل از روش مونت کارلو  و د( (ج  ؛فرکانس تشدید  و ب( الف(برای  ایچندجملهآشوبناک 

 شده   بندیطبقه

Fig. 9. Comparison of the results from the stratified Monte Carlo method and the first-order and total 
Sobol' sensitivity indices calculated using the PCE generated surrogate models for (a) and (b) resonance 

frequency; (c) and (d) the resistance spectrum mean amplitude 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. مقایسه شاخص های حساسیت سبل مرتبه اول و کلی محاسبه شده به کمک مدل های جایگزین حاصل از اعمال روش بسط آشوبناک چندجمله ای 
برای الف( و ب( فرکانس تشدید؛ ج( و د( دامنه متوسط طیف مقاومت؛ با نتایج حاصل از روش مونت کارلو طبقه بندی شده 

Fig. 9. Comparison of the results from the stratified Monte Carlo method and the first-order and total Sobol' sensitiv-
ity indices calculated using the PCE generated surrogate models for (a) and (b) resonance frequency; (c) and (d) the 

resistance spectrum mean amplitude
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)الف(  )ب(    

 کل   مرتبه اول  )ب(  )الف(  به متغیرهای تصادفی  حساسیت سبل هایشاخص :9شکل 

Fig. 10. Sobol’ sensitivity indices for random variables (a) first order (b) total 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. شاخص های حساسیت سبل به متغیرهای تصادفی )الف( مرتبه اول  )ب(  کل 

Fig. 10. Sobol’ sensitivity indices for random variables (a) first order (b) total

نتایج عددی مربوط به شاخص های سبل مرتبه اول و شاخص های 
جدول  در  پادتشدید  و  تشدید  فرکانس  کمیت های  برای  کل  سبل 
 6 جدول  در  امپدانس  طیف  دامنه  میانگین  کمیت های  برای  و   5
ارائه شده است. استفاده از مقادیر ارائه شده در این جداول در حین 
فرمولاسیون تابع هزینه مورد استفاده در روش های به روزرسانی مدل، 
مقدار  محاسبه  مسیر  پارامتر،  تخمین  نتایج  دقت  افزایش  بر  علاوه 

دقیق پارامترها را بسیار کوتاه خواهد کرد. 

و - 4- 3 پیزوالکتریک  وصله  مودال  ویژگی های  بین  همبستگی  تحلیل 
پارامترهای ورودی

وجود شمایی از نحوه تغییرات ویژگی های مودال طیف امپدانس 
در  را  ارزشمندی  اطلاعات  ورودی  متغیرهای  کاهش  یا  افزایش  با 
پیزوالکتریک  وصله  الکترومکانیکی  کوپل  ارتعاشاتی  پاسخ  ارتباط 
فراهم می آورد. این اطلاعات نه تنها در هنگام صحت سنجی مدل های 
عددی ارزشمند هستند، بلکه در هنگام انجام آزمایش های غربالگری1 
می گیرند،  انجام  تجربی  آزمون های  انجام  از  قبل  عموماً  که  وصله ها 
مفید خواهند بود ]32[. دستیابی به چنین نتایجی توسط آزمون های 
آزمون  انجام  و  پارامترها  تغییر  امکان  زیرا  است؛  غیرممکن  تجربی 

1  Screening

هزینه  طرفی،  از  نیست.  ممکن  ورودی  مقادیر  همه  ازای  به  تجربی 
چنین  انجام  امپدانس،  طیف  تخمین  مدل های  زیاد  محاسباتی 
تحلیل هایی را حتی به صورت عددی نیز بسیار دشوار می کند. این در 
حالی است که در صورت جایگزینی مدل های محاسبه طیف امپدانس 
با مدل های جایگزین مبتنی بر بسط آشوبناک چندجمله ای، این امر با 

کمترین هزینه محاسباتی میسر خواهد بود.
 در این تحقیق جهت تحلیل همبستگی کمیت های موردنظر با متغیرهای 
در  دقیق،  طور  به   .]51[ شد  استفاده  عامل2  یک  بار  هر  روش  از  ورودی 
هر سری از تحلیل ها، مقادیر همه متغیرها در ماتریس طراحی به جز یکی 
نقطه  در 1000  متغیر  پارامتر  مقادیر  و  داشته شد  نگه  ثابت  نامی  مقدار  در 
نمونه برداری شد. سپس طیف امپدانس )ادمیتانس( و ویژگی های مودال آن 
باتوجه به  نتایج چنین تحلیلی  در تمام نقاط نمونه برداری شده محاسبه شد. 
مابین  تعاملی  آثار  بودن  کوچک  مبنی بر  قبل  بخش  در  آمده  بدست  نتایج 
متغیرها در تغییر ویژگی های مودال طیف امپدانس معنادار خواهد بود. نحوه 
تغییرات طیف واکنایی به ازای تغییر مقادیر پارامترهای تصادفی در تحلیل هر 
بار یک عامل در گستره فرکانسی 0 تا 1700 کیلوهرتز در شکل 11 ترسیم 
شده است. طبق نتایج، فرکانس های پادتشدید که متناظر با فرکانس های قله 
در طیف امپدانس هستند، تمامی عوامل به جز ضرایب میرایی مؤثر هستند 

2  One-Factor-at-a-Time (OFAT)
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جدول 5. مقایسه شاخص های حساسیت سبل مرتبه 1 و کلی محاسبه شده توسط بسط آشوبناک چندجمله ای و روش مونت  کارلو طبقه  بندی شده 
برای شاخص های فرکانسی طیف امپدانس الکترومکانیکی

Table 5. Comparison of the first order and total Sobol’ indices calculated by the PCE models and the stratified 
Monte Carlo method for the frequency indices of the EMI spectrum

کارلو ای و روش مونتشده توسط بسط آشوبناک چندجمله و کلی محاسبه 1های حساسیت سبل مرتبه : مقایسه شاخص 5جدول 
 امپدانس الکترومکانیکی های فرکانسی طیف شده برای شاخص  بندیطبقه

Table 5. Comparison of the first order and total Sobol’ indices calculated by the PCE models and the 
stratified Monte Carlo method for the frequency indices of the EMI spectrum 

 

 فرکانس پادتشدید فرکانس تشدید کمیت مورد نظر  

 

روش محاسبه  
 هاسیاند

بسط آشوبناک  
یاچندجمله  

کارلو مونت بسط آشوبناک   
یاچندجمله  

کارلو مونت  

ص 
شاخ

ها
بل 

ت س
سی

سا
ی ح

به 
مرت

1
 

S1 019475/0  028656/0  019475/0  003193/0  
S2 49002/0  488223/0  49002/0  122156/0  
S3 49002/0  494675/0  49002/0  12597/0  
S4 / − 201 60 10  008976/0  / − 201 65 10  002335/0  
S5 / − 218 07 10  008976/0  / − 219 43 10  007078/0  
S6 / − 54 05 10  009053/0  / − 54 05 10  012607/0  
S7 / − 202 40 10  008976/0  / − 202 11 10  002708/0  

      

ص 
شاخ

ها
بل

ت س
سی

سا
ی ح

 
 

کل
 

ST1 019508/0  019797/0  019508/0  744427/0  
ST2 490448/0  484191/0  490448/0  880208/0  
ST3 490448/0  492135/0  490448/0  867425/0  
ST4 / − 181 80 10  0 / − 181 81 10  031773/0  
ST5 / − 181 65 10  0 / − 181 68 10  03898/0  
ST6 / − 54 06 10  / − 54 02 10  / − 54 06 10  511393/0  
ST7 / − 181 74 10  0 / − 181 75 10  71/8 e -05  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

)معادله )3((. فرکانس پادتشدید با افزایش طول وصله پیزوالکتریک، ضریب 
نرمی، چگالی و ضریب گذردهی الکتریکی وصله پیزوالکتریک کاهش و با 
افزایش ثابت پیزوالکتریک افزایش میابد. شدت وابستگی فرکانس پادتشدید 
به کمیت های اشاره شده در تمامی موارد تقریباً یکسان است. عدم وابستگی 
به  مربوط  عدم اطمینان های  از  میرایی  ضرایب  به  پادتشدید  فرکانس های 
مقادیر بدست آمده از مدل های عددی در مورد این کمیت کاسته و امکان 

صحت سنجی دقیق آن را فراهم می کند. 
نحوه تغییرات دامنه در اجزاء حقیقی و موهومی طیف امپدانس 
ثابت  و  چگالی  افزایش  با  دامنه  مقادیر  هستند.  مشابه  تقریباً 
پیزوالکتریک افزایش و با افزایش نرمی، ضریب گذردهی الکتریکی و 
ضرایب میرایی کاهش میابد. باتوجه به اینکه افزایش دامنه در مباحث 

مربوط به شناسایی آسیب به صورت افزایش قابلیت تشخیص آسیب 
نتایج  از  استفاده  است،  تعبیر  قابل  نوفه ای  محیط های  در  خصوصاً 
همچنین  و  پیزوالکتریک  وصله های  طراحی  هنگام  در  آمده  بدست 
انتخاب از بین چندین ماده پیزوالکتریک موجود جهت شناسایی بهینه 
با  امپدانس  طیف  دامنه  تغییرات  به علاوه،  بود.  خواهد  مفید  آسیب 
ابعاد هندسی وصله پیزوالکتریک به صورت اتفاقی است. مقادیر کوچک 
sr در این موارد تأییدی بر همین رفتار  شاخص همبستگی اسپیرمن 
فرکانس های  در  دامنه  بر  ابعاد  تأثیر  که  است  معنا  بدان  این  است. 
پراکنده  رفتاری  تغییرات  میانگین  نتیجه  و در  بوده  مختلف متفاوت 

خواهند داشت.
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جدول 6. مقایسه شاخص های حساسیت سبل مرتبه 1 و کلی محاسبه شده توسط بسط آشوبناک چندجمله ای و روش مونت کارلو طبقه بندی شده 
برای شاخص های دامنه طیف امپدانس الکترومکانیکی

Table 6. Comparison of the first order and total Sobol’ indices calculated by the PCE models and the stratified 
Monte Carlo method for the amplitude indices of the EMI spectrum

 

کارلو ای و روش مونتشده توسط بسط آشوبناک چندجمله و کلی محاسبه 1های حساسیت سبل مرتبه : مقایسه شاخص 6جدول 
 امپدانس الکترومکانیکی های دامنه طیف شده برای شاخص  بندیطبقه

Table 6. Comparison of the first order and total Sobol’ indices calculated by the PCE 
models and the stratified Monte Carlo method for the amplitude indices of the EMI 

spectrum 

 

 واکنایی دامنه متوسط طیف  دامنه متوسط طیف مقاومت  کمیت مورد نظر  

 

روش محاسبه  
 هاسیاند

بسط آشوبناک  
یاچندجمله  

کارلو مونت بسط آشوبناک   
یاچندجمله  

کارلو مونت  

ص 
شاخ

ها
بل 

ت س
سی

سا
ی ح

به 
مرت

1
 

S1 / − 105 70 10  002753/0  / − 61 85 10  004601/0  
S2 00126/0  004462/0  000951/0  004298/0  
S3 003074/0  006453/0  0034625/0  009909/0  
S4 169214/0  172026/0  1852368/0  187972/0  
S5 131604/0  130467/0  1251883/0  122525/0  
S6 627358/0  633086/0  6002197/0  598484/0  
S7 007855/0  011685/0  0091412/0  013365/0  

      
ص 

شاخ
ها

بل
ت س

سی
سا

ی ح
 

 
کل

 
ST1 / − 71 80 10  / − 88 11 10  000225/0  001314/0  
ST2 001479/0  001509/0  0029951/0  005578/0  
ST3 003903/0  003899/0  004631/0  007658/0  
ST4 202003/0  205479/0  222946/0  229815/0  
ST5 156571/0  159065/0  163205/0  169454/0  
ST6 67934/0  680619/0  666065/0  667478/0  
ST7 01848/0  018451/0  019997/0  024515/0  
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نسبت به تغییر  موردنظرموهومی طیف امپدانس الکترومکانیکی( در گستره فرکانسی  ءنحوه تغییرات طیف واکنایی )جز :10شکل 
 پارامترهای تصادفی در تحلیل احتمالاتی هرمرتبه یک عامل 

Fig. 11. The variation of the reactance spectrum (the EMI's imaginary part) versus the variation of 
random variables in the desired frequency range, as determined by the one-factor at a time analysis 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 11. نحوه تغییرات طیف واکنایی )جزء موهومی طیف امپدانس الکترومکانیکی( در گستره فرکانسی موردنظر نسبت به تغییر پارامترهای 
تصادفی در تحلیل احتمالاتی هرمرتبه یک عامل

Fig. 11. The variation of the reactance spectrum (the EMI's imaginary part) versus the variation of random 
variables in the desired frequency range, as determined by the one-factor at a time analysis

نتیجه گیری- 4
وصله  الکترومکانیکی  هم بسته  ارتعاشات  پاسخ  تحقیق  این  در 
طیف  مودال  ویژگی های  قالب  در  شکل  مستطیلی  پیزوالکتریک 
امپدانس الکترومکانیکی به شیوه احتمالاتی مورد بررسی قرار گرفت. 
از روش بسط آشوبناک چندجمله ای جهت جایگزینی مدل اصلی و 
کمی سازی عدم اطمینان استفاده شد. گشتاور های احتمالاتی و توابع 
توزیع احتمال کمیت های پاسخ موردنظر از طریق پس پردازش ضرایب 
مدل های آشوب چندجمله ای به صورت تحلیلی محاسبه شدند. تحلیل 
حساسیت سراسری به منظور رتبه بندی میزان تأثیر متغیرهای ورودی 
مبتنی  و  شده  طبقه بندی  مونت کارلو  شیوه  به  پاسخ  کمیت های  بر 
بر بسط آشوبناک چندجمله ای انجام گرفت و نتایج مقایسه شد. در 
متغیرهای  و  موردنظر  پاسخ  کمیت های  همبستگی  تحلیل  نهایت 

ورودی توسط تحلیل هر بار یک عامل انجام گرفت. 
طبق نتایج، به ازای ضریب تغییرات رایج برای کمیت های ورودی، 
از فرکانس های  ضریب تغییرات دامنه طیف امپدانس بسیار بزرگ تر 
نسبت  را  حساسیت  بیشترین  مودال  فرکانس های  است.  مودال 
موردنظر  وصله  چگالی(  و  نرمی  )مدول  مکانیکی  پارامترهای  به 
را  حساسیت  بیشترین  مودال  دامنه  که  است  حالی  در  این  دارند. 
و  الکتریکی  گذردهی  ضریب  مکانیکی،  میرایی  ضریب  به  ترتیب  به 
بر  ناچیزی  تأثیر  تعاملی  آثار  به علاوه،  داد.  نشان  پیزوالکتریک  ثابت 
نتایج  از  استفاده  می کنند.  اعمال  امپدانس  طیف  مودال  کمیت های 
تحقیق حاضر در فرایند شناسایی آسیب و تخمین پارامتر مبتنی بر 

روش امپدانس الکترومکانیکی ارزشمند خواهد بود.  
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Fig. A1. Legendre polynomials up to order 5 
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Fig. A1. Legendre polynomials up to order 5

پیوست- 5
چندجمله ای های تک متغیره موردنیاز در بسط آشوبناک از رابطه بازگشتی 

سه عبارته ذیل قابل محاسبه هستند]52[:
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 گیرینتیجه 
مودال طیف امپدانس   یهایژگیوپیزوالکتریک مستطیلی شکل در غالب    الکترومکانیکی وصله  بستههم در این تحقیق پاسخ ارتعاشات  

سازی  جایگزینی مدل اصلی و کمی  جهتای  چندجملهالکترومکانیکی به شیوه احتمالاتی مورد بررسی قرار گرفت. از روش بسط آشوبناک  
  هایمدلپردازش ضرایب  از طریق پس   موردنظر پاسخ    یهاتیکماحتمالاتی و توابع توزیع احتمال    یهاممان عدم اطمینان استفاده شد.  

متغیرهای ورودی بر   ر یتأثمیزان    یبندرتبه  منظوربه. تحلیل حساسیت سراسری  ندتحلیلی محاسبه شد  صورتبه  یاچندجملهآشوب  
در نهایت  تایج مقایسه شد.  انجام گرفت و ن  ایچندجملهبندی شده و مبتنی بر بسط آشوبناک  طبقه  کارلومونتپاسخ به شیوه    یهاتیکم

 و متغیرهای ورودی توسط تحلیل هر بار یک عامل انجام گرفت.   موردنظرپاسخ  یهاتیکمتحلیل همبستگی 
 یهافرکانس از   تربزرگ بسیار ضریب تغییرات دامنه طیف امپدانس  ،ورودی  یهاتیکمضریب تغییرات رایج برای  ی ازابه ،طبق نتایج
دارند. این    موردنظر وصله    )مدول نرمی و چگالی(  مودال بیشترین حساسیت را نسبت به پارامترهای مکانیکی  یهافرکانس مودال است.  

دال بیشترین حساسیت را به ترتیب به ضریب میرایی مکانیکی، ضریب گذردهی الکتریکی و ثابت پیزوالکتریک در حالی است که دامنه مو
در فرایند تحقیق حاضر    جینتااز    استفاده.  کنندیممودال طیف امپدانس اعمال    یهاتیکمناچیزی بر    ر یتأثتعاملی    آثار،  علاوهبه نشان داد.  

   امپدانس الکترومکانیکی ارزشمند خواهد بود.   روش مبتنی برشناسایی آسیب و تخمین پارامتر 

 پیوست  
 :[52] قابل محاسبه هستندذیل  عبارتهبازگشتی سه رابطه  ازدر بسط آشوبناک  ازیموردن رهیمتغتک  یهایاچندجمله
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,•  ، نماینده ضرب داخلی نسبت به تابع وزن مورد نظر است. در مورد توابع وزن متناظر با توابع توزیع احتمال کلاسیک در این روابط    •
امکان محاسبه تحلیلی ضرایب فوق وجود دارد. به طور خاص، در مورد توابع توزیع احتمال یکنواخت که در این تحقیق مورد استفاده  
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که در آن و ضرایب بازگشتی و مقادیر حقیقی بوده و توسط فرمول داربو  
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امکان  کلاسیک،  احتمال  توزیع  توابع  با  متناظر  وزن  توابع  مورد  در  است. 
توابع  مورد  در  خاص،  طور  به  دارد.  وجود  فوق  ضرایب  تحلیلی  محاسبه 
توزیع احتمال یکنواخت که در این تحقیق مورد استفاده قرار گرفت، ضرایب 

بازگشتی از روابط ذیل محاسبه شد ]53[:
)پ-3(

 

22 
 

 گیرینتیجه 
مودال طیف امپدانس   یهایژگیوپیزوالکتریک مستطیلی شکل در غالب    الکترومکانیکی وصله  بستههم در این تحقیق پاسخ ارتعاشات  

سازی  جایگزینی مدل اصلی و کمی  جهتای  چندجملهالکترومکانیکی به شیوه احتمالاتی مورد بررسی قرار گرفت. از روش بسط آشوبناک  
  هایمدلپردازش ضرایب  از طریق پس   موردنظر پاسخ    یهاتیکماحتمالاتی و توابع توزیع احتمال    یهاممان عدم اطمینان استفاده شد.  

متغیرهای ورودی بر   ر یتأثمیزان    یبندرتبه  منظوربه. تحلیل حساسیت سراسری  ندتحلیلی محاسبه شد  صورتبه  یاچندجملهآشوب  
در نهایت  تایج مقایسه شد.  انجام گرفت و ن  ایچندجملهبندی شده و مبتنی بر بسط آشوبناک  طبقه  کارلومونتپاسخ به شیوه    یهاتیکم

 و متغیرهای ورودی توسط تحلیل هر بار یک عامل انجام گرفت.   موردنظرپاسخ  یهاتیکمتحلیل همبستگی 
 یهافرکانس از   تربزرگ بسیار ضریب تغییرات دامنه طیف امپدانس  ،ورودی  یهاتیکمضریب تغییرات رایج برای  ی ازابه ،طبق نتایج
دارند. این    موردنظر وصله    )مدول نرمی و چگالی(  مودال بیشترین حساسیت را نسبت به پارامترهای مکانیکی  یهافرکانس مودال است.  

دال بیشترین حساسیت را به ترتیب به ضریب میرایی مکانیکی، ضریب گذردهی الکتریکی و ثابت پیزوالکتریک در حالی است که دامنه مو
در فرایند تحقیق حاضر    جینتااز    استفاده.  کنندیممودال طیف امپدانس اعمال    یهاتیکمناچیزی بر    ر یتأثتعاملی    آثار،  علاوهبه نشان داد.  

   امپدانس الکترومکانیکی ارزشمند خواهد بود.   روش مبتنی برشناسایی آسیب و تخمین پارامتر 

 پیوست  
 :[52] قابل محاسبه هستندذیل  عبارتهبازگشتی سه رابطه  ازدر بسط آشوبناک  ازیموردن رهیمتغتک  یهایاچندجمله
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 قابل محاسبه هستند: 1بوده و توسط فرمول داربو  ییب بازگشتی و مقادیر حقیق ضراkوkن که در آ
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,•  ، نماینده ضرب داخلی نسبت به تابع وزن مورد نظر است. در مورد توابع وزن متناظر با توابع توزیع احتمال کلاسیک در این روابط    •
امکان محاسبه تحلیلی ضرایب فوق وجود دارد. به طور خاص، در مورد توابع توزیع احتمال یکنواخت که در این تحقیق مورد استفاده  

 :[53] شدمحاسبه ل ازگشتی از روابط ذیقرار گرفت، ضرایب ب
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در شکل پ-1: چندجمله ای های لژاندر تا مرتبه 5 ترسیم شده است.
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