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اثر میدان و سیال مغناطیسی بر پاسخ فرکانسی اولیه و ثانویه نانولوله‌های کربنی حامل سیال با 
استفاده از مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش
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خلاصه: در این مقاله ارتعاشات اجباری غیرخطی نانولوله‌های کربنی حامل نانو سیال مغناطیسی و تحت یک میدان مغناطیسی طولی 
بررسی شده است. با استفاده از میدان کرنش غیرخطی ون کارمن و تئوری تیر اولر برنولی، معادلات حاکم بر ارتعاشات غیرخطی 
نانولوله کربنی دوسر مفصل استخراج می‌شوند. با استفاده از روش مقیاس‌های چندگانه پاسخ فرکانسی در رزنانس اولیه، رزنانس فوق 
هارمونیک و رزنانس زیرهارمونیک بدست می‌آید. برای در نظر گرفتن اثرات نانو از مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش استفاده شده 
است. در پایان اثر سیال مغناطیسی و شدت میدان مغناطیسی بر پاسخ فرکانسی و پاسخ نیرویی بررسی شده است. از نتایج می‌توان 
دریافت که وجود میدان مغناطیسی باعث می‌شود که دامنه ارتعاشی سیستم  ناپایدار و دچار چرخه حدی شود. در این شرایط پاسخ 
ارتعاشی شبه متناوب است. ولی، وجود سیال مغناطیسی باعث می‌شود که دامنه ارتعاشی پایدار بوده و پاسخ زمانی متناوب شود؛ به 
گونه‌ای که نمودار پوانکاره یک نقطه را در صفحه فاز نشان می‌دهد. در رزنانس اولیه با وجود میدان مغناطیسی طولی، با افزایش دامنه 
تحریک، منحنی‌های پاسخ فرکانسی شامل دو زیر دامنه می‌باشد. که یکی منحنی مجانبی با محور افقی است و دیگری شامل یک 

منحنی بسته است.  
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مقدمه-1 
فرو  سیال  حامل  جداره  چند  کربنی  نانولوله‌های  اخیر،  سالهای  در 
مغناطیسی به یک مسیر تحقیقاتی امیدوار کننده تبدیل شده‌اند. چنین موادی 
ممکن است کاربردهای متنوعی داشته باشند، از پیاده‌سازی لوله‌های پرشده 
در حسگرهای میکروسکوپ نیروی مغناطیسی ]1[ و یا به عنوان مجموعه‌ای 
داده  ذخیره  دستگاه‌های  برای  بالا  چگالی  با  مغناطیسی  هسته‌های  نانو  از 
انسانی  داروی  در  موجود  ظرف‌های  نانو  اصطلاحاً  یا   ]2[ آینده  مغناطیسی 
از مهمترین مسائل پیش روی درمان بیماریهای حاد سرطانی و  ]3[. یکی 
تومورها، رساندن دارو به موضع بیماری و تومور به میزان کافی و بدون اثرات 
مغناطیسی  داروسازی  میان  این  در  است،  مجاور  سالم  بافت‌های  بر  جانبی 
را  دارو  حرکت  کنترل  می‌توان  آن  کمک  به  که  است  روش‌هایی  جمله  از 
آهن،  با  پرشده  کربنی  نانولوله‌های  خصوص  به   ]5 و   4[ گرفت  دست  در 
برای استراتژی‌های جدید درمانی ضد سرطان ابزارهای جدید و بالقوه جذابی 

هستند.

اثرات  بررسی  و  نانوتیرها  اجباری  و  آزاد  ارتعاشات  تحلیل  منظور  به 
از تئوری‌های مختلفی نظیر تئوری الاستیسیته غیرموضعی،  اندازه کوچک، 
 .]6-9[ است  شده  استفاده   ... و  کرنش-اینرسی  گرادیان  کرنش،  گرادیان 
 ... و  ترک  رشد  نامحدود،  سازه‌های  برای  فقط  ارینگن  دیفرانسیلی  مدل 
معتبر است اما متاسفانه بطور گسترده در مقالات برای تحلیل رفتار ارتعاشی 
این در حالی است که  و  قرار می‌گیرد  استفاده  ... مورد  و  نانو ورق  نانوتیر، 
این تئوری تعادل استاتیکی گشتاورها در تیریکسرگیردار را ارضاء نمی‌کند. 
به همین خاطر رافائل برتا1 و همکاران ]12-10[ تئوری جدیدی با شرایط 
مرزی ساختاری جدید تحت عنوان مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش2 
ابداع کردند که برای نانوتیر با هر شرط مرزی، رفتار یکسانی از خود نشان 
می‌دهد. از طرفی اپوزو3 و همکاران ]13[ نشان دادند که با افزایش پارامتر 
غیرموضعی فرکانس‌های طبیعی نانوتیر کاهش پیدا می‌کنند بجز در نانوتیر 
یکسرگیردار که فرکانس‌های طبیعی افزایش می‌یابند و این در حالی است 

1  Raffaele Barretta
2  Stress-driven nonlocal integral model
3  Apuzzo
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که در مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش، با افزایش پارامتر مقیاس طول، 
پیدا می‌کنند.  افزایش  با شرایط مرزی مختلف  نانوتیر  فرکانس‌های طبیعی 
با شرایط  نانوتیر هدفمند  غیر خطی  ارتعاشات   ]14[ و همکاران  محمودپور 
مرزی مختلف واقع بر فونداسیون الاستیک و تحت میدان حرارتی با استفاده 
از مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش، را بررسی کردند و نشان دادند که 
در حالت غیرخطی نیز با افزایش پارامتر مقیاس طول، فرکانس‌های طبیعی 
نانوتیر با شرایط مرزی مختلف افزایش پیدا می‌کنند. برتا و همکاران ]15[ 
طبیعی  فرکانس‌های  تنش،  بر  مبتنی  غیرمحلی  انتگرال  مدل  از  استفاده  با 
نانوورق دایروی دورمفصل را بدست آوردند.  با توجه به کاربردهای رو به رشد 
نانولوله‌های کربنی در انتقال هدفمند نانودارو به بافت سرطانی در مهندسی 
پزشکی، تحلیل ارتعاشات نانولوله‌های کربنی حامل سیال بخش قابل توجهی 
از پژوهش‌های علمی را به خود اختصاص داده است. در این میان ارتعاشات 
مبتنی  غیرمحلی  انتگرال  مدل  اساس  بر  سیال  حامل  کربنی  نانولوله‌های 
 .]17 و   16[ است  شده  انجام  شده  اصلاح  کوپل  تنش  تئوری  و  تنش،  بر 
حامل  کربنی  نانولوله‌های  غیرخطی  ارتعاشات   ]18[ اسمعیلی  و  محمودپور 
سیال مغناطیسی و تحت میدان مغناطیسی طولی با استفاده از مدل انتگرال 
انتگرال  مدل  کارآمدی  ایشان  کردند  بررسی  را  تنش،  بر  مبتنی  غیرمحلی 
غیرمحلی مبتنی بر تنش، در تحلیل اندرکنش سازه - سیال را بررسی کردند 
و نشان دادند که نتایج این مدل، تطابق بسیار خوبی با مدل گرادیان کرنش 
صفحات  با  تقویت  تیرویسکوالاستیک،  سازه،  نامعین  پارامترهای  اثر  دارد. 
کربنی  نانولوله‌های  ارتعاشات  بر  فلکسوالکتریک  و  پیزوالکتریسیته  گرافن، 
حامل سیال بررسی شده است ]24-19[. رمضان‌نژاد و کشاورزپور ]25[ اثر 
سطح و میدان مغناطیسی را بر پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در رزنانس اولیه 
و رزنانس سوپرهارمونیک بررسی کردند. رفتار آشوبناک نانولوله کربنی واقع 
بر فونداسیون غیرخطی ویسکوالاستیک و تحت میدان حرارتی در رزنانس 

اولیه و سوپرهارمونیک بررسی شده است ]26 و 27[. 
سیال  حامل  کربنی  نانولوله  اجباری  ارتعاشات  بررسی  به  حاضر  مقاله 
می‌پردازد. نانولوله در یک میدان مغناطیسی قرار داشته و نانوسیال مغناطیسی 
با تکیه گاههای ساده بوده و  نانولوله تک جداره  در داخل آن جریان دارد. 
مدل  از  اندازه  اثرات  نظرگرفتن  در  برای  است.  واقع  وینکلر  فونداسیون  بر 
انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش، استفاده شده است. پس از تأیید کارآمدی 
از  اندرکنش سازه – سیال در مرجع ]18[ و اطلاع  این مدل، برای تحلیل 
اثر سیال و میدان  با و بدون  نتایج مقاله مذکور برای دو حالت  اینکه کلیه 
مغناطیسی دریک شدت میدان مغناطیسی خاص است، لذا در این مقاله به 

یک  در  مغناطیسی  میدان  شدت  تغییر  به  نسبت  تئوری  این  رفتار  بررسی 
و  مغناطیسی طولی  میدان  اثر  پایان  در  است.  پرداخته شده  محدوده وسیع 
سیال مغناطیسی بر پاسخ فرکانسی در رزنانس اولیه، رزنانس فوق هارمونیک، 

رزنانس زیرهارمونیک و آشوب بررسی می‌شود.

معادلات حاکم-2 
درشکل 1 یک نانولوله کربنی دو سر مفصل حامل سیال مغناطیسی و 
تحت یک میدان مغناطیسی طولی واقع بر فونداسیون الاستیک نشان داده 

شده است. 

تئوری الاستیسیته مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش-2 -1 
برای  فقط  ارینگن  دیفرانسیلی  مدل  بحث شد،  مقدمه  در  همانطوریکه 
بطور گسترده  متاسفانه  اما  است  معتبر   ... و  ترک  رشد  نامحدود،  سازه‌های 
استفاده  ... مورد  و  نانو ورق  نانوتیر،  ارتعاشی  رفتار  برای تحلیل  در مقالات 
رفتار  بینی  پیش  برای  تئوری  این  که  است  حالی  در  این  و  می‌گیرد  قرار 
نانوتیریکسرگیردار دچار تناقض می‌شود.  به همین خاطر محققان بسیاری در 
صدد یافتن تئوریهای جدید الاستیسیته برای بررسی رفتار نانوسازه ها هستند. 
در این میان اولین بار تئوری جدیدی توسط آقای رافائل برتا 1تحت عنوان 
مدل انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش مطرح شد که درتحلیل رفتار استاتیکی 
و دینامیکی نانوتیر با انواع شرایط مرزی رفتار یکسانی از خود نشان می‌دهد. 

در این تئوری میدان انحنای الاستیک بصورت زیر تعریف می‌شود ]13[:

)1(
0

( ) . ( )
L

EL x C M d      (1) 

 

2

1C
Ey dA






 (2) 

 

1 | |( ) exp( )
2 s s

xx
l l   (3) 

 

 
2

2 2
1 ( . )EL

EL
s

C M
x l
 

 


 (4) 

 

 

(5) 

4 6 2
2

4 6 2 ( , )s
w w wEI l A P x t
x x x


   

      
 

 

(0) 1 (0)

( ) 1 ( )

EL

EL

EL
s

EL
s

x l
L

L
x l










 

  

 (6) 

 

 
(7) 

4 6
2

4 6

222 2
2

2 2

22 3 4

2 3 4

2

2

3[ [
2

4 ]]

( , )

s

s

w wEI l
x x

w w wEA l
x x x

w w w w w
x x x x x

wA P x t
t



  
    

             

            





 

 

 

�

که M گشتاور خمشی و C انطباق الاستیک می‌باشد. منظور ازمیدان 
آن  از  که  می‌باشد  تیر تحت خمش  انحنای  الاستیک همان شعاع  انحنای 
 M خمشی  گشتاور  محاسبه  نهایت  ودر   xε طولی  کرنش  تعریف  برای 

استفاده می‌شود. ضریب انطباق الاستیک بصورت زیر تعریف می‌شود:
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در رابطه )A )2 سطح مقطع نانوتیر می‌باشد. پارامتر مشخصه غیرموضعی 
L تعریف  sl به طول نانوتیر λبصورت نسبت طول مشخصه  بدون بعد 
می‌شود. برای تبدیل معادله انتگرالی به معادله دیفرانسیل حاکم، تابع کرنل 

بصورت نمایی تعریف می‌شود ]13[:
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با توجه به کرنل نمایی تعریف شده، می‌توان معادله انتگرالی )1( را به 
فرم دیفرانسیلی زیر نوشت:
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با توجه به تئوری تیر اولر-برنولی معادله حاکم بر ارتعاشات خطی نانولوله 
کربنی براساس تئوری الاستیسیته انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش، بصورت 

زیر می‌باشد ]13[:

)5(

0
( ) . ( )

L

EL x C M d      (1) 

 

2

1C
Ey dA






 (2) 

 

1 | |( ) exp( )
2 s s

xx
l l   (3) 

 

 
2

2 2
1 ( . )EL

EL
s

C M
x l
 

 


 (4) 

 

 

(5) 

4 6 2
2

4 6 2 ( , )s
w w wEI l A P x t
x x x


   

      
 

 

(0) 1 (0)

( ) 1 ( )

EL

EL

EL
s

EL
s

x l
L

L
x l










 

  

 (6) 

 

 
(7) 

4 6
2

4 6

222 2
2

2 2

22 3 4

2 3 4

2

2

3[ [
2

4 ]]

( , )

s

s

w wEI l
x x

w w wEA l
x x x

w w w w w
x x x x x

wA P x t
t



  
    

             

            





 

 

 

�

آنجاکه  از  می‌باشد.   z راستای  در  تیر  عرضی  خیز   ( , )w x t که 
معادله دیفرانسیل خطی حاکم بر ارتعاشات نانولوله )رابطه )5(( یک معادله 

دیفرانسیل مرتبه شش می‌باشد لذا خیز تیر، شش ثابت مجهول خواهد داشت 
بدست  تیر  انتهای  و  ابتدا  در  مرزی  شرایط  به  توجه  با  آن‌ها  چهارتای  که 
از شرایط مرزی ساختاری  می‌آیند )شرایط مرزی هندسی( و دو تای دیگر 

زیر ]13[: 
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مدل  اساس  بر  نانوتیر  غیرخطی  اجباری  ارتعاشات  معادله  نهایت  در 
انتگرال غیرمحلی مبتنی بر تنش، بصورت زیر می‌باشد ]14[:
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 مغناطیسی طولی مل سیال مغناطیسی و تحت یک میداننانولوله کربنی حا:  1شکل 

Fig. 1. Carbon nanotube conveying magnetic fluid under a longitudinal magnetic field 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. نانولوله کربنی حامل سیال مغناطیسی و تحت یک میدان مغناطیسی طولی

Fig. 1. Carbon nanotube conveying magnetic fluid under a longitudinal magnetic field



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2315 تا 2332

2318

extP خارجی  هارمونیک  بارگذاری  مجموع  بصورت  ( , )P x t که 
مغناطیسی  سیال  جریان  از  ناشی  نیروی   ، restP الاستیک  فونداسیون   ،
بصورت   magnetP طولی  مغناطیسی  میدان  از  ناشی  نیروی   ، fluidP

زیرتعریف می‌شود:
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به   , , , , , , , , , , ,x L fE I H A VCF P K mρ η σΩ که 
ضریب  الکتریکی،  هدایت  مغناطیسی،  نفوذپذیری  سیال،  جرم  ترتیب 
فونداسیون الاستیک، دامنه تحریک نیروی خارجی، ضریب تصحیح سرعت، 
فرکانس تحریک، چگالی نانولوله کربنی، سطح مقطع نانولوله، شدت میدان 

مغناطیسی، ممان اینرسی و مدول الاستیسیته نانولوله کربنی می‌باشند.

روش حل-3 
معادله حاکم بر ارتعاشات اجباری نانولوله کربنی حامل سیال مغناطیسی 
بر فونداسیون الاستیک )معادله )6((  و تحت میدان مغناطیسی طولی واقع 
یک معادله دیفرانسیل پاره‌ای می‌باشد که با استفاده از روش گالرکین معادله 
دیفرانسیل پاره‌ای را می‌توان به معادله دیفرانسیل معمولی تبدیل نمود. برای 

این منظور خیزتیر بصورت زیر در نظر گرفته می‌شود ]6[.
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) تابع زمانی مجهول می‌باشد.  )q t ) شکل مود خطی تیر و  )xφ  که 
نمایی  بصورت  و  بوده  معلوم  زمانی  تابع  مودهای خطی  تعیین شکل  برای 

در نظر گرفته می‌شود به همین خاطر برای شرایط مرزی مختلف بر اساس 
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 )10( معادله  جاگذاری  با  است.  خطی  طبیعی  ωفرکانس  آن  در  که 
شش  ویژه  مقدار  مساله  یک  غیرخطی  ترم‌های  حذف  و   )7( معادله  در 
از  حاصل،  مرتبه‌ای  دیفرانسیل  معادله  ازآنجاکه  آمد.  خواهد  بدست  بعدی 
مرتبه شش می‌باشد لذا ماتریس جابجایی بصورت یک آرایه شش عضوی

برابر  با  می‌شود.  گرفته  درنظر   { , , , , , }w w w w w w w= 1 2 3 4 5 6

صفرقراردادن ماتریس ضرایب فرکانس‌های طبیعی و درنهایت با استفاده از 
نرم افزار متمتیکا1 شکل مودهای نانوتیر بدست خواهند آمد. حال با استفاده از 
روش گالرکین و جاگذاری رابطه )9( در معادله )7( و ضرب معادله حاصل در 

) و انتگرال‌گیری در طول نانوتیر، معادله زیر بدست می‌آید: )xφ
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که ضرایب معادله فوق بصورت زیر می‌باشند:
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پاسخ  دارد.  وجود  مختلفی  روش‌های   )11( غیرخطی  معادله  حل  برای 

مقیاس  روش  از  استفاده  با  ثانویه  و  اولیه  رزنانس  در  معادله  این  فرکانسی 

چندگانه 1بصورت زیر می‌باشد] 6[:
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رزنانس زیرهارمونیک

1  Method of Multiple Scale
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/ به ترتیب: پارامتر انحرافی،  ( ( ))f αΛ = −Ω2
1 12 a, و σ1 که 

که  می‌گردد  خاطرنشان  می‌باشند.  بعد  بدون  تحریک  دامنه  و  پاسخ  دامنه 
هرگاه فرکانس تحریک سه برابر فرکانس طبیعی باشد رزنانس زیرهارمونیک 
فوق  رزنانس  باشد،  طبیعی  فرکانس  یک‌سوم  تحریک  فرکانس  هرگاه  و 

هارمونیک رخ می‌دهد.    

نتایج و بحث-4 
حامل  کربنی  نانولوله  یک  سازه-سیال  اندرکنش  بررسی  منظور  به 
زیر  پارامترهای  طولی  مغناطیسی  میدان  یک  در  واقع  مغناطیسی  نانوسیال 

برای سیستم در نظر گرفته می‌شود:  
 ،  ) E ( یانگ  مدول   ، ( / )outL R2 منظری  نسبت   ،) ρ ( دانسیته 
 ،2300 kg/m3 ( و ضخامت نانولوله کربنی به ترتیب  outR شعاع خارجی )
nm  ،3/4 TPa  ،40 3 و nm 0/1 ]28[. نفوذپذیری مغناطیسی نانولوله 
4π می‌باشد. به منظور متمایزتر شدن نتایج و اثرات مغناطیسی  کربنی 10-7*
سیال، جیوه به عنوان یک فلز مایع که در داخل نانولوله جریان دارد، در نظر 
هدایت  و   13/6 gr/cm3 چگالی   با  نیوتنی  سیال  این  می‌شود.  گرفته 

s/m  1/02 فرض می‌شود.   الکتریکی 

اعتبار سنجی-4 -1 
در ابتدا به منظور اطمینان از صحت روابط و نتایج، پاسخ فرکانسی در 
نانو لوله کربنی واقع بر روی فونداسیون الاستیک  اولیه برای یک  رزنانس 
مشاهده  همانطوریکه  است.  شده  مقایسه   ]29[ مرجع  نتایج  با   2 شکل  در 
می‌شود، نتایج تطابق خوبی دارند. خاطر نشان می‌گردد که مرجع ]29[ تیر 
حالت  با  فقط  نتایج  اینجا،  در  کندکه  می  بررسی  را  مرزی  شرایط  انواع  با 
تیردوسرمفصل آن مقایسه شده‌اند. از طرفی به راحتی می‌توان دریافت که 
بیشتر متمایل  افزایش ضریب فونداسیون، منحنی پاسخ به سمت راست  با 
نانولوله  بیشتر  شوندگی  سخت  و  غیرخطی  رفتار  دهنده  نشان  که  می‌شود 
به  منحنی  فونداسیون  ضریب  شدن  منفی  با  طرفی  از  می‌باشد.  کربنی 
پدیده  و  می‌دهد  نشان  خود  از  خطی  رفتار  و  می‌شود  متمایل  چپ  سمت 
نامطلوب پرش حذف شده و سیستم پایدارتر می‌گردد. خاطرنشان می‌گردد 
که مواداکستیک، ضریب فونداسیون منفی دارند. اکستیک‌ها یا مواد آگزتیک 
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ضریب پواسون منفی هستند. اکستیک‌ها در  با  یا مواد پادکشسان 1موادی 
هنگام اعمال تنش کششی عمودی، برخلاف مواد معمول، در راستای عمود 
بر نیروی وارده، ضخیم‌تر می‌شوند. این خاصیت در کامپوزیت‌های لایه‌ای، 
با ساختار مکعبی  اتمی  است. جامدات  پلیمری و فلزی دیده ‌شده‌  فوم‌های 
نشان  از خود  رفتاری  نیز چنین  هنگامی که در جهت ]۱۱۰[ کشیده شوند 
می‌دهند. در دو دهه اخیر مواد اکستیک توجه فراوانی را به خود جلب کرده‌اند، 

از مقیاس نانو گرفته تا ماکرو. 

1  Auxetics

شکل مود اول نانولوله کربنی دوسرمفصل بدست آمده از نتایج تحلیلی با 

]Sin در شکل 3 مقایسه شده است. در اکثر مقالات  ]xπ شکل مود تقریبی

Sin[ ]xπ برای خیز نانو تیر با شرایط مرزی دو سر مفصل از تابع تقریبی 

استفاده می‌شود و این درحالی است که با توجه به تئوری‌های مختلف برای 

مدل کردن نانوتیر دو سر مفصل، توابع خیز متفاوتی بدست خواهد آمد که 

]Sin نخواهد بود و اندکی با آن متفاوت هستند لذا در شکل 3  ]xπ قطعاً 

تلاش شده است که تفاوت حل دقیق بدست آمده در این مقاله با حل تقریبی 

نشان داده شود. همانطوریکه مشاهده می‌شود این دو منحنی اختلاف ناچیزی 

 
واقع بر روی فونداسیون الاستیک با مرجع حامل سیال مغناطیسی پاسخ فرکانسی در رزنانس اولیه برای یک نانو لوله کربنی مقایسه نتایج  : 2شکل 

]92[ (/ , ,s f xl V H    40 01 1 2 10)  
Fig. 2. Comparing the results of the frequency response in the primary resonance for a 
carbon nanotube conveying a magnetic fluid located on an elastic foundation with Ref. 

[29] ( 40.01, 1, 2 10s f xl V H     ) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. مقایسه نتایج پاسخ فرکانسی در رزنانس اولیه برای یک نانو لوله کربنی حامل سیال مغناطیسی واقع بر روی فونداسیون الاستیک با 

 ) / , ,s f xl V H= = = × 40 01 1 2 10 مرجع ]29[ )

Fig. 2. Comparing the results of the frequency response in the primary resonance for a carbon nanotube con-
veying a magnetic fluid located on an elastic foundation with Ref. [29] ( 40.01, 1, 2 10s f xl V H= = = × )

 

 
 با حل تقریبی SDMمقایسه شکل مود اول بدست آمده از حل تئوری الاستیسیته   :3شکل 

Fig. 3. Comparison of the shape of the first mode obtained from the solution of SDM elasticity 
theory with the approximate solution 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 3. مقایسه شکل مود اول بدست آمده از حل تئوری الاستیسیته SDM با حل تقریبی

Fig. 3. Comparison of the shape of the first mode obtained from the solution of SDM elasticity 
theory with the approximate solution
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دارند و نشان دهنده دقت بالای محاسبات می‌باشد.
نانولوله  فرکانسی  پاسخ  بر  مغناطیسی  میدان  و  سیال  اثر   4 شکل  در 

کربنی حامل سیال  در رزنانس اولیه نشان داده شده است.
با توجه به شکل می‌توان دریافت که اثر میدان مغناطیسی باعث افزایش 
را  سیستم  ناپایداری  تبع  به  و  غیرخطی  رفتار  و  شده  شوندگی  سخت  اثر 
به سمت  بیشتر  افزایش می‌دهد. خاطر نشان می‌گردد که هرچه منحنی‌ها 

راست متمایل شوند، اثرغیرخطی و به تبع ناپایداری سیستم بیشتر می‌شود. از 
طرفی اثر سیال مغناطیسی باعث می‌شود که منحنی‌ها بسته شده و سیستم 
به شکل  توجه  با  یابد.  کاهش  پرش  نامطلوب  پدیده  دامنه  و  پایدارتر شده 
در  نانولوله کربنی هم  داخل  در  افزایش سرعت سیال  دریافت که  می‌توان 
حضور میدان مغناطیسی طولی و هم با وجود سیال مغناطیسی، باعث افزایش 

ناپایداری سیستم می‌شود.

 

 
 )الف(
 
 
 

 
 )ب(

sl/) مغناطیسی، با تغییر سرعت سیالتغییرات دامنه پاسخ فرکانسی )الف( و پاسخ نیرویی )ب( با و بدون میدان و سیال  :4شکل  0 01) 
Fig. 4. Variations of frequency response amplitude (a) and force response (b) with and without 

)0.01sl ( field and magnetic fluid, with fluid velocity change 
 

 

 

 

 

 

) /sl =0 شکل 4. تغییرات دامنه پاسخ فرکانسی )الف( و پاسخ نیرویی )ب( با و بدون میدان و سیال مغناطیسی، با تغییر سرعت سیال )01

Fig. 4. Variations of frequency response amplitude (a) and force response (b) with and without field and mag-
netic fluid, with fluid velocity change ( 0.01sl = )
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نانولوله کربنی حامل سیال تحت  برای  نیرویی  پاسخ  در شکل 4 )ب( 
شده  ترسیم  اولیه  رزنانس  در  مغناطیسی  سیال  و  طولی  مغناطیسی  میدان 
باعث  مغناطیسی  میدان  و  سیال  وجود  است،  مشخص  همانطوریکه  است. 
از طرفی وجود  را کاهش می‌دهد.  ناپایداری  و محدوده  دامنه شده  کاهش 

سیال مغناطیسی باعث جدا شدن منحنی‌ها از محور عمودی می‌شود. 
xH در رزنانس اولیه با  اثر دامنه تحریک نیرو بر دامنه پاسخ با تغییر 
وجود میدان مغناطیسی طولی در شکل 5 نشان داده شده است. همانطوریکه 
مشاهده می‌شود، با افزایش دامنه تحریک، ابتدا منحنی‌های پاسخ فرکانسی 
شامل دو زیر دامنه می‌باشد. دامنه اول شامل یک منحنی مجانبی با محور 
پاسخ دامنه به صفر می‌رسد. دامنه دوم شامل  xH افقی است که با افزایش 
( گسترش می‌یابد.  f یک منحنی بسته است که با افزایش دامنه تحریک )
، دو شاخه متصل شده و یک منحنی حاصل  f بحرانی  برای یک مقدار 
می‌باشد.   f=1/778 اولیه رزنانس  در  تحریک  دامنه  بحرانی  مقدار  می‌شود. 
همانطور که در شکل 5 نشان داده شده است، با افزایش بیشتر دامنه تحریک، 
پاسخ دامنه به عنوان یک تابع تک مقداره از میدان مغناطیسی طولی ظاهر 
می‌شود. برهمین اساس، در انتقال نانوداروها تحت میدان مغناطیسی طولی 
باید به پاسخ دینامیکی سازه به ازاء تغییر دامنه تحریک، دقت ویژه به عمل 

آید.

xH در رزنانس اولیه با  اثر دامنه تحریک نیرو بر دامنه پاسخ با تغییر 
وجود سیال مغناطیسی در شکل 6 نشان داده شده است.

همانطوری که از شکل 6 مشاهده می‌شود، با وجود سیال مغناطیسی، 
دامنه پاسخ، نسبت به وجود میدان مغناطیسی طولی، کاهش یافته و مقدار 

بحرانی دامنه تحریک در رزنانس اولیه f=1/6275  رخ می‌دهد.
رزنانس  در   xH تغییر  با  پاسخ  دامنه  بر  نیرو  تحریک  دامنه  اثر 
زیرهارمونیک با وجود میدان مغناطیسی طولی در شکل 7 نشان داده شده 
است. همانطوری که در شکل 7 نشان داده شده است، منحنی پاسخ بصورت 
نیز  پاسخ  دامنه  تحریک،  دامنه  افزایش  با  که  می‌باشد  بسته  منحنی  یک 

/ × 91 5 10 بالا، حدود  مغناطیسی‌های  میدان  تا شدت  و  می‌یابد  افزایش 
، سیستم پایدار می‌باشد.

رزنانس  در   xH تغییر با  پاسخ  دامنه  بر  نیرو  تحریک  دامنه  اثر 
زیرهارمونیک با وجود سیال مغناطیسی در شکل 8 نشان داده شده است. رفتار 
نانوسیال مغناطیسی در حالت زیر هارمونیک بصورت  نانولوله کربنی حامل 
نوسانی می‌باشد. بدین صورت که با افزایش دامنه تحریک، محدوده پایداری 
و وجود جواب افزایش می‌یابد. به عبارت دیگر تا شدت میدان مغناطیسی‌های 
با افزایش دامنه تحریک، محدوده  بالاتری سیستم پایدار می‌باشد و سپس 
جواب  وجود  محدوده  تدریج  به  و  می‌یابد  کاهش  جواب  وجود  و  پایداری 

 
نی واقع کرب برای یک نانولوله مختلف یهاکیتحردامنه  به ازاءمغناطیسی  س اولیه برحسب تغییرات شدت میدانتغییرات دامنه پاسخ در رزنان: 5شکل 

/) در یک میدان مغناطیسی طولی ,s fl V 0 01 1)   
Fig. 5. Variations of the response amplitude in primary resonance in terms of magnetic field 

intensity variations of different excitation amplitudes for a carbon nanotube located in a 
.)0.01, 1s fl V ( longitudinal magnetic field 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. تغییرات دامنه پاسخ در رزنانس اولیه برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریک‌های مختلف برای یک 
  ) / ,s fl V= =0 01 نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی طولی )1

Fig. 5. Variations of the response amplitude in primary resonance in terms of magnetic field intensity 
variations of different excitation amplitudes for a carbon nanotube located in a longitudinal magnetic 

field ( 0.01, 1s fl V= = ).
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نی حامل کرب برای یک نانولوله دامنه تحریکهای مختلف به ازاءمغناطیسی  س اولیه برحسب تغییرات شدت میدانتغییرات دامنه پاسخ در رزنان :6شکل 

/) سیال مغناطیسی ,s fl V 0 01 1 ) 
Fig. 6. Variations in the response amplitude in primary resonance according to changes in the 
magnetic field intensity of different excitation amplitudes for a carbon nanotube conveying a 

.)0.01, 1s fl V ( magnetic fluid 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. تغییرات دامنه پاسخ در رزنانس اولیه برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریکهای مختلف برای 
  ) / ,s fl V= =0 01 یک نانولوله کربنی حامل سیال مغناطیسی )1

Fig. 6. Variations in the response amplitude in primary resonance according to changes in the mag-
netic field intensity of different excitation amplitudes for a carbon nanotube conveying a magnetic 

fluid ( 0.01, 1s fl V= = ).

 

برای یک نانولوله  دامنه تحریکهای مختلف به ازاءتغییرات دامنه پاسخ در رزنانس زیرهارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی  :7شکل 
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Fig. 7. Variations of the response amplitude in subharmonic resonance according to variations 
of the magnetic field intensity of different excitation amplitudes for a carbon nanotube located 

.)0.01, 1s fl V ( in a longitudinal magnetic field 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 7. تغییرات دامنه پاسخ در رزنانس زیرهارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریکهای مختلف 
  ) / ,s fl V= =0 01 برای یک نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی طولی )1

Fig. 7. Variations of the response amplitude in subharmonic resonance according to variations of the 
magnetic field intensity of different excitation amplitudes for a carbon nanotube located in a longitu-

dinal magnetic field ( 0.01, 1s fl V= = ).



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 54، شماره 10، سال 1401، صفحه 2315 تا 2332

2324

کوچکتر شده تا به صفر می‌رسد. 
فوق  رزنانس  در   xH تغییر  با  پاسخ  دامنه  بر  نیرو  تحریک  دامنه  اثر 
هارمونیک با وجود میدان مغناطیسی طولی در شکل 9 نشان داده شده است.  
با توجه به شکل 9 می‌توان دریافت که با افزایش دامنه در ارتعاشات فوق 
افزایش  سیستم  غیرخطی  اثر  طولی،  مغناطیسی  میدان  وجود  با  هارمونیک 
می‌یابد و پایداری سیستم کم شده و دامنه غیرمطلوب پرش افزایش می‌یابد. 
کاملًا واضح است که اثر سخت شوندگی افزایش یافته و دامنه پاسخ نیز زیاد 

شده است.
فوق  رزنانس  در   xH تغییر  با  پاسخ  دامنه  بر  نیرو  تحریک  دامنه  اثر 
هارمونیک  با وجود سیال مغناطیسی در شکل 10 نشان داده شده است. با 
توجه به شکل 10 براحتی می‌توان دریافت که در رزنانس فوق هارمونیک 
دامنه  زیر  دو  شامل  فرکانسی  پاسخ  منحنی‌های  مغناطیسی  سیال  وجود  با 
می‌باشند و در دامنه بحرانی Λ=0/05 یک منحنی پیوسته حاصل می‌شود. 
و جالب اینکه با افزایش دامنه تحریک، دامنه پاسخ در منحنی بسته کاهش 
می‌یابد و در شاخه ایکه همراستا با محور افقی می‌باشد، دامنه افزایش می‌یابد.

در شکل 11 می‌توان رفتار ارتعاشی نانولوله کربنی حامل سیال واقع در 

یک میدان مغناطیسی طولی را در قالب نمودارهای فازی جابجایی -سرعت، 
دیاگرام پوانکاره و تاریخچه زمانی مشاهده نمود. همانطوری که در شکل‌های 
11 )الف( تا )ج( دیده می‌شود تا Hx = 107 ، دامنه ارتعاشی ناپایدار و دچار 

چرخه حدی می‌شود. در این شرایط پاسخ ارتعاشی شبه متناوب است.
سیال  حامل  کربنی  نانولوله  ارتعاشی  رفتار  می‌توان   12 شکل  در 
مغناطیسی را در قالب نمودارهای فازی ، دیاگرام پوانکاره و تاریخچه زمانی 
مشاهده نمود. همانطوریکه در شکلهای 12 )الف( تا )ج( دیده می‌شود تا 104 
×Hx =3، دامنه ارتعاشی پایدار بوده و پاسخ زمانی متناوب است؛ به گونه‌ای 

که نمودار پوانکاره یک نقطه را در صفحه فاز نشان می‌دهد. 
سیال  حامل  کربنی  نانولوله  ارتعاشی  رفتار  می‌توان   13 شکل  در 
فازی،  نمودارهای  قالب  در  را  الاستیک  فونداسیون  بر  واقع  مغناطیسی 
در  همانطوریکه  نمود.  مشاهده  زمانی  تاریخچه  و  پوانکاره  دیاگرام 
شکل‌های 13 )الف( تا )ج( دیده می‌شود درشدت میدان مغناطیسی 104 
پاسخ  و  بوده  ناپایدار  ارتعاشی  دامنه   ،kl   =  -175 بازای  Hx و   =0/5×
در  را  رفتارآشوبناک  یک  فازی  نمودار  که  گونه‌ای  به  است؛  گذرا  زمانی 

فاز نشان می‌دهد.   صفحه 
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Fig. 8. Variations of the response amplitude in subharmonic resonance according to variations 
of the magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon nanotube 

.)0.01, 1s fl V ( conveying a magnetic fluid 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. تغییرات دامنه پاسخ در رزنانس زیرهارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریکهای مختلف 
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Fig. 8. Variations of the response amplitude in subharmonic resonance according to variations of the 
magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon nanotube conveying a 

magnetic fluid ( 0.01, 1s fl V= = ).
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 برای یک نانولوله دامنه تحریکهای مختلف به ازاءتغییرات دامنه پاسخ دررزنانس فوق هارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی  :9شکل 
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Fig. 9. Variations of the response amplitude in superharmonic resonance according to 
variations of the magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon 

.)0.01, 1s fl V ( nanotube located in a longitudinal magnetic field 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. تغییرات دامنه پاسخ دررزنانس فوق هارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریکهای مختلف 
  ) / ,s fl V= =0 01 برای یک نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی طولی  )1

Fig. 9. Variations of the response amplitude in superharmonic resonance according to variations of 
the magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon nanotube located in a 

longitudinal magnetic field ( 0.01, 1s fl V= = ).

 

ه برای یک نانولول دامنه تحریکهای مختلف به ازاءمغناطیسی  ارمونیک برحسب تغییرات شدت میدانه غییرات دامنه پاسخ در رزنانس فوقت :11شکل 
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Fig. 10. Variations of the response amplitude in superharmonic resonance according to 
variations of the magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon 

.)0.01, 1s fl V ( nanotube conveying a magnetic fluid 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 10. تغییرات دامنه پاسخ در رزنانس فوق هارمونیک برحسب تغییرات شدت میدان مغناطیسی به ازاء دامنه تحریکهای مختلف 
  ) / ,s fl V= =0 01 برای یک نانولوله کربنی حامل سیال مغناطیسی  )1

Fig. 10. Variations of the response amplitude in superharmonic resonance according to variations of 
the magnetic field intensity within the range of different excitations for a carbon nanotube conveying a 

magnetic fluid ( 0.01, 1s fl V= = ).
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 تاریخچه زمانی )الف( دیاگرام پوانکاره )ب(

 
 نمودار فازی )ج(

 ازاء  همغناطیسی طولی ب واقع در یک میدان کربنی پریودیک نانولولهرفتار شبه  .تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج( :11شکل 

/ , ,s f xl V H   70 01 1 10 
Fig. 11. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic behavior 

.)70.01, 1, 10s f xl V H  ( of carbon nanotube located in a longitudinal magnetic field 
 

 

شکل 11. تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج(. رفتار شبه پریودیک نانولوله کربنی واقع در یک میدان 

) / , ,s f xl V H= = = 70 01 1 10 مغناطیسی طولی به ازاء )

Fig. 11. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic behavior of car-
bon nanotube located in a longitudinal magnetic field ( 70.01, 1, 10s f xl V H= = = ).
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 )الف( تاریخچه زمانی )ب( دیاگرام پوانکاره

 
 )ج( نمودار فازی

کربنی واقع در یک میدان  رفتار پریودیک نانولوله .تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج( :12شکل 
/ به ازاءمغناطیسی طولی  , ,s f xl V H    40 01 1 3 10 

Fig. 12. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic 
( behavior of carbon nanotube located in a longitudinal magnetic field

.)40.01, 1, 3 10s f xl V H    
 

 

 

شکل 12. تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج(. رفتار پریودیک نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی 
  ) / , ,s f xl V H= = = × 40 01 1 3 10 طولی به ازاء )

Fig. 12. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic behavior of car-
bon nanotube located in a longitudinal magnetic field ( 40.01, 1, 3 10s f xl V H= = = × ).
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 )الف( تاریخچه زمانی )ب( دیاگرام پوانکاره

 
 )ج( نمودار فازی

به ازاءتار آشوبناک نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی طولی فر .تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج( :13شکل 
/ , , , /s f l xl V k H      40 01 1 175 0 5 10  

Fig. 13. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic 
fieldbehavior of carbon nanotube located in a longitudinal magnetic 

.40.01, 1, 175, 0.5 10s f l xl V k H      

شکل 13. تاریخچه زمانی )الف(، دیاگرام پوانکاره )ب( و نمودار فازی )ج(. رفتار آشوبناک نانولوله کربنی واقع در یک میدان مغناطیسی 
 ) / , , , /s f l xl V k H= = = − = × 40 01 1 175 0 5 10 طولی به ازاء )

Fig. 13. Time history (a), Poincaré diagram (b) and phase diagram (c) of quasi-periodic behavior of car-
bon nanotube located in a longitudinal magnetic field ( 40.01, 1, 175, 0.5 10s f l xl V k H= = = − = × ).
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نتیجه گیری-5 
دوسرمفصل  کربنی  نانولوله  اجباری  غیرخطی  ارتعاشات  مقاله  این  در 
حامل سیال واقع بر فونداسیون الاستیک تحت بار گسترده یکنواخت بررسی 
حامل  و  دارد  قرار  طولی  مغناطیسی  میدان  تحت  کربنی  نانولوله  گردید. 
به  توجه  با  کربنی  نانولوله  ارتعاشی  معادلات  می‌باشد.  مغناطیسی  نانوسیال 
غیرمحلی  انتگرال  مدل  الاستیسیته  تئوری  براساس  و  تیراولر-برنولی  مدل 
مبتنی بر تنش، بدست آمد. با استفاده از روش مقیاس‌های چندگانه معادلات 
دیفرانسیل حاکم حل شد و پاسخ فرکانسی نانولوله کربنی در حالت رزنانس 
اولیه، رزنانس زیرهارمونیک و رزنانس فوق هارمونیک بدست آمد. سپس اثر 
میدان و سیال مغناطیسی بر پاسخ فرکانسی در حالت رزنانس اولیه و رزنانس 
ثانویه بررسی شد. در پایان دیاگرام‌های فازی و پوانکاره برای نانولوله ترسیم 

شده و اثر سیال و میدان مغناطیسی بر وقوع پدیده آشوب بررسی گردید.
خلاصه نتایج گرفته‌ شده از این پژوهش به‌صورت زیر می‌باشد:

 اثر میدان مغناطیسی باعث افزایش اثر سخت شوندگی شده 	
و رفتار غیر خطی و به تبع ناپایداری سیستم را افزایش می‌دهد. از طرفی اثر 
سیال مغناطیسی باعث می‌شود که منحنی‌های پاسخ فرکانسی، بسته شده و 

سیستم پایدارتر شده و دامنه پدیده نامطلوب پرش کاهش یابد. 
 افزایش سرعت سیال در داخل نانولوله کربنی هم در حضور 	

افزایش  باعث  مغناطیسی،  سیال  وجود  با  هم  و  طولی  مغناطیسی  میدان 
ناپایداری سیستم می‌شود.

 در رزنانس اولیه با وجود میدان مغناطیسی طولی، با افزایش 	
دامنه تحریک، منحنی‌های پاسخ فرکانسی شامل دو زیر دامنه می‌باشد. که 
یکی منحنی مجانبی با محور افقی است و دیگری شامل یک منحنی بسته 

است.
 دررزنانس زیرهارمونیک با وجود میدان مغناطیسی طولی، منحنی 	

پاسخ بصورت یک منحنی بسته می‌باشد که با افزایش دامنه تحریک، دامنه 
پاسخ نیز افزایش می‌یابد و تا شدت میدان مغناطیسی‌های بالا، سیستم پایدار 

می‌باشد.
 دررزنانس فوق هارمونیک با وجود میدان مغناطیسی طولی، با 	

افزایش دامنه تحریک، سیستم یک رفتار سخت شونده از خود نشان می‌دهد 
بطوریکه اثر غیرخطی سیستم افزایش یافته، پایداری سیستم کم شده و دامنه 

غیرمطلوب پرش افزایش می‌یابد.
 ارتعاشی 	 دامنه  که  می‌شود  باعث  مغناطیسی  میدان  وجود 

سیستم  ناپایدار و دچار چرخه حدی شود. در این شرایط پاسخ ارتعاشی شبه 

متناوب است.
 وجود سیال مغناطیسی باعث می‌شود که دامنه ارتعاشی پایدار 	

بوده و پاسخ زمانی متناوب شود؛ به گونه‌ای که نمودار پوانکاره یک نقطه را 
در صفحه فاز نشان می‌دهد.

 الاستیک، 	 فونداسیون  منفی  مغناطیسی و ضریب  با وجود سیال 
دامنه ارتعاشی ناپایدار بوده و پاسخ زمانی گذرا است؛ به گونه‌ای که نمودار 

فازی یک رفتارآشوبناک را در صفحه فاز نشان می‌دهد.
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