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رهیافت فضای حالت برای تحلیل خمش ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی به کمک تئوری ورق 
اصلاح شده پنج متغیره
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دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه صنعتی شیراز، شیراز، ایران. 

خلاصه: در این مقاله، یک حل تحلیلی برای خمش ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی تحت‌بار جانبی گسترده یکنواخت با شرایط مرزی 
دلخواه ارایه می‌شود. تئوری اصلاح شده پنج متغیره برای بیان میدان جابجایی به کار می‌رود که تنشها و کرنشهای برشی در راستای 
ضخامت را به صورت سهموی پیش‌بینی می‌کند و تأثیر کشش در راستای ضخامت ورق را نیز در نظر می‌گیرد. معادلات حاکم با 
استفاده از اصل همیلتون و معادله ماکسول، به دست آمده و از روش لوی و فضای حالت برای حل این معادلات کوپل استفاده می‌شود. 
نتایج به دست آمده با سایر تئوری‌های برشی مرتبه بالا و نرم افزار آباکوس مقایسه شده که بدین ترتیب دقت روش پیشنهادی تایید 
می‌گردد. مشاهده می‌شود که برای نسبت طول به ضخامت 10 و شاخص توانی 0/5، مقدار تغییرمکان بی‌بعد ورق با شرط مرزی گیردار 
0/3327 است که دارای بیش‌ترین میزان سفتی و کمترین مقدار خیز می‌باشد در حالیکه مقدار تغییرمکان بی‌بعد ورق با شرط مرزی 
آزاد 2/2036 می‌باشد و در نتیجه کمترین میزان سفتی و بیش‌ترین مقدار خیز را دارد. همچنین برای ورق با تکیه‌گاه گیردار و طول 
به ضخامت 10 با افزایش شاخص توانی از 0/5 به 10 مقدار تغییرمکان از 0/3327 به 0/3545 یعنی حدود 6 درصد افزایش می‌یابد. 
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مقدمه-1 
خواص  آن‌ها  در  که  مرکب می‌باشند؛  مواد  جمله  از  تابعی،  مدرج  مواد 
مکانیکی به طور پیوسته و ملایم و با توابع مشخصی  در یک یا چند راستا 
عدم  مشکلات  مکانیکی،  خواص  پیوسته  تغییرات  علت  به  می‌یابند.  تغییر 
مدرج  مواد  در  است  مطرح  لایه‌ای  کامپوزیتی  سازه‌‌های  در  که  پیوستگی 
تابعی به وجود نمی‌آید. تئوری‌های مختلفی از جمله تئوری‌های کلاسیک، 
به عنوان اولین و ساده‌ترین تئوری ورق، تئوری تغییر شکل برشی مرتبه اول 
و تئوری‌های تغییر شکل برشی مرتبه بالا برای تحلیل این ورق‌ها به کار 
از تئوری‌های پیشین  به دنبال مشکلاتی که هریک   .]6-1[ گرفته شده‌اند 
دارند، اخیراً تئوری‌های ورق اصلاح‌یافته با ساختاری ساده‌تر توسط محققان 
متغیره  دو  شده  اصلاح  ورق  تئوری   2002 سال  در  شده‌اند.  ارائه  مختلفی 
توسط شیمپی برای ورق‌های همسانگرد معرفی شد ]7[. پس از آن شیمپی و 
پاتل ]8[ تئوری مذکور را برای ورق‌های ارتوتروپیک بسط دادند. این تئوری 
از جمله تئوری‌های مرتبه بالا می‌باشد که تعداد مجهول کمی دارد و شرایط 

خارج  برشی  تنشهاي  تئوري،  این  در  می‌کند.  ارضا  را  تنش  بدون  سطوح 
صفحه به صورت سهمی پیش‌بینی می‌شود و براي تحلیل ورق‌هاي نازک 
و نسبتاً ضخیم نتایج بسیار خوبی ارائه می‌دهد. کیم و همکاران ]9[ تئوری 
ورق اصلاح‌شده دو متغیره را با در نظر گرفتن جابجایی‌های درون صفحه‌ای 
و افزایش دقت حل مسئله، به تئوری اصلاح‌شده چهار متغیره ارتقا دادند. تای 
و چوی ]10[ با افزودن یک متغیر جدید به جابجایی جانبی و در نظر گرفتن 
تأثیرکشش در راستای ضخامت تئوری شبه سه بعدی پنج متغیره اصلاح‌شده 
را ارائه دادند. پس از آن بنان و همکاران ]11[ با استفاده از تئوری پنج متغیره 

به تحلیل ارتعاشات ورق‌های ساندویچی مدرج تابعی پرداختند.
  مواد هوشمند موادی هستند که با درک محیط و شرایط اطراف خود 
مواد  از  نمونه‌ای  پیزوالکتریک  مواد  می‌دهند.  نشان  واکنش  آن  به  نسبت 
هوشمند می‌باشند. کوپلینگ الکترومکانیکی، دقت بالا، پهنای باند وسیع و 
واکنش سریع از جمله ویژگی‌های مؤثر مواد پیزوالکتریک به شمار می‌آیند 
که سبب شده در حوزه‌های زیادی بطور گسترده مورد استفاده قرار گیرند. 
ایجاد خاصیت تابعی در پیزوالکتریک‌‌ها، منجر به ایجاد موادی نو با عنوان 
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ماده پیزوالکتریک مدرج تابعی شده است که با توجه به ویژگی‌های جالب 
این ساختار، تحقیقات متنوعی بر روی تحلیل آن‌ها انجام شده است. لی و 
همکاران ]12[ تئوری ورق سینوسی توسعه‌یافته را برای تحلیل خمش ورق 
پیزوالکتریک مدرج تابعی تحت میدان مغناطیسی درون صفحه‌ای با شرایط 
مرزی تکیه‌گاه ساده به کار گرفتند. عارفی و همکاران ]13[ با توسعه مفهوم 
سطح خنثی به بررسی الکترو-الاستیک ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی روی 
شکل  تغییر  نظریه  از  منظور  این  برای  و  پرداختند  وینکلر-پسترناک  بستر 
برشی سینوسی دو متغیره و حل ناویر استفاده کردند. زنکور و حافد ]14[ با 
استفاده از تئوری تغییر شکل برشی سینوسی شبه سه بعدی و حل ناویر به 
ارائه یک حل برای مسئله خمش ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی با شرایط 
مرزی تکیه‌گاه ساده پرداختند. ایکس یو و همکاران ]15[ با استفاده از تئوری 
تغییر شکل برشی مرتبه اول به بررسی کنترل فعال خمش استاتیکی و پاسخ 
دینامیکی ورق‌های پیزوالکتریک مدرج تابعی تحت بارگذاری‌های مکانیکی، 
و  بررسی خمش  به   ]16[ و همکاران  دانگ  پرداختند.  و حرارتی  الکتریکی 
پاسخ دینامیکی ورق‌های مدرج تابعی دو جهته پیزوالکتریک پرداختند و برای 
محدود  اجزا  رویکرد  و  سوم  مرتبه  برشی  تغییرشکل  تئوری  از  منظور  این 
برشی  تغییرشکل  تئوری  از  استفاده  با   ]17[ و‌هارشا  کومار  نمودند.  استفاده 
مرتبه اول به بررسی خمش و ارتعاشات ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی روی 

یک بستر الاستیک تحت محیط حرارتی-الکتریکی پرداختند.
معادلات  حل  برای  کارآمد  تحلیلی  روش  یک  حالت  فضای  روش 
مرتبه  دیفرانسیل  معادله  تبدیل  با  روش  این  می‌باشد.  معمولی  دیفرانسیلی 
بالا به فرم یک مجموعه معادلات مرتبه اول، حل را بسیار ساده‌تر می‌نماید. 
ورق‌های  تحلیل  به  حالت  فضای  رویکرد  کارگیری  به  با  زیادی  محققان 
پیزوالکتریک پرداخته‌اند. لی و ژیانگ ]18[ از روش فضای حالت به عنوان 
سازه‌های  الکترومکانیکی  رفتار  بررسی  برای  موثر  تحلیلی  روش  یک 
استفاده  الکتریکی سینوسی  بارهای مکانیکی و  پیزوالکتریک لایه‌ای تحت 
کردند. شنگ و همکاران ]19[ با ترکیب رویکرد فضای حالت و تکنیک حل 
بازگشتی؛ به بررسی رفتار ورق‌های پیزوالکتریک لایه‌ای مستطیلی ضخیم با 
شرایط مرزی گیردار و مدار الکتریکی باز برپایه‌ی تئوری‌های الاستیسیته سه 
بعدی پرداختند. آن‌ها به این منظور معادلات فضای حالت سه بعدی و بسط 
سری فوریه را به کار گرفتند. علی بیگلو و مادولیات ]20[ به تحلیل خمشی 
ورق‌های کامپوزیتی لایه‌ای متعامد کوپل شده با لایه‌های پیزوالکتریک به 
عنوان سنسور و عملگر پرداختند. ورق دارای شرایط تکیه گاهی لوی بوده، 
معادلات حاکمه از تئوری الاستیسیته سه بعدی به دست آمده و برای حل 

استفاده  کوآدریچر  دیفرانسیل  پایه روش  بر  رویکرد فضای حالت  از  ها  آن 
از  استفاده  و  پیزوالکتریک  تئوری  براساس   ]21[ بیگلو  علی  است.  شده 
ترموالاستیسیته کوپل شده، پاسخ یک ورق مستطیلی مدرج تابعی با دو لایه 
پیزوالکتریک در سطح بالا و پایین را تحت میدان الکتریکی و شوک حرارتی 
مورد مطالعه قرار داد. او برای تبدیل معادلات دیفرانسیل ترموالاستیک کوپل 
به معادلات دیفرانسیل معمولی از تکنیک فضای حالت استفاده کرد و سپس 
با استفاده از تبدیل لاپلاس معادلات را به صورت تحلیلی حل نمود. فری و 
همکاران ]22[ به بررسی خمش سه‌بعدی ورق مدرج تابعی ویسکوالاستیک 
بین لایه‌های پیزوالکتریک و تحت میدان الکتریکی و فشار عرضی یکنواخت 
و  در جهت ضخامت  حالت  فضای  تکنیک  از  منظور  این  برای  و  پرداختند 
و  ژانگ  کردند.  استفاده  درون صفحه‌ای  مختصات  راستای  در  فوریه  بسط 
همکاران ]23[ از روش فضای حالت برای مطالعه صفحات شبه کریستالی 
پیزوالکتریک مکعبی سه‌بعدی استفاده کردند. علی بیگلو و طالبی توتی ]24[ 
پاسخ گذرای یک پانل استوانه‌ای مدرج تابعی که لایه‌های پیزوالکتریک به 
عنوان حسگر و محرک )عملگر( در بالا و پایین آن قرار گرفته و در معرض 
میدان الکتریکی و شوک حرارتی قرار گرفته است را تحلیل کردند و با اعمال 
بسط سری فوریه در امتداد جهت محوری و محیطی و تکنیک فضای حالت 
حاکم  دیفرانسیل  معادله  و  معادله ساختاری  به  امتداد مختصات شعاعی  در 
با  سپس  و  آوردند  دست  به  را  حالت  فضای  ماتریس  معادلات  حرکت،  بر 
استفاده از تبدیل لاپلاس به صورت تحلیلی به حل آن پرداختتند و از تبدیل 
لاپلاس معکوس برای به دست آوردن جواب در حوزه زمان استفاده کردند. 
روزگار و همکاران ]25[ با به کارگیری حل لوی و رهیافت فضای حالت به 
بررسی ارتعاشات آزاد ورق مدرج تابعی بین دو لایه پیزوالکتریک با شرایط 
مرزی مختلف پرداختند و برای این منظور از تئوری چهار متغیره اصلاح‌یافته 

استفاده نمودند. 
نوآوری اصلی این تحقیق، استفاده از تئوری شبه سه بعدی پنج‌متغیره 
و  تابعی  مدرج  پیزوالکتریک  ورق  جابجایی  میدان  بیان  برای  اصلاح‌یافته 
همچنین به کار گرفتن روش لوی و رویکرد فضای حالت برای حل تحلیلی 
معادلات حاکم بر ورق تحت شرایط مرزی مختلف می‌باشد. بررسی منابع 
موجود نشان می‌دهد که تاکنون هیچ مطالعه‌ای برای حل معادلات خمش 
پنج  ورق  تئوری  مبنای  بر  لوی-گونه  تابعی  مدرج  پیزوالکتریک  ورق‌های 
متغیره اصلاح‌یافته با استفاده از رهیافت فضای حالت انجام نگرفته است. به 
علاوه در این پژوهش برای محاسبه پتانسیل الکتریکی ایجاد شده در ورق، 
از معادله ماکسول کوپل شده با معادلات مکانیکی حاکم استفاده شده است. 
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در نظر گرفتن تأثیر کشش در راستای ضخامت در فرمولبندی مسئله حاضر 
با استفاده از تئوری شبه سه بعدی پنج متغیره اصلاح‌یافته که منجر به ایجاد 
کرنش عمودی در راستای ضخامت ورق می‌گردد نیز یکی دیگر از جنبه‌های 
به مسئله  پیشین کمتر  تحقیقات  در  تحقیق می‌باشد. همچنین  این  نوآوری 
تحلیل خمش ورق‌های هوشمند دارای شرایط مرزی مختلف و تحت بارگذاری 
جانبی یکنواخت پرداخته شده است و عمدتاً سازه ورق، تحت بارگذاری مکانیکی 
سینوسی تحلیل شده است. روابط حاکم بر مسئله از اصل همیلتون و معادله 
ماکسول به دست آمده و سپس از حل لوی برای تبدیل معادلات با مشتقات 
جزیی مرتبه بالای حاکم بر ورق به معادلات دیفرانسیل معمولی و از رویکرد 

فضای حالت برای حل معادلات معمولی استفاده شده است.

شرح مسئله-2 
یک ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی به طول a، عرض b و ضخامت کل 
 x a= x و  =0 h مطابق شکل 1 در نظر گرفته شده است که لبه‌های 
) هر یک دارای شرایط  , )y y b= =0 مقید به تکیه‌گاه ساده و دو لبه دیگر 
مرزی دلخواه )ساده، گیردار یا آزاد( می‌باشند. بار مکانیکی به صورت گسترده 
و یکنواخت به سطح بالایی ورق اعمال شده و سیستم مختصات در گوشه‌ی 

صفحه میانی در نظر گرفته شده‌است.

جابجایی و کرنش-2 -1 
از تئوری پنج متغیره اصلاح‌شده برای تحلیل خمش سازه استفاده شده 
است. بر اساس فرضیات ارائه شده توسط تای و چوی ]10[ میدان جابجایی 

بر پایه‌ی این تئوری به صورت زیر تعریف می‌شوند: 
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که در این رابطه u0 و v0 به ترتیب تغییرمکان‌های صفحه میانی ورق 
در راستای محور x و y و ws , wb و wz به ترتیب مؤلفه‌های خمش، برش 
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1. Introduction 

Functionally-graded (FG) materials could be considered 
as special composites which their properties change 
gradually from one surface to another. Four-variable 
refined plate theory with fewer unknowns compared 
with the conventional high-order shear deformation 
theories satisfies the free surfaces' zero traction 
condition, predicts a parabolic variation of transverse 
shear stresses through the plate thickness and provides 
very good results for the analysis of thin and thick 
plates. Thai and Choi [1] presented a five-variable 
quasi-3D refined theory by considering the effect of 
stretching along the thickness. 

Piezoelectric materials as a subset of smart materials 
are extensively used as actuators and sensors in different 
engineering and industrial applications owing to their 
electromechanical coupling properties, high accuracy, 
wide bandwidth, and quick response.  

The state-space approach is an effective analytical 
method for solving ordinary differential equations. This 
process reduces the higher-order differential equations 
to a system of first-order differential equations. The 
first-order differential equations can be easily solved by 
matrix methods in terms of eigenvalues and 
eigenvectors.  

The main innovation of this research is the use of the 
five-variable quasi-three-dimensional refined theory to 
express the displacement field of the functionally 
graded piezoelectric plate which leads to the 
consideration of normal strain along the plate thickness. 
Using Levy's method in conjunction with the state-space 
approach to analytically solve the governing equations 
of the plate with different boundary conditions is 
another aspect of the innovation of this research. In 
addition, in this investigation, Maxwell's equation 
coupled with the governing mechanical equations has 
been used to calculate the electric potential created in 
the plate.  

2. Methodology 

Figure 1 shows a schematic view of a rectangular FG 
piezoelectric plate. It is assumed that the plate has two 
opposite simply supported edges at x=0 and x=a while 
two other edges have arbitrary boundary conditions. The 
distributed uniform mechanical load q(x,y) is applied to 
the top face of the structure. 

The displacement field is defined using the 
assumptions of the five-variable refined theory [1]: 
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The coupled constitutive equations for the 
piezoelectric layer are expressed as [2]:  
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Considering Levy's solution procedure, the 
components of displacement and electrostatic potential 
satisfying simply supported conditions at x=0 and x=a 
are expressed as follows [3]: 
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By substituting the above expressions in governing 
equations, six coupled fourth-order differential 
equations are obtained. These equations can be solved 
using the state-space approach [3]. 

3. Discussion and Results 

PZT-4 

PZT-5H 

( , )q x y  
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The coupled constitutive equations for the piezoelectric 
layer are expressed as [2]: 
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By substituting the above expressions in governing 
equations, six coupled fourth-order differential 
equations are obtained. These equations can be solved 
using the state-space approach [3]. 
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Considering Levy’s solution procedure, the components 
of displacement and electrostatic potential satisfying simply 
supported conditions at x=0 and x=a are expressed as follows 
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equations are obtained. These equations can be solved 
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By substituting the above expressions in governing 
equations, six coupled fourth-order differential equations are 
obtained. These equations can be solved using the state-space 
approach [3].

3- Discussion and Results
To verify the accuracy and efficiency of the current 

method, in Table 1 the non-dimensional deflection of the FG 
Al/Al2O3 is compared with the results reported in [4]. As 
observed, the theory and method utilized in this study lead to 
quite accurate results. It can also be seen, by increasing the 
power-law index, the displacement values increase.

The effect of the power-law index on the distribution of 
non-dimensional deflection across the width of the SCSC 
smart FG plate is illustrated in Figure 2. As seen, increasing 
the power-law index causes the transverse deflection to 
increase because the elastic modulus of PZT-5H is lower 
than PZT-4. This figure also reveals that the deflection value 
is zero at y=0 and y=b according to the clamped boundary 
conditions at these two edges. At the same time, as expected, 
the curves possess a maximum value in the middle of the 
plate width (y=b/2). 

Figure 3 represents the effect of boundary conditions on 
the variations of non-dimensional transverse shear stress 
across the thickness of the FG piezoelectric plate. The 
transverse shear stress has a parabolic distribution through 
the plate thickness for all boundary conditions, and its 
maximum value occurs at the middle plane, resulting from 
the utilized plate theory. Additionally, plates with SCSC and 
SFSF boundary conditions have the lowest and highest value 
for deflection, respectively due to their highest and lowest 
stiffness values. 

4- Conclusions
The main finding of this research can be listed as:
The five-variable refined plate theory shows very good 

accuracy compared to other high-order shear theories 
and the three-dimensional solution of Abaqus, due to the 
consideration of stretching effect along the thickness and 
non-zero normal strain in the z-direction. 

Levy’s solution and state space approach are very 
efficient and accurate analytical tools for solving the 
governing equations of plates. The state space method makes 
the solution very easy by converting higher-order ordinary 
differential equations into a system of first-order differential 
equations.
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Table 1. Comparison of the non-dimensional deflection 
of the FG Al/Al2O3 for different power law indices (a/

h=10)

 

To verify the accuracy and efficiency of the current 
method, in Table 1 the non-dimensional deflection of 
the FG Al/Al2O3 is compared with the results reported 
in [4]. As observed, the theory and method utilized in 
this study lead to quite accurate results. It can also be 
seen, by increasing the power-law index, the 
displacement values increase. 

Table 1. Comparison of the non-dimensional deflection of 
the FG Al/Al2O3 for different power law indices (a/h=10) 

Power 
index 0 2 8 10 

Present 0.4664 1.1940 1.5335 1.5872 
[4] 0.4664 1.1939 1.5344 1.5874 

 
The effect of the power-law index on the distribution of 
non-dimensional deflection across the width of the 
SCSC smart FG plate is illustrated in Figure 2. As seen, 
increasing the power-law index causes the transverse 
deflection to increase because the elastic modulus of 
PZT-5H is lower than PZT-4. This figure also reveals 
that the deflection value is zero at y=0 and y=b 
according to the clamped boundary conditions at these 
two edges. At the same time, as expected, the curves 
possess a maximum value in the middle of the plate 
width (y=b/2).  

 
Fig. 2. Non-dimensional deflection of smart FG plate 

considering different power-law indices (BCs.: SCSC, a/h=5). 
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Fig. 3. Variation of non-dimensional transverse shear 
stress through the smart FG plate thickness (n=2, a/h=5). 

Figure 3 represents the effect of boundary conditions 
on the variations of non-dimensional transverse shear 
stress across the thickness of the FG piezoelectric plate. 
The transverse shear stress has a parabolic distribution 
through the plate thickness for all boundary conditions, 
and its maximum value occurs at the middle plane, 
resulting from the utilized plate theory. Additionally, 
plates with SCSC and SFSF boundary conditions have 
the lowest and highest value for deflection, respectively 
due to their highest and lowest stiffness values.  

4. Conclusions 

The main finding of this research can be listed as: 

• The five-variable refined plate theory shows 
very good accuracy compared to other high-order shear 
theories and the three-dimensional solution of Abaqus, 
due to the consideration of stretching effect along the 
thickness and non-zero normal strain in the z-direction.  

• Levy's solution and state space approach are 
very efficient and accurate analytical tools for solving 
the governing equations of plates. The state space 
method makes the solution very easy by converting 
higher-order ordinary differential equations into a 
system of first-order differential equations. 

• By increasing the length-to-thickness ratio and 
consequently decreasing the amount of plate stiffness, 
the corresponding deflection, normal stress, and shear 
stress values will increase. 

• Having more constraints at the plate 
boundaries increases the structural stiffness resulting in 
a reduction in deflection, normal stress, and shear stress 
values. 
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 η ij  و eij ، ،مولفه‌های ماتریس سفتی تنش کاهش‌یافته Cij که در آن
به ترتیب مولفه‌های ماتریس مدول پیزوالکتریک و ماتریس ثابت‌های دی 
الکتریک، Ei مولفه‌های بردار میدان الکتریکی، Di مولفه‌های بردار جابجایی 

الکتریکی و σ ij و ε ij به ترتیب مولفه‌های تانسور تنش و کرنش می‌باشند.
زیر  به صورت  نیز   ϕ الکتریکی  پتانسیل  تابع  و  الکتریکی  رابطه میدان 

می‌باشد ]28[:
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با فرض اینکه شرط مرزی الکتریکی ورق از نوع مدار بسته باشد؛ تابع 
پتانسیل الکتریکی در راستای ضخامت به صورت زیر است ]29[:
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که در این رابطه x,y)φ (پتانسیل الکتریکی صفحه میانی ورق می‌باشد. 

خواص مکانیکی و الکتریکی ماده پیزوالکتریک مدرج تابعی حاضر در راستای 
ضخامت، با توابع زیر تغییر می‌کنند ]29[ که در آن )c(z مدول الاستیک،  

)e(z مدول پیزوالکتریک و)η(z ثابت دی الکتریک می‌باشند: 
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پیزوالکتریک  مدول   e الاستیسیته،  مدول  معرف   c رابطه  این  در  که 
ماده  توانی  قانون  شاخص   n همچنین  می‌باشد،  دی‌الکتریک  ثابت   η و 
پیزوالکتریک مدرج تابعی می‌باشد و زیرنویس‌های 1 و 2 به ترتیب مربوط به 

لایه‌ی بالایی )z=h/2(  و پایینی )z=-h/2( میباشند.

معادلات حاکم-2 -3 
دست  به  پتانسیل  انرژی  حداقل‌سازی  اصل  کمک  به  حاکم  معادلات 

آمده است ]30[:

)8(

11 12 13

21 22 23

31 32 33

44

55

66

31

32

33

24

15

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0 0

x x

y y

z z

yz yz

xz xz

xy xy

C C C
C C C
C C C

C
C

C

e
e
e

e
e

 
 

 
 

 
 

    
    
    
       = −  

   
   
   
        

 
 
 
 
 
 
 
 
 

15

24

31 32 33

11

22

33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0

0 0
0 0
0 0

x

y

z

x

y
x

z
y

yz
z

xz

xy

x

y

z

E
E
E

D e
D e

e e eD

E
E
E















 
 
 
 
 

 
 
          = +    

        
 
  

  
  
  
     

 

 

(5 ) , 1,2,3i iE i= − = 

(6 ) 22( , , ) (1 ( ) ) ( , )zx y z x y
h

 = − 

(7 ) 
 

1 2 1
1( ) ( ) ( )
2

nzz
h

   = + − − 

 

1 2 1

1 2 1

1( ) ( ) ( )
2
1( ) ( ) ( )
2

n

n

zc z c c c
h
ze z e e e
h

= + − −

= + − −
 

(8 ) ( ) 0U V + = 

(9 ) 

1 ( )d
2

1 d
2
1 d
2

ij ij i iv

x x y y z z xy xy yz yz xz xzv

x x y y z zv

U D E v

v

D E D E D E v

 

           

= − =

 + + + + + − 

 + + 







 

A

V qw dxdy= − 

�
که U انرژی کرنشی و V انرژی پتانسیل مربوط به کار نیروهای خارجی 
 g می‌باشند و به صورت رابطه )9( تعریف می‌شوند ]30[. در این رابطه مقدار
در تابع w، برای سطح بالایی ورق )z=h/2( محاسبه می‌شود، زیرا بارها بر 

این سطح وارد می‌شوند.

)9(

11 12 13

21 22 23

31 32 33

44

55

66

31

32

33

24

15

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0
0 0
0 0
0 0

0 0
0 0 0

x x

y y

z z

yz yz

xz xz

xy xy

C C C
C C C
C C C

C
C

C

e
e
e

e
e

 
 

 
 

 
 

    
    
    
       = −  

   
   
   
        

 
 
 
 
 
 
 
 
 

15

24

31 32 33

11

22

33

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

0 0 0

0 0
0 0
0 0

x

y

z

x

y
x

z
y

yz
z

xz

xy

x

y

z

E
E
E

D e
D e

e e eD

E
E
E















 
 
 
 
 

 
 
          = +    

        
 
  

  
  
  
     

 

 

(5 ) , 1,2,3i iE i= − = 

(6 ) 22( , , ) (1 ( ) ) ( , )zx y z x y
h

 = − 

(7 ) 
 

1 2 1
1( ) ( ) ( )
2

nzz
h

   = + − − 

 

1 2 1

1 2 1

1( ) ( ) ( )
2
1( ) ( ) ( )
2

n

n

zc z c c c
h
ze z e e e
h

= + − −

= + − −
 

(8 ) ( ) 0U V + = 

(9 ) 

1 ( )d
2

1 d
2
1 d
2

ij ij i iv

x x y y z z xy xy yz yz xz xzv

x x y y z zv

U D E v

v

D E D E D E v

 

           

= − =

 + + + + + − 

 + + 







 

A

V qw dxdy= − 

�

راستای  در  انتگرال‌گیری  و   )3( رابطه  از  کرنش‌ها  جایگذاری  از  پس 
ws , wb v0, , u0 و wz معادلات حاکم 

ضخامت و گرفتن تغییرات نسبت به 
بر ورق به صورت رابطه )10( به دست می‌آیند ]10[:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 2، سال 1402، صفحه 213 تا 234

217

)10(

(10 )  

0

0

2 22

2 2

: 0

: 0

: 2 0

xyx

y xy

b bb
y xyx

b

NNu
x y

N N
v

y x
M MMw q

x y x y








+ =

 
 

+ =
 

 
+ + + =

   

 

  

2 22

2 2: 2 0

: 0

s ss
y xy yzx xz

s

yzxz
z z

M M QM Qw q
x y x y x y

QQw Q
x y





   
+ + + + + =

     


+ − =
 

 

(11 ) 

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

( , , ) ( , , )d

( , , ) ( , , ) d

( , , ) ( , , ) d

( , ) ( , ) d d

h

hx y xy x y xy

h
s s s

hx y xy x y xy

h
b b b

hx y xy x y xy

h h

h hxz yz xz yz z z

N N N z

M M M f z

M M M z z

Q Q g z Q g z

  

  

  

  

−

−

−

− −

=

=

=

= =







 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(12 ) 

 ( الف )

2 2 2
0 0 0

11 66 12 662 2

3 3

11 12 663 2

3 3

11 12 663 2

13 1

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s S

z
d

u u vA A A A
x y x y
w wB B B
x x y
w WD D D
x x y
wX J
x x



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

 ( ب)

2 2 2
0 0 0

22 66 12 662 2

3 3

22 12 663 2

3 3

22 12 663 2

23 2

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s s

z
d

v v uA A A A
y x x y
w wB B B
y x y
w wD D D
y x y
wX J
y y



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

�

که M ،N و Q منتجه‌های تنش می‌باشند و به صورت زیر تعریف می‌شوند ]10[:

)11(

(10 )  

0

0

2 22

2 2

: 0

: 0

: 2 0

xyx

y xy

b bb
y xyx

b

NNu
x y

N N
v

y x
M MMw q

x y x y








+ =

 
 

+ =
 

 
+ + + =

   

 

  

2 22

2 2: 2 0

: 0

s ss
y xy yzx xz

s

yzxz
z z

M M QM Qw q
x y x y x y

QQw Q
x y





   
+ + + + + =

     


+ − =
 

 

(11 ) 

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

( , , ) ( , , )d

( , , ) ( , , ) d

( , , ) ( , , ) d

( , ) ( , ) d d

h

hx y xy x y xy

h
s s s

hx y xy x y xy

h
b b b

hx y xy x y xy

h h

h hxz yz xz yz z z

N N N z

M M M f z

M M M z z

Q Q g z Q g z

  

  

  

  

−

−

−

− −

=

=

=

= =







 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(12 ) 

 ( الف )

2 2 2
0 0 0

11 66 12 662 2

3 3

11 12 663 2

3 3

11 12 663 2

13 1

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s S

z
d

u u vA A A A
x y x y
w wB B B
x x y
w WD D D
x x y
wX J
x x



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

 ( ب)

2 2 2
0 0 0

22 66 12 662 2

3 3

22 12 663 2

3 3

22 12 663 2

23 2

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s s

z
d

v v uA A A A
y x x y
w wB B B
y x y
w wD D D
y x y
wX J
y y



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

�

با جایگذاری روابط )3(، )4( و )11( در رابطه )10( معادلات حاکم برای 
تئوری پنج‌متغیره به صورت روابط زیر به دست می‌آیند:

)12(
�

(10 )  

0

0

2 22

2 2

: 0

: 0

: 2 0

xyx

y xy

b bb
y xyx

b

NNu
x y

N N
v

y x
M MMw q

x y x y








+ =

 
 

+ =
 

 
+ + + =

   

 

  

2 22

2 2: 2 0

: 0

s ss
y xy yzx xz

s

yzxz
z z

M M QM Qw q
x y x y x y

QQw Q
x y





   
+ + + + + =

     


+ − =
 

 

(11 ) 

2

2

2

2

2

2

2 2

2 2

( , , ) ( , , )d

( , , ) ( , , ) d

( , , ) ( , , ) d

( , ) ( , ) d d

h

hx y xy x y xy

h
s s s

hx y xy x y xy

h
b b b

hx y xy x y xy

h h

h hxz yz xz yz z z

N N N z

M M M f z

M M M z z

Q Q g z Q g z

  

  

  

  

−

−

−

− −

=

=

=

= =







 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(12 ) 

 ( الف )

2 2 2
0 0 0

11 66 12 662 2

3 3

11 12 663 2

3 3

11 12 663 2

13 1

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s S

z
d

u u vA A A A
x y x y
w wB B B
x x y
w WD D D
x x y
wX J
x x



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

 ( ب)

2 2 2
0 0 0

22 66 12 662 2

3 3

22 12 663 2

3 3

22 12 663 2

23 2

( )

( 2 )

( 2 )

0

b b

s s

z
d

v v uA A A A
y x x y
w wB B B
y x y
w wD D D
y x y
wX J
y y



  
+ + + −

   

 
− + −

  

 
− + +

  
 

+ =
 

 

 

 ( ج)

3 3
0 0

11 12 663 2

3 3
0 0

22 12 663 2

4 4

11 12 664 2 2

4 4

22 114 4

4 4

12 66 222 2 4

2 2 2 2

13 23 1 22 2 2 2

( 2 )

( 2 )

(2 4 )

(2 4 )

0

b b

b s

s s

z z
zd zd

u uB B B
x x y
v vB B B
y x y
w wE E E
x x y
w wE F
y x

w wF F F
x y y

w wY Y J J q
x y x y

 

 
+ + +

  

 
+ + −

  

 
− + −

  

 
− −

 

 
+ − +

  

   
+ + + + =

   

 

 ( د)

3 3 3
0 0 0

11 22 12 663 3 2

3 4
0

12 66 112 4

4 4

12 66 222 2 4

4 4

11 12 664 2 2

4 2 2

22 55 444 2 2

2 2

13 55 23 442

( 2 )

( 2 )

(2 4 )

(2 4 )

( ) ( )

b

b b

s s

s s s

z

u v uD D D D
x y x y

v wD D F
x y x

w wF F F
x y y

w wH H H
x x y
w w wH P P
y x y

wT P T P
x

  
+ + + +

   

 
+ − −

  

 
+ − −

  

 
− + −

  

  
+ + +

  

 
+ + +

 2

2 2

5 1 4 22 2( ) ( ) 0

z

gd fd gd fd

w
y

J J J J q
x y
 

+


 
+ + + + =

 

 

 ( ه)

2
0 0

13 23 13 2

2 2

23 13 552 2

2 2

23 44 552 2

2 2

44 33 52 2

2

4 32

( )

( )

0

b

b s

s z

z
z gd

gd gd

u v wX X Y
x y x

w wY T P
y x

w wT P P
y x

wP V w J
y x

J J
y



 

  
− − + +

  

 
+ + +

 

 
+ + +

 

 
− + +

 


− =



 

 ( ج)

3 3
0 0

11 12 663 2

3 3
0 0

22 12 663 2

4 4

11 12 664 2 2

4 4

22 114 4

4 4

12 66 222 2 4

2 2 2 2

13 23 1 22 2 2 2

( 2 )

( 2 )

(2 4 )

(2 4 )

0

b b

b s

s s

z z
zd zd

u uB B B
x x y
v vB B B
y x y
w wE E E
x x y
w wE F
y x

w wF F F
x y y

w wY Y J J q
x y x y

 

 
+ + +

  

 
+ + −

  

 
− + −

  

 
− −

 

 
+ − +

  

   
+ + + + =

   

 

 ( د)

3 3 3
0 0 0

11 22 12 663 3 2

3 4
0

12 66 112 4

4 4

12 66 222 2 4

4 4

11 12 664 2 2

4 2 2

22 55 444 2 2

2 2

13 55 23 442

( 2 )

( 2 )

(2 4 )

(2 4 )

( ) ( )

b

b b

s s

s s s

z

u v uD D D D
x y x y

v wD D F
x y x

w wF F F
x y y

w wH H H
x x y
w w wH P P
y x y

wT P T P
x

  
+ + + +

   

 
+ − −

  

 
+ − −

  

 
− + −

  

  
+ + +

  

 
+ + +

 2

2 2

5 1 4 22 2( ) ( ) 0

z

gd fd gd fd

w
y

J J J J q
x y
 

+


 
+ + + + =

 

 

 ( ه)

2
0 0

13 23 13 2

2 2

23 13 552 2

2 2

23 44 552 2

2 2

44 33 52 2

2

4 32

( )

( )

0

b

b s

s z

z
z gd

gd gd

u v wX X Y
x y x

w wY T P
y x

w wT P P
y x

wP V w J
y x

J J
y



 

  
− − + +

  

 
+ + +

 

 
+ + +

 

 
− + +

 


− =



 

که ضرایب به صورت زیر تعریف می‌شوند ]30[:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 2، سال 1402، صفحه 213 تا 234

218

)13( (13 ) 

2 2 22

2

2
3 3 3 3

2

22
33 33

2

2
1 1 1 31 2

2

2
2 2 2 32 2

2

( , , , , , , )

(1, , , , , , )d

( , , ) (1, , )d

1,2 d

8( , , ) ( ) (1, , )d

8( , , ) ( ) (1, , )d

(

ij ij ij ij ij ij ij

h

h ij

h

hi i i i

h

h

h

hd zd fd

h

hd zd fd

A B D E F H P

C z f z zf f g z

X Y T C g z f z

i V C g z

zJ J J e z f z
h

zJ J J e z f z
h

−

−

−

−

−

=

=

= =

−
=

−
=











22
4 5 24 15

2

2
3 33 2

2

2, ) ( , ) (1 ( ) )d

8( )d

h

hgd gd

h

hgd

zJ J e e g z
h

zJ e g z
h

−

−

= −

−=



 

(14 ) 2
, , ,

2

( ) d 0
h

h x x y y z zD D D z
−

+ + = 

(15 ) 

2 2
2

15 242 2
2

2 2

15 242 2

2 2
2

11 222 2

2 2
0

31 2 2

2 2
0

32 2 2

/2
33 33 2 /2

{( )

( )

2(1 ( ) ) ( )}d

[ ( )

( )

8( ) ] 0

h
s s

h

z z

b s

b s

h
z h

w we e g
x y

w we e g
x y
z z
h x y
u w we z f
x x x

v w we z f
y y y

ze g w
h

  

 

−

−

 
+ +

 

 
+ −

 

 
− + +

 

  
− − +

  
  

− − +
  

− − =



 

(16 ) 0

0
b s z

b s
x x x

v w w w
N M M 

= = = =

= = = =
 

(17 ) 0

0
b s z

b s
y y y

u w w w
N M M 

= = = =

= = = =
 

(18 ) 
0 0

0

b s

b s
z

u v w w
w ww
y y



= = = =
 

= = = =
 

 

�

با توجه به روابط )12-الف( تا )12-ه( در حال حاضر پنج معادله و شش 
ws , wb v0 و wz و φ داریم، بنابراین برای حل، به یک 
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مجهول به 
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شرایط مرزی-2 -4 
فرض می‌شود که دو لبه موازی محور y مقید به تکیه‌گاه ساده بوده و دو 
لبه باقی‌مانده دارای یکی از شرایط مرزی ساده، گیردار و آزاد باشند. شرایط 

x مقید به تکیه‌گاه ساده عبارتند از: a= x و  مرزی لبه‌های  0=
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y به صورت زیر می‌باشند: b= و  y و شرایط مرزی برای لبه‌های  0=
تکیه‌گاه ساده:
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تکیه‌گاه گیردار:
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تکیه‌گاه آزاد:
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حل معادلات حاکم-2 -5 
حل لوی-2 -5 -1 

بر اساس روش لوی، مؤلفه‌های جابجایی و پتانسیل الکتروستاتیکی که 
x  را ارضا کنند،  a= و  x بتوانند شرایط مرزی تکیه‌گاه ساده در دو لبه 0=

به صورت سری فوریه یگانه زیر می‌باشند ]32[:
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m و بار جانبی اعمالی بر ورق نیز به صورت سری 
a
πα = که در آن 

فوریه یگانه زیر بسط داده می‌شود ]32[: 
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رهیافت فضای حالت کمک گرفته شده است. در روش فضای حالت، یک 
معادله دیفرانسیل معمولی مرتبه بالا به فرم یک مجموعه معادله ماتریسی 
ماتریسی  کارگیری روش‌های  به  با  آن  که حل  تبدیل می‌گردد  اول  مرتبه 
از  توصیف  این  با  است.  امکان‌پذیر  ماتریسی،  اپراتور  ویژه  مقادیر  برحسب 
رهیافت فضای حالت، دستگاه خطی معادلات دیفرانسیل معمولی )22-الف( 
 )23( اول  مرتبه  ماتریسی  دیفرانسیل  معادله  فرم  به  را می‌توان  )22-و(  تا 

نوشت ]32[:
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که در آن Z بردار حالت، F بردار نیرو و T ماتریس انتقال می‌باشند و به 
صورت زیر تعریف می‌شوند:

)24(

 ( ه)
1 2

3 4 5

6 7 8

zm n m n m

n bm n bm n sm

n sm n zm n m

W l U l V
l W l W l W
l W l W l 

 = + +
+ + +

 + +

 

 

 (و)

1 2

3 4 5

6 7 8

m m m m m

m bm m bm m sm

m sm m zm m m

l U l V
l W l W l W
l W l W l





 = + +
+ + +

 + +

 

 

(23 )       ( ) ( )y y = +Z T Z F  
 

(42 )  

 

 
16 16

( ) {

}
{0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 }

m m m m m m

zm zm bm bm bm
T

bm sm sm sm sm

T
e m es m

y U U V V
W W W W W

W W W W W

c Q c Q

   =

  

   

=

Z

F
 

 

1 2 3 3 3 4 3 4

5 6 7 7 7 8 7 8

1 2 8 7 3 4 5 6

1 2 8 7 3 4 5 6

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

d z s S

d z s s

m m m m m m m m

n n n n n n n n

l l l l l l l l

l l l l l l l l

l l l l l l l l

l l l l l l l l
=T

9 10 15 15 11 12 13 14

9 10 15 15 11 12 13 14

0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0 0

d z

s s ds zs s s s s

l l l l l l l l

l l l l l l l l

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 






 








 

(25 ) 
0

d
yTy Ty Te e e  −= + {Z(y)} {k} {F}  

(62 )     
1

16

0

0

y

Ty

y

e
e

e





 
 =  
  

-1E E  

(27 ) 

 
1

16

0

0

0

d

y

y

yTy T

e

e

e e





 −

 
 = + 
  



{Z(y)} E {P}

{F}

 

 

(28 )  = -1P E k  
 

�



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 2، سال 1402، صفحه 213 تا 234

220

می‌توان نشان داد که پاسخ معادله دیفرانسیل ماتریسی )23( از رابطه زیر 
به دست می‌آید ]33[:
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که در رابطه فوق ]33[:
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که در آن 𝜆 i  مقادیر ویژه ماتریس E ،T  ماتریس متشکل از بردارهای 
عضوی   16 برداری   K و  آن  معکوس    E  -1  ،T ماتریس  به  مربوط  ویژه 
لبه‌های  بر  اعمال شرایط مرزی  به وسیله  است که  انتگرال‌گیری  ثوابت  از 

y تعیین می‌شود.  b= و  y =0

پس از جایگذاری رابطه )26( در رابطه )25(، برای جلوگیری از حالت 
معیوب1 معادله )25( به صورت زیر بازنویسی می‌شود:
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که در آن بردار P به صورت زیر تعریف می‌شود:
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تفسیر و تحلیل نتایج-3 
راستی آزمایی نتایج-3 -1 

صورت  پژوهش  از  حاصل  روابط  صحت  بررسی  برای  بخش  این  در 
آلومینیوم/  از جنس  تابعی  مدرج  مربعی  ورق  تحلیل خمش یک  به  گرفته، 
آلومینا2 دارای تکیه‌گاه ساده و نسبت طول به ضخامت 10، تحت بارگذاری 
گسترده یکنواخت پرداخته شده است. در جدول 1 نتایج حاصل با تئوری‌های 

1  Ill-condition
2  Al/Al2O3

تغییر شکل برشی ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌تعمیم‌یافته3 ]34[، تئوری برشی مرتبه بالا ]35[ و تئوری 
را  پژوهش حاصل  مقایسه شده است که صحت و دقت  اصلاح‌یافته ]36[ 
نشان می‌دهد. پارامترهای موجود در جدول 1 به صورت زیر بی‌بعد شده‌اند 

:]34[
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سپس به بررسی رفتار خمش یک ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی تحت 
مکانیکی  بارگذاری  و  ساده  گاه  تکیه  چهار طرف  به صورت  مرزی  شرایط 
سینوسی پرداخته شده است و نتایج حاصل با تئوری برشی شبه سه بعدی 
توزیع   3 و   2 شکل‌های  در  منظور  این  برای  است.  شده  مقایسه   ]14[
تعریف   )30( رابطه  به صورت  که  را  ورق  بی‌بعد  نرمال  تنش  و  تغییرمکان 
توانی  شاخص‌های  ازای  به  ورق  عرض  به  طول  نسبت  برحسب  شده‌اند، 
a/ ترسیم شده است و همانطور که مشاهده می‌شود  h = 4 مختلف برای 
تطابق خوبی بین نمودارهای حاصل از این پژوهش و مرجع ]14[ مشاهده 
می‌شود که نشان‌دهنده دقت و صحت روش حل حاضر می‌باشد. در مورد 
نحوه تاثیر هریک از این پارامترها بر نتایج و تحلیل آن‌ها به طور مفصل در 
بخش 3-2 تحت عنوان مطالعه پارامتری نتایج بحث شده است لذا از تکرار 

آن در این قسمت اجتناب شده است. 
رفتار  بررسی  به  شده،  تدوین  کد  عملکرد  صحت  از  اطمینان  از  پس 
ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی با شرط الکتریکی مدار بسته پرداخته می‌شود. 
 2 جدول  در  پیزوالکتریک  مواد  به  مربوط  الکتریکی  و  مکانیکی  خواص 
ورق  خمش  تحلیل  برای  دسترسی  در  نتایج  هیچ  که  آنجا  از  است.  آمده 
جانبی  بار  تحت  و  بسته  مدار  الکتریکی  با شرط  تابعی  مدرج  پیزوالکتریک 
گسترده یکنواخت موجود نمی‌باشد، برای اطمینان از صحت و دقت تئوری 
و روش حل مورد بررسی، نتایج عددی حاصل با نرم افزار آباکوس مقایسه 
شده است. برای این منظور از المان هشت گره‌ای4 استفاده شده است. خواص 

3  Generalized shear deformation theory
4  C3D8E-8 node linear
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( )/a h = 10 جدول 1.تغییرمکان و تنش‌های برشی بی‌بعد ورق مربعی مدرج تابعی آلومینیوم/ آلومینا  

Table 1. Non-dimensional deflection and shear stresses of square functionally graded Al/Al2O3 plate (a/h=10).

))  نا یآلوم /ومین یآلوم یمدرج تابع یورق مربع بعدیب یبرش یهاتنش و رمکانیی تغ ))/a h == 10 
Table 1. Non-dimensional deflection and shear stresses of square functionally graded Al/Al2O3 plate 

(a/h=10). 
 

 W xyτ xzτ yzτ مرجع  ی توان شاخص
0 [34] 4665/0 2850/1 4429/0 5114/0 

 [35] 4664/0 2847/1 4427/0 5264/0 
 [36] 4666/0 -------- 4436/0 -------- 
 5120/0 4429/0 2849/1 4664/0 حاضر  حل 
1 [34] 9287/0 1143/1 5446/0 5114/0 

 [35] 9286/0 1141/1 5443/0 5264/0 
 [36] 9288/0 -------- 5454/0 -------- 
 5120/0 5484/0 1141/1 9287/0 حاضر  حل 
2 [34] 1940/1 9907/0 5734/0 4700/0 

 [35] 1939/1 9903/0 5753/0 4857/0 
 [36] 1940/1 -------- 5725/0 -------- 
 4709/0 5725/0 9900/0 1940/1 حاضر  حل 
4 [34] 3890/1 0298/1 5346/0 4204/0 

 [35] 3893/1 0291/1 5402/0 4375/0 
 [36] 3884/1 -------- 5307/0 -------- 
 4203/0 5301/0 0295/1 3883/1 حاضر  حل 
6 [34] 4727/1 0536/1 4755/0 4227/0 

 [35] 4731/1 0529/1 4807/0 4401/0 
 [36] 4719/1 -------- 4718/0 -------- 
 4198/0 4720/0 0532/1 4722/1 حاضر  حل 
8 [34] 5343/1 0628/1 4392/0 4399/0 

 [35] 5344/1 0621/1 4430/0 4570/0 
 [36] 5337/1 -------- 4367/0 -------- 
 4399/0 4366/0 0623/1 5335/1 حاضر  حل 
10 [34] 5876/1 0694/1 4227/0 4552/0 

 [35] 5874/1 0688/1 4252/0 4717/0 
 [36] 5872/1 -------- 4214/0 -------- 
 4556/0 4212/0 0667/1 5872/1 حاضر  حل 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

]37[ PZT-5 اH و PZT-4جدول 2 .خواص مکانیکی و الکتریکی

Table 2. Mechanical and electrical properties of PZT-4 and PZT-5H [38]
 PZT-5H  [37 ]و  PZT-4 یکیو الکتر یکیخواص مکان

Table 2. Mechanical and electrical properties of PZT-4 and PZT-5H [38] 
 

*c = (139 GPa) ثوابت الاستیک 
* ماده

11 /c c  *
12 /c c  *

13 /c c  *
22 /c c  *

23 /c c  *
33 /c c  *

44 /c c  *
55 /c c  *

66 /c c  

PZT-4 1 55971/0 53237/0 1 53237/0 82734/0 18417/0 18417/0 22014/0 
PZT-5H 90647/0 56906/0 60360/0 90647/0 60360/0 84173/0 16547/0 16547/0 16906/0 

 ( F/m9 -10) کیالکتر ید مدول  ( cm-2) کیزوالکتریپ مدول 
 15e  24e  31e  32e  33e   11E  22E  33E  

PZT-4 7/12 7/12 2/5- 2/5- 1/15  46/6 46/6 62/5 
PZT-5H 17 17 5/6- 5/6- 3/23  05/15 05/15 02/13 
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))  یتوان قانون خص اش مختلف  ریمقاد یبرا یتابع  مدرج کیزوالکتر یپ ورق بعدیب مکان  رییتغ  سهیمقا: 2 شکل ))/a h == 4 

Fig. 2. Comparison of the non-dimensional deflection of the functionally graded piezoelectric plate for 
different values of the power law index (a/h=4) 
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 ( )/a h = 4 شکل 2. مقایسه تغییر مکان بی‌بعد ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی برای مقادیر مختلف شاخص قانون توانی 

Fig. 2. Comparison of the non-dimensional deflection of the functionally graded piezoelectric plate for different 
values of the power law index (a/h=4)

 
))  یمختلف شاخص قانون توان ریمقاد یبرا یمدرج تابع کیزوالکتریورق پ بعدیب نرمال  تنش   سهیمقا: 3 شکل ))/a h == 4 

Fig. 3. Comparison of the non-dimensional normal stress of the functionally graded piezoelectric plate for 
different values of the power law index (a/h=4) 
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  ( )/a h = 4 شکل 3. مقایسه تنش نرمال بی‌بعد ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی برای مقادیر مختلف شاخص قانون توانی  

Fig. 3. Comparison of the non-dimensional normal stress of the functionally graded piezoelectric plate for different 
values of the power law index (a/h=4)
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پیزوالکتریک و دی الکتریک ماده، در المان مذکور قابل تعریف می‌باشد. از 
آنجا که ورق به صورت مدرج تابعی می‌باشد؛ سازه را در راستای ضخامت 
به چندین بخش تقسیم کرده و خواص هر قسمت را با توجه به مختصات 
با آن در معادله شاخص توانی )رابطه )7(( قرار داده و به صورت  z مرتبط 
جداگانه در نرم افزار وارد شده است. به منظور اطمینان از نتایج به دست آمده 
از نرم افزار اباکوس همواره موضوع همگرایی نتایج مورد بررسی قرار گرفت. 
در شکل 4 یک نمونه از بررسی همگرایی نتایج با افزایش تعداد المان نشان 
داده شده است. نهایتاً پس از بررسی همگرایی نتایج، برای ورق‌های نسبتاً 
، 16 المان در راستای ضخامت و 80 المان در راستای  ( / )a h 10= ضخیم 
راستای  در  المان   4  ، ( / )a h 50= نازک ورق‌های  برای  و  عرض  و  طول 

ضخامت و 200 المان در راستای طول و عرض در نظر گرفته شده است. 
، تنش  ( )W در جداول 3 و 4 مقادیر بی‌بعد شده جابجایی مرکز ورق 
) برای  )xyτ و تنش برشی خارج صفحه‌ای  ( )xσ عمودی درون صفحه‌ای 
در  باشد؛   PZT-5H کاملًا یا   PZT-4 جنس  از  کاملًا  ورق  که  که  حالتی 
شرایط مرزی مختلف آمده است. نتایج به ازای نسبت‌های متفاوت طول به 
ضخامت با حل آباکوس مقایسه شده است. نتایج به دست آمده در این بخش 

با معادله )30( بی‌بعد شده‌اند ]35[:
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 h ورق،  طول   a یکنواخت،  و  گسترده  جانبی  بار   q0 رابطه،  این  در 
PZT-4 می‌باشد. به  به  مدول الاستیسیته مربوط   c11 ضخامت کل ورق و 
منظور سادگی، شرایط مرزی مکانیکی ورق به صورت SXSY نمایش داده 
 X و x=a و x=0 نشان‌دهنده شرط مرزی ساده در لبه‌های S می‌شود که
 y=b y=0 و  لبه‌های  دلخواه در  به ترتیب نشان‌دهنده شرایط مرزی   Y و 
بیانگر شرط مرزی ساده،  ترتیب  به   F C و   ،S بدین صورت که  می‌باشند؛ 
گیردار و آزاد بوده و شرط مرزی الکتریکی ورق نیز به صورت مدار بسته است. 
جنس سطح پایین و بالای ورق به ترتیب از موادPZT-4 و PZT-5H هستند 

که خواص این مواد در جدول 2 آمده است ]14[.
همانطور که مشاهده می‌شود؛ تئوری پنج متغیره که در این پژوهش مورد 
استفاده قرار گرفته است، با در نظر گرفتن تأثیر کشش در راستای ضخامت 
و در نتیجه کرنش عمودی در جهت محور z در مقایسه با حل دقیق و سه 
بعدی آباکوس از دقت مناسبی برخوردار است. میزان خطای قابل قبول در 
این جدول، نشان‌دهنده این است که حل لوی و رویکرد فضای حالت، روشی 
جداول  این  نتایج  همچنین  می‌باشد.  حاکم  معادلات  حل  در  کارآمد  بسیار 
نشان می‌دهند که در نسبت طول به ضخامت یکسان، در حالتی که ورق 
دارای دو لبه موازی با شرط مرزی آزاد می‌باشد ورق دارای کمترین سفتی و 
در نتیجه بیش‌ترین مقدار تغییرمکان می‌باشد و در حالتی که دو لبه موازی 
ورق با شرط مرزی گیردار می‌باشند، ورق بیش‌ترین سفتی و کمترین مقدار 

خیز را دارد.

مطالعه پارامتری-3 -2 
در این بخش، تأثیر پارامترهای مختلف مانند شرایط مرزی لبه‌ها، نسبت 
طول به ضخامت و شاخص توانی، برروی مقادیر جابجایی و تنش بررسی 
شده اند؛ همچنین تغییرات کرنش نرمال در جهت محور z که برخلاف تئوری 
چهارمتغیره، در این تئوری غیر صفر می‌باشد در راستای ضخامت ورق رسم 
، تنش  ( )W شده است. جداول 5 و 6 مقادیر بی‌بعد شده جابجایی مرکز ورق 

 
a/  و SSSS  یمرز شرط با PZT-4  یمربع ورق بعد یب مکان ر ییتغ  ییهمگرا: 4 شکل h ==  مختلف  یهاالمان تعداد یازا به 10

Fig. 4: Convergence of non-dimensional deflection of PZT-4 square plate with SSSS boundary condition 
and a/h=10 according to different number of elements 
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Fig. 4. Convergence of non-dimensional deflection of 
PZT-4 square plate with SSSS boundary condition 

and a/h=10 according to different number of elements
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) را  )xzτ ) و تنش برشی خارج صفحه‌ای  )xσ عمودی درون صفحه‌ای 
برای یک ورق مربعی مدرج تابعی پیزوالکتریک با شرط مرزی الکتریکی مدار 
 SCSC, SCSS, SFSC, SFSS,  SSSS بسته و با شرایط مرزی مکانیکی

SCSC و SSSS ، SCSS برای شرایط مرزی PZT-5 اH و PZT-4جدول 3.تغییرمکان، تنش عمودی و تنش برشی بی‌بعد ورق مربعی

Table 3. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square PZT-4 and PZT-5H plate for SSSS, SCSS 
and SCSC boundary conditions.

 SCSCو  SSSS  ،SCSS  یمرز ط یشرا یبرا PZT-5H و PZT-4 یورق مربع بعدیب یبرش تنش  و یعمود  تنش رمکان،یی تغ
Table 3. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square PZT-4 and PZT-5H plate 

for SSSS, SCSS and SCSC boundary conditions. 

   SSSS  SCSS SCSC 

/a h یتئور ماده W xσ xzτ  W xσ xzτ W xσ xzτ 
10 PZT-4 1812/0 -4143/0 3047/0 2487/0 -4392/0 4212/0  2842/0 - 008/1 5914/0 حاضر  حل 

 1818/0 -4302/0 3146/0 0232/0 -4500/0 4302/0  2943/0 -9998/0 6059/0 آباکوس  
 ]33/0[ ]69/3[ ]14/3[ ]81/2[ ]40/2[ ]09/2[  ]43/3[ ]82/0[ ]88/1[ اختلاف درصد  
 PZT-5H 1747/0 -4185/0 3745/0 2397/0 -4417/0 5206/0  2736/0 -0210/0 7341/0 حاضر  حل 
 1755/0 -4288/0 3849/0 2334/0 -4555/0 5345/0  2820/0 -0102/0 7487/0 آباکوس  
 ]45/0[ ]40/2[ ]70/2[ ]69/2[ ]03/3[ ]60/2[  ]98/2[ ]06/1[ ]95/1[ اختلاف درصد  
50 PZT-4 9147/0 -0238/2 2674/0 2580/1 -1470/2 3871/0  4498/1 -0688/5 5628/0 حاضر  حل 
 9335/0 -0727/2 2728/0 2985/1 -2044/2 4001/0  5041/1 -2103/5 5833/0 آباکوس  
 ]01/2[ ]35/2[ ]97/1[ ]12/3[ ]60/2[ ]25/3[  ]61/3[ ]71/2[ ]51/3[ اختلاف درصد  
 PZT-5H 8795/0 -0473/2 3345/0 2096/1 -1621/2 4843/0  3938/1 -1356/5 7043/0 حاضر  حل 
 9046/0 -0984/2 3438/0 2456/1 -2199/2 4992/0  4425/1 -2893/5 7280/0 آباکوس  
 ]77/2[ ]43/2[ ]70/2[ ]89/2[ ]60/2[ ]98/2[  ]38/3[ ]90/2[ ]25/3[ اختلاف درصد  

SFSF و SFSC ، SFSS برای شرایط مرزی PZT-5 اH  و PZT-4جدول 4 . تغییرمکان، تنش عمودی و تنش برشی بی‌بعد ورق مربعی

Table 4. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square PZT-4 and PZT-5H plate for 
SFSC, SFSS and SFSF boundary conditions.

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 SFSFو   SFSC  ،SFSS یمرز طی شرا  یبرا PZT-5Hو  PZT-4 یورق مربع بعدیب یو تنش برش یتنش عمود رمکان،یی تغ

Table 4. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square PZT-4 and PZT-5H plate 
for SFSC, SFSS and SFSF boundary conditions. 

[ اختلاف درصد ] = 100مقدار محاسبه شده( * -مقدار به دست آمده از آباکوس/ )مقدار به دست آمده از آباکوس     
 

 

 

   SFSC  SFSS SFSF 

/a h یتئور ماده W xσ xzτ  W xσ xzτ W xσ xzτ 
10 PZT-4 2489/0 -7924/2 9993/1 -4553/0 -3142/2 2069/1  -4912/0 -9678/1 8908/0 حاضر  حل- 
 2410/0 -7906/2 0297/2 4660/0 -3206/2 2321/1  1637/0 -9905/1 9162/0 آباکوس  
 ]28/3[ ]06/0[ ]49/1[ ]30/2[ ]27/0[ ]04/2[  ]16/0[ ]14/1[ ]77/2[ اختلاف درصد  
 PZT-5H 2600/0 -7987/2 5267/2 -4618/0 -3253/2 5186/1  -4944/0 -9781/1 1187/1 حاضر  حل- 
 -2676/0 -7785/2 5473/2 -4720/0 -3193/2 5414/1  -5096/0 -9884/1 1434/1 آباکوس  
 ]84/2[ ]72/0[ ]80/0[ ]16/2[ ]25/0[ ]47/1[  ]98/2[ ]51/0[ ]16/2[ اختلاف درصد  
50 PZT-4 2103/1 -9678/13 9354/1 -2439/2 -5914/11 1629/1  -4285/2 -8309/9 8397/0 حاضر  حل- 
 -1692/1 -2362/14 9941/1 0.1958 -8508/11 1968/1  -4182/2 -0433/10 8618/0 آباکوس  
 ]51/3[ ]88/1[ ]94/2[ ]76/1[ ]18/2[ ]83/2[  ]42/0[ ]11/2[ ]56/2[ اختلاف درصد  
 PZT-5H 2603/1 -9744/13 4526/2 -2691/2 -6301/11 4698/1  -4371/2 -8704/9 0621/1 حاضر  حل- 
 -2233/1 -2202/14 5161/2 -2254/2 -8831/11 4920/1  -4210/2 -0792/10 0862/1 آباکوس  
 ]02/3[ ]72/1[ ]52/2[ ]96/1[ ]12/2[ ]49/1[  ]66/0[ ]07/2[ ]22/2[ اختلاف درصد  

SFSF  به ازای نسبت‌های مختلف طول به ضخامت )a/h( و شاخص‌های 

توانی مختلف )n(، نشان داده شده و مشاهده می‌شود که با افزایش شاخص 
توانی به دلیل کاهش سفتی ورق، تغییرمکان بی‌بعد ورق افزایش می‌یابد.
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جدول 5 . تغییرمکان، تنش عمودی و تنش برشی بی‌بعد ورق مربعی پیزوالکتریک مدرج تابعی

Table 5. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square FG piezoelectric plate.

 

 ی مدرج تابع  کیزوالکتری پ یورق مربع بعدیب یو تنش برش یتنش عمود رمکان،ییتغ 

Table 5. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square FG piezoelectric plate. 
 

   SSSS    SCSC   SCSS 

/a h 
  شاخص

 W xσ xzτ یتوان
 

W xσ xzτ 
 

W xσ xzτ 

5 0 6795/0 4944/0- 1147/0  4101/0 2155/0- 1050/0  5199/0 2276/0- 1056/0 
 5/0 7452/0 4868/0- 1153/0  4423/0 2068/0- 1062/0  5654/0 2205/0- 1068/0 
 5 7694/0 4821/0- 1149/0  4615/0 2163/0- 1055/0  5872/0 2260/0- 1061/0 
 10 7757/0 4879/0- 1145/0  4657/0 2192/0- 1043/0  5924/0 2312/0- 1049/0 
 ∞ 

 
8266/0 5010/0- 1147/0  4878/0 2177/0- 1039/0  6257/0 2289/0- 1045/0 

10 0 5914/0 008/1- 1147/0  3047/0 4143/0- 1066/0  4212/0 4392/0- 1069/0 
 5/0 6523/0 9743/0- 1153/0  3327/0 3910/0- 1079/0  4624/0 3953/0- 1081/0 
 5 6793/0 9791/0- 1149/0  3503/0 4133/0- 1070/0  4842/0 4405/0- 1073/0 
 10 6866/0 9891/0- 1145/0  3545/0 4126/0- 1058/0  4897/0 4359/0- 1060/0 
 ∞ 

 
7341/0 0210/1- 1147/0  3745/0 4185/0- 1053/0  5206/0 4417/0- 1055/0 

50 0 5628/0 0688/5- 1147/0  2674/0 0238/2- 1079/0  3871/0 1470/2- 1078/0 
 5/0 6223/0 0030/5- 1153/0  2952/0 9483/1- 1092/0  4277/0 0777/2- 1091/0 
 5 6503/0 7566/4- 1149/0  3095/0 9266/1- 1081/0  4477/0 8412/1- 1080/0 
 10 6578/0 9562/4- 1145/0  3133/0 9903/1- 1068/0  4529/0 0985/2- 1067/0 
 ∞ 7043/0 1356/5- 1147/0  3345/0 0473/2- 1064/0  4843/0 1621/2- 1063/0 

 .باشدیم PZT-5Hاز جنس  کیزوالکتر یپ معادل ∞ ی و شاخص توان PZT-4از جنس  کی زوالکتریمعادل پ 0 یتوان شاخص

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 6 .تغییرمکان، تنش عمودی و تنش برشی بی‌بعد ورق مربعی پیزوالکتریک مدرج تابعی

Table 6. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square FG piezoelectric plate.

 

 یمدرج تابع کیزوالکتریپ یورق مربع بعدیب یو تنش برش یتنش عمود رمکان،یی تغ
Table 6. Non-dimensional deflection, normal stress and shear stress of square FG piezoelectric plate. 

 
   SFSC    SFSS   SFSF 

/a h یتوان  شاخص W xσ xzτ  W xσ xzτ  W xσ xzτ 
5 0 0326/1 9718/0- 2412/0  3347/1 1391/1- 2444/0  1755/2 3775/1- 2812/0 

 5/0 1249/1 9622/0- 2433/0  4644/1 1356/1- 2463/0  3878/2 3715/1- 2833/0 
 5 1907/1 9347/0- 2423/0  5401/1 0917/1- 2453/0  5287/2 3152/1- 2823/0 
 10 2073/1 9389/0- 2407/0  5602/1 0994/1- 2441/0  5651/2 3201/1- 2809/0 
 ∞ 

 
2724/1 9787/0- 2407/0  6567/1 1471/1- 2444/0  7214/2 3842/1- 2812/0 

10 0 8908/0 9678/1- 2416/0  2069/1 3142/2- 2444/0  9993/1 7924/2- 2812/0 
 5/0 9771/0 9355/1- 2437/0  3291/1 2528/2- 2462/0  2036/2 7476/2- 2833/0 
 5 0394/1 8886/1- 2425/0  4054/1 2289/2- 2453/0  3376/2 6686/2- 2822/0 
 10 0550/1 8933/1- 2410/0  4251/1 2251/2- 2441/0  3730/2 6661/2- 2809/0 
 ∞ 

 
1187/1 9781/1- 2411/0  5186/1 3253/2- 2444/0  5267/2 7987/2- 2812/0 

50 0 8397/0 8309/9- 2419/0  1629/1 5914/11- 2444/0  9354/1 9678/13- 2812/0 
 5/0 9264/0 7422/9- 2440/0  2841/1 5185/11- 2462/0  1369/2 8878/13- 2833/0 
 5 9798/0 2837/9- 2428/0  3551/1 6620/10- 2453/0  2649/2 0594/13- 2822/0 
 10 9964/0 4154/9- 2412/0  3769/1 1034/11- 2441/0  2992/2 2868/13- 2812/0 
 ∞ 0621/1 8704/9- 2413/0  4698/1 6301/11- 2444/0  4526/2 9744/13- 2812/0 

 .باشدیم PZT-5Hاز جنس  کیزوالکتر یپ معادل ∞ ی و شاخص توان PZT-4از جنس  کی زوالکتریمعادل پ 0 یتوان شاخص
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تابعی  مدرج  پیزوالکتریک  مربعی  ورق  بی‌بعد  تغییرمکان   ،5 شکل  در 
شده  ترسیم  ورق  عرض  راستای  در  مختلف،  توانی  شاخص‌های  ازای  به 
است. شرط مرزی مکانیکی لبه‌های ورق به صورت SCSC و نسبت طول 
آنجا که مدول الاستیک  از  به ضخامت ورق، 5 در نظر گرفته شده است. 
که  همانطور  بنابراین  PZT-4 می‌باشد؛  از  کمتر   PZT-5H  پیزوالکتریک
انتظار می‌رود، با افزایش شاخص توانی و در نتیجه افزایش کسر حجمی ماده  
PZT-5H سفتی ورق کاهش یافته و در نتیجه خیز جانبی افزایش می‌یابد؛ 

شده  تشکیل   PZT-4 از  کاملا  ورق  که  حالتی  در  تغییرمکان  طوریکه  به 
) دارای کمترین مقدار و در حالتی که کاملا  PZT-5H می‌باشد،  )n =0

دارای بیشترین مقدار است. اما از آنجا که خواص این دو ماده بسیار به هم 
نزدیک می‌باشد، این تغییر خیز بسیار کم می‌باشد. همچنین با توجه به شکل 
y, که دارای شرط مرزی  b=0 مشاهده می‌شود که خیز جانبی در لبه‌های 
) ماکزیمم مقدار  / )y b= 2 گیردار می‌باشند صفر و در وسط عرض ورق 

می‌باشد.
در شکل 6 تغییرمکان بی‌بعد ورق مربعی به ازای مقادیر متفاوت شاخص 
مدول  که  آنجا  از  است.  شده  ترسیم  مختلف  مرزی  شرایط  و  توانی  قانون 
افزایش  با  می‌باشد؛   PZT-4 از  کمتر   PZT-5H پیزوالکتریک   الاستیک 
شاخص توانی و در نتیجه افزایش کسر حجمی ماده  PZT-5H سفتی ورق 

جانبی  خیز  مرزی،  حالت‌های شرط  تمامی  برای  نتیجه  در  و  یافته  کاهش 
PZT-5H  و PZT-4اینکه خواص پیزوالکتریک افزایش می‌یابد. به دلیل 

/n =0 5 حدود تا  خیز  افزایش  این  میزان  می‌باشند  نزدیک  هم  به  بسیار 
شدیدتر است و پس از آن با افزایش بیشتر مقدار شاخص توانی، خیز جانبی با 
شیب بسیار کمتری افزایش می‌یابد. برای ورق با دو لبه موازی شرط مرزی 
آزاد، تغییرات افزایشی خیز جانبی با افزایش شاخص توانی مشهودتر است. 
با توجه به شکل، همانطور که انتظار می‌رود، در شاخص توانی یکسان، در 
حالتی که ورق دارای دو لبه موازی با شرط مرزی آزاد می‌باشد ورق دارای 
کمترین سفتی و در نتیجه بیش‌ترین مقدار تغییرمکان می‌باشد و در حالتی 
که ورق دارای دو دو لبه موازی گیردار باشد، ورق بیش‌ترین سفتی و کمترین 

مقدار خیز را دارد.
به  طول  نسبت  برحسب  مربعی  ورق  بی‌بعد  تغییرمکان   ،7 شکل  در 
با توجه  n ترسیم شده است.  = 2 ضخامت برای شرایط مرزی مختلف و 
a/ در مخرج رابطه بی‌بعد سازی )رابطه 30(، مقدار خیز  h به وجود پارامتر 
افزایش نسبت طول به  با  جانبی بی‌بعد در تمامی حالت‌های شرایط مرزی 
ضخامت کاهش یافته است. اما انتظار می‌رود که با افزایش نسبت طول به 
ضخامت به دلیل اینکه میزان سفتی ورق کاهش می‌یابد، خیز جانبی سازه 
افزایش یابد. به همین دلیل نتایج خیز ورق )بدون بی‌بعدسازی(، برای نسبت 

 
 ی مختلف شاخص قانون توان  ریمقاد یبرا (y) یدر راستا یمدرج تابع کیزوالکتر ی پ یورق مربع بعدیب مکان ریی تغ : 5 شکل

/ )a h == 5 ,(SCSC 
Fig. 5. Non-dimensional deflection of a square functionally graded piezoelectric plate along the (y) 

direction for different values of the power law index (SCSC, a/h=5) 
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Fig. 5. Non-dimensional deflection of a square functionally graded piezoelectric plate along the (y) direction for 
different values of the power law index (SCSC, a/h=5)
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)  یقانون توان خص اش مختلف  ریمقاد یبرا یتابع  مدرج کیزوالکتر ی پ یمربع ورق بعدیب مکان ریی تغ : 6 شکل / )a h == 10 

Fig. 6: Non-dimensional deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different 
values of the power law index (a/h=10) 
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Fig. 6: Non-dimensional deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different values of 
the power law index (a/h=10)

 
)  ضخامت به  طول نسبت  مختلف  ریمقاد یبرا یتابع  مدرج کیزوالکتر ی پ یبعد ورق مربعیب مکان ریی : تغ 7 شکل )n == 2 

Fig. 7: Non-dimensional deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different 
values of the length to thickness ratio (n=2) 
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Fig. 7. Non-dimensional deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different 
values of the length to thickness ratio (n=2)
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طول به ضخامت مختلف در شکل 8 رسم شده است که مطابق انتظار روند 
افزایشی دارد و در تمام شرایط مرزی، مطابق انتظار با افزایش نسبت طول به 

ضخامت، به دلیل کاهش سفتی ورق، خیز افزایش می‌یابد.
راستای ضخامت  در   ( )xzτ برشی  تنش‌های   ،10 و   9 در شکل‌های 
ترسیم شده است. در شکل 9 توزیع تنش برشی بی‌بعد ورق مربعی در راستای 
n رسم شده  = 2 a/ و  h = 5 ضخامت به ازای شرایط مرزی مختلف و 
است. با توجه به تئوری پنج متغیره اصلاح‌یافته که در تحلیل خمش ورق 
استفاده شد، همانطور که انتظار می‌رود و در شکل )1( مقاله ]10[ نیز گزارش 
شده است توزیع تنش برشی در راستای ضخامت برای کلیه شرایط مرزی، 
به صورت سهموی می‌باشد و به همین دلیل این تئوری، برخلاف تئوری‌های 
برشی مرتبه اول، شرایط سطوح بدون تنش را ارضا کرده و نیازی به ضریب 
لبه‌های  که  حالتی  در  برشی  تنش  ماکزیمم  همچنین  ندارد.  برش  اصلاح 
y, دارای شرط مرزی آزاد می‌باشند، اتفاق می‌افتد که ورق در این  b=0

حالت در مقایسه با سایر شرایط مرزی کمترین سفتی را دارد. در شکل 10 
ورق  برای  ضخامت،  راستای  در  سازی(،  بی‌بعد  )بدون  برشی  تنش  توزیع 
مربعی با چهار لبه تکیه‌گاه ساده به ازای نسبت‌های مختلف طول به ضخامت 
n نشان داده شده است. همانطور که انتظار می‌رود، با افزایش نسبت  = 2 و 
طول به ضخامت به دلیل کاهش سفتی ورق، تنش برشی افزایش می‌یابد. 

چراکه با افزایش نسبت ضخامت به طول و درنتیجه افزایش ابعاد صفحه‌ای 
میزان خیز  به سطح ورق،  وارد  فشار عمودی  بودن  ثابت  به  توجه  با  ورق، 
افزایش یافته و درنتیجه کرنش‌ها و تنش‌ها ایجاد شده در سازه نیز افزایش 

می‌یابد.
ورق  راستای ضخامت  در   )zε( عمودی  کرنش  تغییرات   11 شکل  در 
رسم شده است و همانطور که مشاهده می شود برخلاف تئوری چهار متغیره 
اصلاح یافته که مقداری برای این پارامتر پیش بینی نمی کند، در این تئوری 
کرنش عمودی دارای مقدار بوده و به صورت خطی در راستای ضخامت تغییر 
می-کند در توضیح این رفتار، بر اساس رابطه )1( و )2( تغییر مکان عمودی 
) که مشتق  )zε )w( با توان دوم z ارتباط دارد و درنتیجه کرنش عمودی 

این تغییرمکان می‌باشد در راستای ضخامت خطی تغییر خواهد کرد.
در نهایت، تأثیر در نظر گرفتن خواص پیزوالکتریک در رفتار ورق مدرج 
مدرج  ورق  یک  برای  بی‌بعد  تغییرمکان  می‌گیرد.  قرار  بررسی  مورد  تابعی 
تابعی با شرایط مرزی چهار طرف تکیه‌گاه ساده، با در نظر گرفتن خاصیت 
کوپلینگ الکترومکانیکی و بدون در نظر گرفتن این خاصیت در جدول 7 آمده 
است. همانطور که مشاهده می‌شود در نظر گرفتن کوپلینگ الکترومکانیکی 

باعث افزایش سفتی سازه و در نتیجه کاهش میزان خیز ورق شده است.

 
)  ضخامت به طول  نسبت مختلف ریمقاد یبرا  یمدرج تابع کیزوالکتریپ  یمکان ورق مربع ریی : تغ 8 شکل )n == 2 

Fig. 8: Deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different values of the length to 
thickness ratio (n=2) 
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Fig. 8. Deflection of the square functionally graded piezoelectric plate for different values of the length to 
thickness ratio (n=2)
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)مختلف    یمرز ط یشرا  یضخامت برا یدر راستا یبعد ورق مربعیب یتنش برش  عی: توز 9 شکل / , )a h n== ==5 2 

Fig. 9: Distribution of the non-dimensional shear stress of square plate along the thickness for 
different boundary conditions (a/h=5, n=2) 
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Fig. 9. Distribution of the non-dimensional shear stress of square plate along the thickness for differ-
ent boundary conditions (a/h=5, n=2)

 
)مختلف طول به ضخامت   یهانسبت یضخامت برا یدر راستا SSSS  یورق مربع یتنش برش ع ی: توز10 شکل )n == 2 

Fig. 10: Distribution of the shear stress of square SSSS plate along the thickness for different length to 
thickness ratios (n=2) 
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Fig. 10: Distribution of the shear stress of square SSSS plate along the thickness for different length to 
thickness ratios (n=2)
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) نرمال کرنش  ع یتوز: 11 شکل )z یتابع  مدرج کیزوالکتر یپ ورق SSSS ضخامت  یراستا در( / , , / )a h n q N m== == == 205 2 100 

Fig. 11: Distribution of the normal strain of SSSS functionally graded piezoelectric plate along the 
)20=100 N/mq=2, n=5, h/athickness ( 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5

-2.1E-09 -1.1E-09 -1E-10 9E-10 1.9E-09

z/h

Normal strain 

( / , , / )a h n q N m= = = 2
05 2 100 شکل 11. توزیع کرنش نرمال ورق پیزوالکتریک مدرج تابعی SSSS در راستای ضخامت 

Fig. 11. Distribution of the normal strain of SSSS functionally graded piezoelectric plate along the thickness (a/h=5, 
n=2, q0=100 N/m2)

جدول 7 . تاثیر خواص پیزوالکتریک بر تغییرمکان بی بعد یک ورق مدرج تابعی با شرایط مرزی چهار طرف تکیه گاه ساده

Table 7. The effect of piezoelectric properties on the non-dimensional deflection of a functionally graded plate 
with simply supported boundary conditions on four sides.

 

 ساده  گاه هیتک طرف   چهار  یمرز  طیشرا با یتابع مدرج  ورق کی یبرا بعدیب رمکانیی بر تغ کیزوالکتری خواص پ ری تأث

Table 7: The effect of piezoelectric properties on the non-dimensional deflection for a functionally graded 
plate with simply supported boundary conditions on four sides. 

 

/a h 
  شاخص

 یتوان
  خواص  گرفتن نظر در با

 کیزوالکتر یپ
  خواص  گرفتن نظر در بدون

 ی نسب اختلاف درصد کیزوالکتر یپ

5 0 6795/0 9123/0 51/25 
 5/0 7452/0 0078/1 05/26 
 5 7694/0 1111/1 75/30 
 10 7757/0 1413/1 03/32 
10 0 5914/0 7755/0 73/23 
 5/0 6523/0 8635/0 45/24 
 5 6793/0 9667/0 73/29 
 10 6866/0 001/1 40/31 
50 0 5628/0 7412/0 06/24 
 5/0 6223/0 8287/0 90/24 
 5 6503/0 9299/0 06/30 
 10 6578/0 9603/0 50/31 

[ ینسب اختلاف درصد ] =100*  (کیزوالکتریپدر نظر گرفتن خواص  بدون – کیزوالکتریپ خواص گرفتن نظر در با) / کیزوالکتر یدر نظر گرفتن خواص پ بدون   
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

نتیجه‌گیری-4 
تابعی  پیزوالکتریک مدرج  به حل تحلیلی خمش ورق  این پژوهش  در 
ورق  تئوری  از  استفاده  با  و  یکنواخت  گسترده  جانبی  بار  تحت  گونه،  لوی 
پنج متغیره اصلاح‌یافته، پرداخته شده است. خواص ورق پیزوالکتریک مدرج 

تابعی از PZT-4 در سطح پایینی تا  PZT-5H در سطح بالایی به صورت 
به کمک  معادلات حاکم  تغییر می‌کند.  ماده ذکر شده  دو  از خواص  تابعی 
اصل حداقل‌سازی انرژی پتانسیل بدست آمده و برای حل معادلات از روش 
لوی با رهیافت فضای حالت استفاده شده است. برای اطمینان از صحت و 
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دقت تئوری و روش حل، نتایج عددی با سایر تئوری‌های برشی مرتبه بالا 
و داده‌های حاصل از نرم افزارآباکوس مقایسه شده و نتایج زیر حاصل شده 

است: 
تئوری پنج متغیره اصلاح‌یافته تنها با پنج متغیر، به دلیل در نظر گرفتن 
) از  )zε ≠ 0  z تأثیر کشش در راستای ضخامت و کرنش نرمال در جهت
دقت بسیار خوبی در مقایسه با سایر تئوری‌های برشی‌ مرتبه بالا و حل سه 

بعدی آباکوس برخوردار است. 
 حل لوی و رهیافت فضای حالت، یک روش تحلیلی بسیار کارآمد و 
با  بر ورق‌ها می‌باشد. روش فضای حالت،  معادلات حاکم  برای حل  دقیق 
تبدیل معادلات دیفرانسیل معمولی مرتبه بالا به فرم یک معادله ماتریسی 

مرتبه اول، فرایند حل را بسیار آسان می‌نماید. 
در مطالعه پارامتری ورق مشاهده می‌شود که ورق دارای دو لبه موازی 
با شرط مرزی آزاد، دارای کمترین میزان سفتی و در نتیجه بیش‌ترین مقدار 
با شرط مرزی  لبه موازی ورق  خیز و تنش برشی بوده و در حالتی که دو 
گیردار می‌باشند، بیشترین سفتی و کمترین میزان خیز و تنش برشی حاصل 

می‌گردد.
 با توجه به اینکه پیزوالکتریک PZT-5H مدول الاستیسیته و در نتیجه 
سفتی کمتری نسبت بهPZT-4 دارد، با افزایش مقدار شاخص قانون توانی، 

سفتی ورق کاهش و در نتیجه مقدار خیز افزایش می‌یابد. 
با افزایش نسبت طول به عرض )طول ورق ثابت و عرض متغیر( به دلیل 

افزایش سفتی ورق، خیز کاهش می‌یابد. 
با افزایش نسبت طول به ضخامت )طول ورق ثابت و ضخامت متغیر( 
به دلیل کاهش سفتی ورق، خیز جانبی و تنش برشی افزایش یافته که البته 
در نتایج خیز بی‌بعد، کاهش خیز مشاهده می‌گردد که به دلیل وجود پارامتر 

) در مخرج رابطه بی‌بعد سازی می‌باشد.  / )a h
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