
Amirkabir Journal of Mechanical Engineering

Amirkabir J. Mech. Eng., 55(4) (2023) 105-108
DOI: 10.22060/mej.2023.21799.7513

Buckling analysis of tapered laminated composite channel-section beam-columns 
subjected to combined axial load and end moment
R. Abolghasemian1, M. Soltani2*, A. R. Ghasemi1

1 Department of Solid Mechanics, Faculty of Mechanical Engineering, University of Kashan, Kashan, Iran.
2 Department of Civil Engineering, Faculty of Engineering, University of Kashan, Kashan, Iran.

ABSTRACT: Nowadays, the practical applications of shell elements such as beams having thin-wall 
cross-sections are increasing greatly in various fields of engineering including aerospace, nuclear, 
marine, and automotive industries. This is due to their ability to optimally use structural materials and 
simultaneously reduce the total weight of the structure. Fiber polymer composites also have different 
conspicuous properties such as high stiffness-to-weight and strength-to-weight ratios, corrosion 
resistance, and high strength. Therefore, laminated composite C-section beam elements simultaneously 
possess both the beneficial features of fiber-reinforced composite materials and thin-walled cross-
sections at the same time. Motivated by these facts, in this research, the flexural-torsional stability 
of multi-layer fibrous composite tapered beam-columns with channel-section subjected to axial and 
bending loads is investigated. For this purpose, the total potential energy governing the problem is 
extracted based on Vlasov’s model for small non-uniform torsion along with the classical laminated plate 
theory. Then, using Ritz’s methodology as an analytical solution technique, the endurable buckling load 
is calculated. Eventually, the effect of important parameters such as stacking sequences, fiber composite 
materials, boundary conditions, axial load eccentricity, and axial preloading on the linear buckling 
capacity of double-tapered multi-layer composite beam-column with channel-section under axial load 
and end moment is investigated.
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1- Introduction
Due to the importance of using thin-walled laminated 

fibrous composite structural components having constant 
and/or variable cross-sections in different engineering fields 
such as axles of vehicles, helicopter rotors, wind turbine 
blades, and especially aircraft wings, the static and dynamic 
analyses of thin-walled structural elements with various end 
conditions under different loading cases have been widely 
studied in recent decades [1-4]. Based on these facts, in the 
current study, the overall flexural-torsional buckling response 
of tapered composite C-shaped beam-column exposed to 
axial-transverse loadings is investigated using the Ritz’s 
method in the framework of the Classical Laminated Plate 
Theory (CLPT) and Vlasov’s model for non-uniform torsion.

2- The Variational Formulation
A schematic representation of a tapered laminated 

composite C-shaped beam-column with length L subjected 
to transverse and axial loadings is shown in Fig. 1. The 
orthogonal right-hand Cartesian coordinate system (x, y, z) is 
adopted, wherein x denotes the longitudinal axis and y and z 
are the first and second principal bending axes parallel to the 
flanges and web, respectively. The origin of these axes (O) is 
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Fig. 1: (a) Schematic representation of axially/transversely 

loaded thin-walled beam with varying C-shaped cross-
section, (b) Displacement fields and load eccentricity 
parameter, (c) The stress resultant parameters, (d) 

Laminate configurations. 

Based on the small displacements assumption and 
Vlasov’s thin-walled beam theory for non-uniform 
torsion, the displacement fields can be expressed as [5]: 
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where , ,U V W  stand for to the axial, lateral and vertical 
displacement components along the , ,x y z  direction, 
respectively, whereas , ,u v w  are the kinematic quantities 
defined at the reference surface, the term ( , )y z  refers 
to the warping function, and   is the twisting angle. In 
this research, the variational formulation governing the 
flexural-torsional buckling is extracted on the basis of the 
stationary state as what follows [4]: 

0 0l eU U W       (4) 
In this formulation,   denotes a variational operator. lU  
and 0U  represent the elastic strain energy and the strain 
energy due to the effects of the initial stresses, 
respectively. We denotes work done by externally applied 
loads. The expression of the first variation of total 
potential energy is obtained as 
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where ( )comEA denotes axial rigidity. ( )y comEI  and 

( )z comEI  represent the flexural rigidities of the y- and z-
axes, respectively. ( )comEI  and ( )comGJ are, 
respectively, warping and torsional rigidities of 
composite thin-walled beams with doubly symmetric I-
section, defined by [1]: 
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Fig. 1. (a) Schematic representation of axially/trans-
versely loaded thin-walled beam with varying C-shaped 
cross-section, (b) Displacement fields and load eccen-
tricity parameter, (c) The stress resultant parameters, 

(d) Laminate configurations.
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located at the centroid of the cross-section. The shear point 
C is known by its coordinates (yc) in the reference fixed in 
centroid O.

Based on the small displacements assumption and 
Vlasov’s thin-walled beam theory for non-uniform torsion, 
the displacement fields can be expressed as [5]:
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where ( )comEA denotes axial rigidity. ( )y comEI  and 

( )z comEI  represent the flexural rigidities of the y- and z-
axes, respectively. ( )comEI  and ( )comGJ are, 
respectively, warping and torsional rigidities of 
composite thin-walled beams with doubly symmetric I-
section, defined by [1]: 
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 (3)

where , ,U V W  stand for to the axial, lateral and vertical 
displacement components along the , ,x y z  direction, 
respectively, whereas , ,u v w  are the kinematic quantities 
defined at the reference surface, the term ( , )y zφ  refers to 
the warping function, and θ  is the twisting angle. In this 
research, the variational formulation governing the flexural-
torsional buckling is extracted on the basis of the stationary 
state as what follows [4]:
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composite thin-walled beams with doubly symmetric I-
section, defined by [1]: 
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In this formulation, δ  denotes a variational operator. 
lU  and 0U  represent the elastic strain energy and the strain 

energy due to the effects of the initial stresses, respectively. 
We denotes work done by externally applied loads. The 
expression of the first variation of total potential energy is 
obtained as
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axes, respectively. ( )comEI  and ( )comGJ are, 
respectively, warping and torsional rigidities of 
composite thin-walled beams with doubly symmetric I-
section, defined by [1]: 
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where ( )comEA denotes axial rigidity. ( )y comEI  and 
( )z comEI  represent the flexural rigidities of the y- and z-axes, 
respectively. ( )comEIφ

 and ( )comGJ are, respectively, warping 
and torsional rigidities of composite thin-walled beams with 
doubly symmetric I-section, defined by [1]:
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where ( )comEA denotes axial rigidity. ( )y comEI  and 

( )z comEI  represent the flexural rigidities of the y- and z-
axes, respectively. ( )comEI  and ( )comGJ are, 
respectively, warping and torsional rigidities of 
composite thin-walled beams with doubly symmetric I-
section, defined by [1]: 
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As mentioned earlier, in this study, the tolerable buckling 
loads are attained using the Ritz’ method. To this aim, the 
shape functions including the torsion angle θ , the lateral 
deflection v, and the vertical deformation w for two different 
types of beams are chosen in the following forms: 

Cantilevers with completely restrained warping at the 
fixed end [2]:
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1), the variation of the sustainable buckling moment of 
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force approaches the critical load, resulting in a 
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Here, the terms ,  ,  j j ja b c represent the undetermined Ritz 
coefficients. 

3- Results and Discussion 
To assess the effects of axial preloading on the buckling 

moment capacity of laminated composite double-tapered 
C-shaped beam-column element exposed to pure bending, 
a web and flanges tapered member with a span of L=2.4 m 
is considered. At the left end, the web of the selected beam 
is supposed to be 110 mm deep and both flanges are 70 
mm wide, respectively. In the presence of a double-tapered 
element, the tapering parameters for the web and flanges 
are also considered to be 0.4β = and 0.4α = , respectively. 
Additionally, it is assumed that the web and each flange 
respectively consist of nw=36 and nf=24 fiber-reinforced 
composite layers, and the thickness of each ply is considered to 
be 0.25 mm. Based on this assumption, the whole thicknesses 
of the web section and each flange are respectively tw=6 mm 
and tf=9 mm. The material features for the fiber-reinforced 
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composite layers (glass-epoxy) are as follows, Ex = 75 GPa, 
Ey = 5.5 GPa, Gxy = 2.3 GPa, and υxy = 0.34.

Considering a prespecified stacking sequence (Table 1), 
the variation of the sustainable buckling moment of simply-
supported as well as fixed-free C-shaped beam-column with 
respect to the compressive axial preloading (P0) is depicted 
in Fig. 2. 

4- Conclusions
Graphical results reveal that the fluctuation of the lateral 

stability strength with axial preloading is nonlinear for both 
simply-supported and cantilever channel-section beam-
column elements. The extracted diagrams show that including 
the compressive axial force diminishes the buckling moment 
capacity for different axial load positions. The total deflection 
of the C-section member grows dramatically as the axial 
compression force approaches the critical load, resulting in 
a considerable drop in the buckling moment resistance of the 
selected member. Furthermore, all of the situations studied 
show that compressive axial force acting along the centroid 
provides the greatest resistance to lateral instability.
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Fig. 2. Variations of buckling moment for laminated 
composite tapered C-shaped beam-column ( ) subjected 
to pure bending and compressive axial preloading for 
two different laminations (e: axial load eccentricity, d: 

the web height)
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تحلیل رفتار کمانش تیر-ستون  ماهیچه‌ای کامپوزیتی چند لایه با مقطع ناودانی تحت نیروی 
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خلاصه: امروزه، استفاده از المان‌های پوسته‌ای کامپوزیتی نظیر تیرهای ماهیچه‌ای با مقطع جدار نازک به دلیل قابلیت آن‌ها در 
مصرف بهینه مصالح و کاهش وزن سازه در بسیاری از صنایع از جمله هوا فضا، دریایی و خودرو سازی افزایش قابل توجهی یافته است. 
طراحی اعضای جدار نازک بایستی به گونه‌‌ای صورت پذیرد که پارامتر نسبت استحکام به وزن تا حد قابل قبولی بالا باشد تا از نظر 
صرفه‌‌جویی در مصرف مصالح و هزینه بهینه گردند. با توجه به این نکته در این تحقیق، پایداری خمشی-پیچشی تیر-ستون ماهیچه‌ای 
جدار نازک با نیم‌رخ ناودانی از جنس کامپوزیت الیافی تحت شرایط مرزی مختلف مورد بررسی قرار گرفته است. بدین منظور، انرژی 
پتانسیل کلی حاکم بر مسئله بر مبنای مدل ولاسو برای مقاطع جدار نازک باز، تئوری کلاسیک لایه‌ای و با فرض چیدمان متقارن 
استخراج می‌گردد. سپس با استفاده از روش تحلیلی رایلی-ریتز، مقدار بار کمانش خمشی-پیچشی با توجه به شرایط مرزی حاکم بر 
عضو محاسبه می‌شود. پس از تأیید صحت و دقت روش ارائه شده با استفاده از نرم افزار المان محدود انسیس، تاثیر عوامل مهمی مانند 
پیش بارگذاری محوری، خروج از مرکزیت بار محوری فشاری، جنس الیاف، چینش لایه‌ها، شرایط مرزی و ضرایب باریک‌شوندگی 
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مقدمه-1 
همانند  پوسته‌ای  المان‌های  ازانواع  استفاده  اخیر،  دهه  چند  طول  در 
سیلندرهای استوانه‌ای و تیرهای جدار نازک به‌دلیل قابلیت آن‌ها در مصرف 
اقتصادی مصالح و بهینه‌سازی وزن سازه، در صنایع مختلف از جمله در ساخت 
کوره‌های دوار، بدنه هواپیماها، موشک‌ها، زیردریایی‌ها، مخازن تحت فشار، 
چشمگیری  به‌صورت  هواپیما  بال  اسپار  سازه  و  بادی  توربین‌های  پره‌های 
تولید و مونتاژ، ساخت  پیشرفت روش‌های  با  یافته است. همچنین  افزایش 
اعضای باربر سازه‌ای متشکل از تیرهای ماهیچه‌ای با نیم‌رخ جدار نازک از 
انواع مختلف مواد ارتوتروپیک، به‌ ویژه ورق‌های کامپوزیتی تقویت ‌شده با 
الیاف، امکان پذیر شده است. شایان ذکر است که استفاده از مواد كامپوزيتي 
در سایر صنایع مختلف، به خصوص در صنعت هوايي و دریایی توسعه فراواني 
يافته است. دلیل اصلی این پیشرفت، ویژگی‌های مطلوب کامپوزیت‌ها مانند 
مقاومت در برابر خستگی بالا، استحکام، مقاومت در برابر خوردگی و نسبت 
جايگزين  مختلف  صنايع  در  تا  شده  منجر  که  است  بالا  وزن  به  استحکام 

مناسبی براي فلزات باشند. تاکنون تحقیقات متعددی درمورد تحلیل دینامیکی 
و کمانشی اعضای کامپوزیتی با مقطع جدار نازک صورت گرفته که در ادامه 
به شرح مختصری از آن‌ها می‌پردازیم. در سال 2013، عسگریان و همکاران 
مقطع  با  همگن  ماهیچه‌ای  تیر  جانبی-پیچشی  کمانش  پژوهشی  در   ]1[
بارگذاری عرضی را مورد بررسی قرار دادند.  نامتقارن تحت  باز  جدار نازک 
همچنین چنگ و همکاران ]2[ یک راه حل تحلیلی برای ارزیابی پایداری 
خطی تیرهای ناودانی از جنس فولاد سرد نورد تحت بارهای همزمان فشاری 
تیر  آزاد  ارتعاش  و  پایداری  تحلیل   ،2014 سال  در  کردند.  ارائه  خمشی  و 
محدود  اجزاء  روش  از  استفاده  با  نامتقارن  مقطع  با  ماهیچه‌ای  نازک  جدار 
آزادی در هر گره توسط سلطانی  با 7 درجه  توانی و  بر مبنای بسط سری 
و همکاران ]3، 4[ ارائه گردید. در این مقالات به بررسی پایداری خمشی-

است.  شده  پرداخته  مختلف  مرزی  شرایط  تحت  فولادی  تیرهای  پیچشی 
جانبی-پیچشی  کمانش  بار  رایلی-ریتز،  عددی  روش  کمک  به   ]5[ کوش 
را برای تیر ماهیچه‌ای دو سر مفصل با مقطع متقارن تعیین نمود. در سال 
2016، قاسمی و همکاران ]6[ رفتار ارتعاش آزاد غیرخطی تیر کامپوزیتی چند 
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نمودند. همچنین  بررسی  را  اویلر-برنولی تحت شرایط مرزی مختلف  لایه 
پایداری جانبی اعضای تیر-ستون فولادی با تکیه‌گاه دو سر مفصل و مقطع 
قوطی شکل تحت بارگذاری محوری/خمشی با استفاده از روش‌های تحلیلی 
ریتز و گالرکین توسط سولا و همکاران ]7[ مورد مطالعه قرار گرفت. نگوین 
و همکاران ]8[ بهینه‌سازی پاسخ ارتعاشی و ظرفیت کمانشی تیر کامپوزیتی 
همکاران  و  ژیاو  دادند.  قرار  ارزیابی  مورد  را  کلاسیک  نازک  جدار  لایه‌ای 
مطالعه  را  I شکل  چوبی  کامپوزیتی  تیر  جانبی-پیچشی  کمانش  رفتار   ]9[
کردند. نگوین و همکاران ]10-13[ چندین مقاله مهم مربوط به تجزیه و 
تحلیل پاسخ استاتیکی، ارتعاشی و کمانشی تیرهای ساندویچی چند لایه با 
سطح مقطع جدار نازک تقویت شده با الیاف را منتشر کردند. در سال 2019، 
نگوین و همکاران ]14[ رفتار ارتعاشی و پایداری ارتجاعی تیرهای I-شکل 
کامپوزیتی و مدرج تابعی را با استفاده از روش ریتز1 بررسی کردند. بانات و 
همکاران به کمک روش‌های عددی و آزمایشگاهی، کمانش خمشی و رفتار 
 Z پس کمانش تیرهای جدار نازک چند لایه الیاف-فلز با مقاطع ناودانی و
شکل که در معرض نیروی محوری فشاری قرار گرفته‌اند را به‌طور جامع مورد 
ارزیابی قرار دادند ]15-17[. در پژوهشی دیگر، رضایی‌پژند و همکاران ]18[ 
رفتار کمانش جانبی-پیچشی تیر ماهیچه‌ای دو سر مفصل با مقطع متقارن از 
جنس مواد تابعی دو طرفه که دارای مهار جانبی کافی در طول خود است را 
با استفاده از روش ریتز مورد مطالعه قرار دادند. همچنین سلطانی و همکاران 
دوران  آزادی  فرض  با  شده  اصلاح  محدود  اجزاء  روش  از  استفاده  با   ]19[
در اتصالات، به تحلیل پایداری جانبی تیر جدار نازک مدرج تابعی با مقطع 
متغیر پرداختند. روش آن‌ها فقط برای تیرهای دو سر مفصل )آزادی در برابر 
دوران و تابیدگی( کاربرد دارد. اخیراً، رفتار کمانش خطی تیرهای ساندویچی 
با تکیه‌گاه دو سر مفصل و مقطع I متغیر تحت بار یکنواخت عرضی و نیروی 
محوری فشاری توسط سلطانی و همکاران تحلیل شد ]20، 21[. در پژوهشی 
دیگر، ابوالقاسمیان و همکاران ]22[ تاثیر شرایط مرزی مختلف بر پایداری 
جانبی-پیچشی تیر جدار نازک کامپوزیتی چند لایه  با مقطع متغیر را مورد 
مطالعه قرار دادند. بر اساس منابع در دسترس در مورد تیرهای جدار نازک 
کامپوزیتی چند لایه الیافی هیچ مطالعه‌ای در مورد تحلیل کمانش تیر-ستون 
محوری-عرضی  بارگذاری  تحت  ناودانی  مقطع  با  کامپوزیتی  غیرمنشوری 
انجام نشده است. بنابراین مطالعه حاضر در نظر دارد تا تأثیر نیروی محوری 
را بر پایداری جانبی تیرهای جدار نازک ماهیچه‌ای چند لایه کامپوزیتی با 
مقطع ناودانی بررسی نماید. بدین منظور و در مرحله نخست، معادله انرژی 

1  Ritz method

پتانسیل کلی حاکم بر مسئله مطابق اصول حاکم بر مدل ولاسو2 به همراه 
تئوری کلاسیک لایه‌ای3 و براساس فرضیه تغییر شکل‌های کوچک به‌دست 
می‌آید. در مرحله بعد، برای تعیین ظرفیت کمانشی از روش ریتز به عنوان 
یک ابزار تحلیلی استفاده شده است. برای صحه گذاری و نشان دادن دقت 
روش حل، نتایج حاصل از تحلیل کمانش خمشی-پیچشی برای تیر با شرایط 
مرزی دو سر مفصل همچنین گیردار-آزاد، با مقادیر بدست آمده از مدل‌سازی 
در نرم افزار اجزای محدود انسیس مقایسه و تطابق خوبی بین نتایج مشاهده 
محل  مرزی،  شرایط  مانند  اساسی  پارامتر  چندین  تأثیر  نهایت  در  می‌شود. 
اعمال بار محوری، جنس الیاف و چینش لایه‌ها بر مقاومت کمانشی بررسی 

می‌شود.

بیان مسئله-2 
باریک‌شونده به  با بال و جان  در شکل 1، یک تیر-ستون‌ جدار نازک 
zq و محوری P0 قرار دارد، نشان داده  L که تحت بارگذاری عرضی  طول 
‌شده ‌است. نیم‌رخ عضو ناودانی نسبت به محور افقی متقارن فرض شده که 
(. همچنین  ft fb fb b b= = پهنای بال بالا و پایین آن با هم برابر است )
( در امتداد طولی عضو ثابت هستند. مطابق  ft ( و بال‌ها ) wt ضخامت جان )
xyzO منطبق بر مرکزسطح نیم‌رخ تیر  شکل 1، دستگاه مختصات دکارتی 
)تار خنثی( درنظر گرفته ‌شده که محورهای y،x  و z  به‌‌ترتیب در راستای 
طولی، جانبی و عمودی هستند. همچنین، میدان جابه‌جایی حاکم بر عضو 
فشاری/خمشی جدار نازک نسبت به تار خنثی گذرنده از مرکز سطح نیم‌رخ 

تیر در شکل 1 نشان داده‌ شده است.

فرمولبندی مسئله-3 
در این تحقیق از تئوری کلاسیک ولاسو مبتنی بر فرضیات مدل تیر اویلر 
جهت تعریف مولفه‌های تغییر مکان حاکم بر یک عضو با مقطع جدار نازک 
باز استفاده شده است. بر این اساس و با صرف‌نظر نمودن از تغییرشکل‌ها 
و تنش‌های برشی حاصل از خمش و پیچش در دیواره‌های نیم‌رخ تیر )بال 
و جان(، میدان جابه‌جایی نقاط روی مقطع تیر ناودانی در راستای محوری، 

جانبی و عمودی به‌صورت زیر تعریف می‌گردند ]23[: 

2  Vlasov’s model
3  Classical laminated theory
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θ نشان‌دهنده چرخش عمود بر مقطع تیر  محوری، جانبی و عرضی هستند. 
حول محور طولیx  است که زاویه پیچش نامیده می‌شود. همچنین در رابطه 
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)1-الف(، 
خمش حول محور قوی، خمشی جانبی حول محور ضعیف و اعوجاج مقطع 
تابیدگی  اگر مقطع جدار-نازک در مقابل  به توضیح است که  هستند. لازم 
 .]24  ،23[ می‌شود  ایجاد  تیر  امتداد  در  مضاعف  طولی  کرنش  شود،  مقید 
که  است؛  مقطع  هندسی سطح  به خصوصیات  مربوط  متغیر  ) یک  , )y zϕ

نمودن  ونان1 و صرفنظر  تئوری سن  از  استفاده  با  نازک  برای مقاطع جدار 
از برش حاصل از پیچش به صورت )–yz( تعریف می‌شود ]24[. همچنین 

cy فاصله میان مرکز سطح و مرکز برش نیم‌رخ تیر می‌باشد.

1  Saint-Venant

 

های میدان ، )ب( مولفهتحت بار عرضی/محوری ناودانینازک با مقطع متغیر  الف( شمای کلی تیر جدار) :1شکل
)ج( نیروی محوری و گشتاورهای داخلی ایجاد پارامترهای خروج از مرکزیت بار، جایی در راستاهای مختلف و جابه

 پیکربندی چیدمان. های موجود، )د(شده توسط تنش
Fig. 1. (a) Schematic representation of axially/transversely loaded thin-walled beam with 
varying C-shaped cross-section, (b) Displacement fields and load eccentricity parameter, 
(c) The stress resultant parameters involving the axial force and internal moments, (d) 

Laminate configurations. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. )الف( شمای کلی تیر جدار نازک با مقطع متغیر ناودانی تحت بار عرضی/محوری، )ب( مولفه‌های میدان جابه‌جایی در راستاهای 
مختلف و پارامترهای خروج از مرکزیت بار، )ج( نیروی محوری و گشتاورهای داخلی ایجاد شده توسط تنش‌‌های موجود، )د( پیکربندی 

چیدمان.

Fig. 1. (a) Schematic representation of axially/transversely loaded thin-walled beam with varying C-
shaped cross-section, (b) Displacement fields and load eccentricity parameter, (c) The stress resultant 

parameters involving the axial force and internal moments, (d) Laminate configurations
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برای تحلیل پایداری یک تیر جدار نازک، میبایست مؤلفه‌های کرنش-
تغییر مکان مطابق با تانسور کرنش گرین1 و با درنظر گرفتن ترم‌های خطی 
و غیرخطی محاسبه شوند. مؤلفه‌های کرنش گرین با در نظر گرفتن اثرات 

تغییر مکان‌های بزرگ به‌صورت زیر تعریف می‌شوند ]3، 4[:
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جدار  تیر  برای  هستند.  کرنش  غیرخطی  و  * جملات خطی 
ijε و  l

ijε

نازک مولفه‌های تانسور کرنش بصورت زیر می‌باشند:
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لازم به توضیح است که جملات غیرخطی کرنش مربوط به شرایطی 
است که کمانش در المان رخ داده و یا به‌عبارتی مسیر بارگذاری و تغییر شکل 
دیگر برهم منطبق نیستند. اصطلاحا به چنین فرمی تحلیل مرتبه دو2 گفته 
می‌شود. با استفاده از معادلات )1( و )3( تا )5(، روابط بین مؤلفه‌های کرنش 
)خطی و غیرخطی( و تغییر مکان مربوط به کلیه نقاط روی مقطع  یک تیر 

جدار نازک بصورت زیر می‌باشند ]3، 4[:

1  Green’s Strain Tensor
2  Second-order analysis
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همچنین:
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در رابطه )9(، پارامتر r به صورت زیر تعریف می‌شود:
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تنش‌های اولیه بر روی سطح مقطع زمانی‌که تیر-ستون تحت کمانش 
دارد،  قرار  محوری  نیروی  و  داخلی  خمشی  لنگر  اثر  بر  خمشی-پیچشی 

بصورت زیر درنظر گرفته می‌شوند:



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 55، شماره 4، سال 1402، صفحه 515 تا 542

519
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0 به‌ترتیب تنش عمودی و تنش 
xzτ 0 و 

xxσ در رابطه فوق، پارامترهای 
( لنگر خمشی  0

yM برشی میانگین ناشی از بارهای وارده هستند. همچنین، )
پیش از کمانش ناشی از بارگذاری خارجی روی عضو است. به همین ترتیب، 

0P نیروی محوری اولیه نامیده می‌شود.

تعريف  زير  به صورت  کامپوزیتی  نازک  تیر جدار  در  تنش1  منتجه‌هاي 
مي‌شوند ]25[:

)15(

(11)    ccxyxy yyyw** 2 

(11)    zvxzxz
** 2 

 

(12) 0***  yzzzyy
l
yz

l
zz

l
yy 
 

 (13)   22 zyyr c  

 

(14) 
, z

I
M

A
P

y

y
xx

00
0    

0xy,  
A

M
A

V yz
xz




0
0   

 

 (15) dA

y
z

z
y

y
z

M
M
M
M
N

A

xyxz

xx

xx

xx

xx

sv

z

y

x









































































)()( 








 

 

 (16) 

2,1
6616

1611



































 

xy

x

xy

x

QQ
QQ

 

(17)    xyxx QQ 1611  

11 الف()
16

11
11

1
xyxx QQ   

22 )ب(
16

22
11

2
xyxx QQ   

  
 
 
 

�

ترم‌های   zM و   yM محوري،  نيروي   xN بالا،  روابط  در  که 
 M φ همچنین،  می‌باشند.  ضعیف  و  قوی  محور  حول  ترتیب  به  خمشي 
معرف لنگر تابیدگی2 است و بعلت توزیع پیچش غیریکنواخت ایجاد می‌شود 
svM لنگر پیچش سن-ونان ناشی از پیچش یکنواخت مقطع می‌باشد.  و 
با مقطع جدار-نازک  آزادانه عضو  تابیدگی  از  اگر  به توضیح است که  لازم 
جلوگیری شود، لنگر پیچشی وارده به وسیله ترکیبی از تنش برشی سن ونان 
تغییر شکل  این محدودیت در مقابل  تابیدگی تحمل خواهد شد.  و پیچش 
تابیدگی باعث ایجاد خمش جزئی در بال‌های تیر می‌شود. به عبارت دیگر 
در اثر تنش‌های طولی ناشی از مقید نمودن عضو در برابر تابیدگی، در بال‌ها 
یک جفت لنگر مساوی و خلاف جهت هم ایجاد می‌شود، که لنگر تابیدگی 
حاصل از گشتاور این زوج لنگر خمشی حول مرکز برش است. بدین ترتیب 

واحد لنگر تابیدگی به صورت N.m2 تعریف می‌گردد ]24[. 
1  Stress resultants
2  Warping moment

باتوجه به این نکته که نیم‌رخ ناودانی از سه صفحه متصل بهم ساخته 
شده، در ادامه از بالانویس‌های 1، 2 و 3 به ترتیب برای معرفی بال بالا، بال 
پایین و جان مقطع استفاده خواهد شد. پارامترهای b2 ،b1 و b3  به ترتیب 
 ،y1 ،معرف پهنای بال بالا، بال پایین و ارتفاع جان نیم‌رخ هستند. همچنین
y2 و y3  به ترتیب بیانگر فاصله افقی مرکز بال بالا، بال پایین و جان تا مرکز 

سطح کلی مقطع و همینطور z2 ،z1 و z3  به ترتیب بیانگر فاصله عمودی 
مرکز بال بالا، بال پایین و جان تا مرکز سطح کلی مقطع هستند.

طبق قانون هوك، برای مواد ارتوتروپكي برای بال‌های بالا و پایین تیر 
روابط زیر تعریف می‌شوند ]26[:
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با توجه به درایه‌های ماتریس فوق، تنش عمودی و برشی برای بال‌های 
بالایی و پایینی به شکل زیر می‌باشند:
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همچنین برای صفحه سازنده جان تیر داریم ]26[:
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درایه‎های  مي‌شود.  گفته  یافته  کاهش  سفتي  ماتريس   ijQ به  که 
ماتریس سفتی عبارتند ‌از:
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B ماتريس كوپلينگ  A ماتريس سفتي كششي چند لايه، که در آن
D ماتريس سفتی خمشی مي‌باشند. كششي-خمشي و

منتجه‌های تنش حاصل جمع مؤلفه‌های ایجاد شده در بال بالا، جان و 
بال پایین هستند و می‌توان آن‌ها را به شکل زیر تعریف کرد:
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خطی  کرنش‌های  مولفه‌های  جای  به   )8( تا   )6( روابط  جایگذاری  با 
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که درایه‌های ماتریس ]E[ با توجه به روابط )26(-)30( به‌صورت زیر 
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سازنده  کامپوزیتی  در چینش لایه‌های  تقارن  علت  به  تحقیق،  این  در 
مساوی  بال  )دو  انتخابی  نیم‌رخ  تقارن  مقطع، همچنین  جان  و  بال  دو  هر 

( نسبت به محور افقی )y( داریم: 1 2b b=
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ترم‌های روی قطر  به  ماتریس سفتی  درایه‌های  تحت چنین شرایطی، 
اصلی کاهش می‌یابند و روابط حاکم بر منتجه‌های تنش مطابق عبارت زیر 

تعریف می‌شوند:
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از  استفاده  در صورت  که  نمود  استباط  فوق می‌توان  رابطه  به  توجه  با 
چینش متقارن و بالانس در بال‌ها و جان مقطع ناوادانی، مولفه‌های نیرو و 
لنگرهای داخلی از یکدیگر مستقل هستند. بدین ترتیب، درایه‌های ماتریس 

سفتی را می‌توان به صورت زیر خلاصه نمود: 
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 E33 و   E22 است.  محوری  سفتی  بیانگر   E11 پارامتر   ،)40( رابطه  در 
به‌ترتیب نشان دهنده سفتی‌های خمشی حول محورهای عمودی )z( و افقی 

)y( هستند. E44 بیانگر سفتی تابیدگی و E55 سفتی پیچشی است. 

ناودانی -4  تیر-ستون  بر  حاکم  پایداری  معادلات  تعیین 
کامپوزیتی

در شرایط ایستا از اصل پایستگی انرژی پتانسیل برای به‌دست آوردن 
معادلات پایداری استفاده می‌شود ]1[:
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lU انرژی  Π معرف انرژی پتانسیل کل، ترم در رابطه فوق،  پارامتر
 eW و   اولیه1  تنش‌های  از  ناشی  انرژی کرنشی   0U الاستیک،  کرنشی 
كرنشي  انرژي  که  می‌باشد،  خارجی  عرضی  بارهای  از  ناشی  کار  بیانگر 

به‌صورت زیر تعریف می‌شود:
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1  Initial stresses
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 با اعمال تغییرات بر رابطه )42( داریم:
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با توجه به روابط متشکله تنش-کرنش تیر ناودانی چند لایه کامپوزیتی 
را  کرنشی  انرژی  اول  مرتبه  تغییرات  شد،  ارائه   )19( و   )16( روابط  در  که 

می‌توان به صورت زیر تعریف نمود:
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در رابطه )L ،)44 طول عضو است. با توجه به مفهوم منتجه‌های تنش 
برای یک مقطع ناودانی متشکل از دو بال و یک جان، چرخش عمود بر سطح 
مقطع و مولفه‌های جابه‌جایی‌، تغییرات مرتبه اول انرژی کرنشی را می‌توان 

به صورت زیر بیان نمود:
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در ادامه رابطه فوق برحسب مولفه‌های کلی منتجه‌های تنش روی مقطع 
)15(، به شکل زیر ارائه می‌شود:

)46( (46) 
0x z

l yL

sv

N u M v
U M w M dx

M


 
  



  
     
  

 

 

(47) 
11 0 0 22

33

44 552
l L

E u u E v v
U E w w dx

E E

 
 

   

    
    
      
 

 

(48) 

 

 

 
   

 

0

0 *

0 * 0 *

00

2 2 2 2 2 2

0

1
2

l
O ij ij ij

ij ij

xx xx xz xz

y

y

c

c c c

c

y

U dAdx

dAdx

dAdx

M zP
A I

v w r y

y y y y y w dAdx
zv y w

M
v z dAdx

A

  

 

   

 

 
 

 

  





 
     
       
 

       
      
 

 
    
 
 









 

 

(49) 

 
 

 

 
 

 

 

2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2 2 2

0

0

1
2

1
2

c

O c c

c c

c

y
c c

y
c c

y

v w r y
PU y y y dAdx
A

y y w zv y w

v w r y
M z

y y y dAdx
I

y y w zv y w

M
v z

A

 



  

 



  

 

       
         

          
 

       
  

                  
 

 
    
  





dAdx

 

 

�

چینش  فرضیات  اعمال  با  و   )46( عبارت  در   )39( رابطه‌‌  جایگذاری  با 
متقارن لایه‌ها و نیم‌رخ ناودانی دو بال مساوی )39(، عبارت نهایی حاکم بر 

تغییرات انرژی کرنشی الاستیک به صورت زیر حاصل می‌شود:
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لازم به توضیح می‌باشد که انرژی کرنشی حاصل از تنش‌های اولیه با 
استفاده مولفه‌های تنش اولیه شامل تنش‌های نرمال و برشی )14(، روابط 

کرنش‌های غیرخطی )9( تا )11(، به شکل زیر تعریف می‌گردد ]1[:
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با جداسازی جملات مربوط نیروی محوری و لنگر خمشی، رابطه )48( 
به شکل رابطه )49( بازنویسی می‌شود:
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از  برخی  دارد،  قرار  نیم‌رخ  مرکز سطح  روی  دستگاه  مرکز  که  آنجا  از 
خصوصیات هندسی به صورت زیر تعریف می‌شوند:
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پس از انتگرال‌گیری روی سطح در عبارت )49( و با استفاده از خصوصیات 
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که پس از ساده سازی رابطه )51(، رابطه نهایی حاکم بر انرژی کرنشی 
ناشی از تنش‌های اولیه به صورت زیر به‌دست می‌آید:
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در ادامه، با اعمال تغییرات مرتبه اول و دیفرانسیل گرفتن از متغیرهای 
میدان جابه‌جایی، عبارت انتگرالی زیر حاصل می‌شود:
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پس از ساده‌سازی مجدد، رابطه )53( به معادله نهایی زیر تبدیل می‌شود:

)54(

 
 

51 
 الف()    0yzdAydAzdA 

 
 )ب(

 

  222 zyyr c  
2222 2 zyyyyr cc  

AyIIdAr cyz
22  

 

 
(51) 

  

   

0
2 2 2 2 2 2

0

0 0
2 2

2

1
2

z y
c c

O

c c c c

y y

y

I IP v w y y
AU dx

P y y y w y w

M z M
r zv v dAdx

I A

 

  

  

                
      

          
                       





 

 

(52) 

 

 

0
2 2

2 2 2 2

2

0 0
0

(
2

2 )

O

z y
c c

c c c

x L
y y x

PU v w

I I
y y

A

y y y w dx

M v dx M v

 

 

 




   

      
 

 

  





 

 

 
(53) 

 

 

2
0

2

0 0

2 2

2

2
2 2
2 2

z y
c

O

c c c

c c

y y

v v w w
I I

yP AU dx

y y y
y w y w

M v M v dx

 

 


 
 

 

    
          

    
    

  





 

 

(54) 
 

 

2 2

0

0 0

z y
c c

O

c c c c

y y

I I
v v w w y y

AU P dx

y y y w y w

M v M v dx

    


  

 

              
   

       
  





 

 

�

با توجه به شکل 1کار ناشی از نیروی خارجی عرضی که در امتداد خط )
( اعمال می‌شود، به شکل زیر تعریف می‌گردد: PP ′
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به  بار عرضی است که  اثر  wP خیز عمودی در محل  بالا،  در عبارت 
صورت زیر بیان می‌شود ]1[:
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فرض  با  پایداری  تحلیل  پژوهش  این  در  که  است  یادآوری  به  لازم 
تغییر شکل‌های کوچک انجام می‌شود. بنابراین با استفاده از بسط تیلور1 و 

جایگذاری رابطه )57-الف( در معادله )56( داریم:
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بنابراین با قرار دادن رابطه )57-ب( در عبارت )55(، کار ناشی از نیروی 
خارجی به شکل زیر به‌دست می‌آید:
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که در رابطه بالا داریم: 

1  Taylor series
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پیچشی  لنگرهای  معرف   ˆ
tM و  tM پارامترهای   ،)59( رابطه  در 

اول  مرتبه  و  دوم  مرتبه  تحلیل  از  ناشی  ترتیب  به  که  )N.m/m( هستند 
می‌باشند. با درنظر گرفتن روابط فوق، تغییرات کار ناشی از نیروی خارجی به 

شکل زیر بازنویسی می‌شود:
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با جایگذاری معادلات )47(، )54( و )60( در رابطه )41( داریم:
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با توجه به این نکته که مدهای ناپایداری خمشی-پیچشی در اعضای 
جدار نازک تحت بارهای عرضی و محوری حول محورهای متعامد y و z رخ 
می‌دهند، سفتی محوری E11  و مولفه تغییر مکان طولی u0 در تعیین بارهای 
کمانشی قابل تحمل نقشی ندارند ]8-14[. بنابراین، تغییرات انرژی پتانسیل 

حاکم بر پایداری خطی را می‌توان به صورت زیر بیان نمود: 
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در بخش بعدی با استفاده از روش ریتز، به حل معادله‌ی انتگرالی حاصل 
شده، حاکم بر تغییرات انرژی پتانسیل و بدست‌آوردن بار کمانش خمشی-

پیچشی و جانبی-پیچشی می‌پردازیم.

روش رايلی–ريتز -5 
در این بخش از روش رایلی-ریتز برای به‌دست آوردن ظرفیت کمانشی 
استفاده  متغیر  ناودانی  مقطع  با  نازک  جدار  لایه  چند  کامپوزیتی  تیرهای 
تابع  یک  ارتجاعی،  تغییر شکل عضو  برای  تحلیلی  روش  این  در  می‌شود. 
مناسبی فرض می‌شود که شرایط مرزی را ارضا کند و با استفاده از این تابع، 
سیستم با درجه آزادی بی‌نهایت، به سیستمی با درجه آزادی محدود تبدیل 
می‌شود. در این مطالعه، توابع میدان تغییر مکان کلی اعم از زاویه پیچش 
)θ(، جابه‌جایی عمودی )w( و همچنین تغییر شکل جانبی )v( به صورت 

زیر انتخاب می‌شوند:
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, ضرایب نامشخص را نشان   ,  j j ja b c در این عبارات، پارامترهای 
, توابع آزمایشی هستند که به   ,  j j jw v θ می‌دهند، n تعداد جملات و  
شرایط مرزی حاکم بر میدان مسئله بستگی دارند. با جایگذاری توابع شکل 
)63( در معادله انتگرالی )62(، می‌توان تغییرات انرژی پتانسیل را به شکل 

ماتریسی زیر بیان نمود:
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} و }Q{ ماتریس‌های ستونی که درایه‌های آنها به  }d در این معادلات،
[ ]K ترتیب ثابت‌های روش ریتز و مولفه‌های نیرو هستند. در معادله )65(،  

تحلیل  سفتی  ماتریس 
G

K   و   الاستیک  سفتی  ماتریس  دهنده  نشان 
مولفه‌های  پایداری،  تحلیل  زمینه  در  که  است  به‌ذکر  است. لازم  دو  مرتبه 
 0M 
  و   0P 

  این  علاوه‌بر  هستند.  متناسب  اولیه  تنش  با   
G

K  
نیروی محوری و  از  ناشی  از ماتریس‌های سفتی هندسی  به‌ترتیب عبارتند 
( و لنگر پیچشی مرتبه  0

yM بار عرضی شامل اثرات لنگر خمشی داخلی )
دوم )Mt(. مجموعه مولفه‌های غیرصفر ماتریس‌های ساختاری ذکر شده را 

می‌توان به صوت زیر تعریف نمود:
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 [ ] [ ] [ ]0 0  K , P , M و عناصر صفری که در ماتریس‌های مربعی
و ستونی }Q{ ظاهر می‌شوند و به صورت زیر هستند:
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در رابطه )66(، بردارهای ضرایب ریتز به شکل زیر تعریف می‌شوند:
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برای انجام تحلیل پایداری جانبی-پیچشی، ماتریس سفتی هندسی فقط 
قابل  لنگر  یا  و  بارهای  بنابراین  است.  بارگذاری عرضی )P0=0( وابسته  به 
تحمل کمانش جانبی به کمک حل معادله مقدار ویژه و به شکل زیر محاسبه 

می‌شوند:
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هنگامی که عضو غیرمنشوری درنظر گرفته شده فقط تحت بار محوری 
صفرکردن  با   )64( معادله  می‌گیرد،  قرار  مرکزیت  از  خروج  بدون  فشاری 
0 به یک عبارت مقدار ویژه ساده تبدیل می‌شود 

yM عبارات Mt=0 و 0=
زده  تخمین  معادله  این  حل  ازطریق   )Pcr( بحرانی  فشاری  محوری  بار  و 

می‌شود:
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دراین مرحله ذکر این نکته ضروری است که بار محوری واقع در انتهای 
ستون با و یا بدون خروج از مرکزیت باعث می‌شود که مقطع ناودانی دارای 

مد کمانش خمشی-پیچشی باشد.
همچنین، برای استخراج منحنی‌های اندرکنش میان استحکام پایداری 
ناودانی  تیر-ستون  برای  تعیین شده  از پیش  بار محوری  جانبی-پیچشی و 
( و ممان پیچشی مرتبه  0

yM چند لایه، مقادیر لنگر خمشی داخلی اولیه ) 
دوم )Mt( در ابتدا صفر درنظر گرفته می‌شوند )بدون اعمال بارگذاری عرضی( 
و بدین ترتیب با استفاده از رابطه )70( بار کمانش محوری )Pcr( محاسبه 
می‌شود. به دنبال آن، بار کمانش جانبی )qcr( و یا لنگر کمانشی )Mcr( برای 
مقادیر مختلف بارهای محوری اولیه در بازه P0=Pcr )بار محوری فشاری( تا 

P0=-Pcr )بار محوری کششی( محاسبه می‌شوند.
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بارگذاری  پیش  فرض  با   ]P0[ مربعی  ماتریس  دارایه‌های  آن،  در  که 
محوری و با استفاده از رابطه )67( به صورت زیر تعریف می‌شوند:
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و   λ پارامترهای   ،)72( تا   )70( معادلات  در  که  است  توضیح  به  لازم 
}∆{ به ترتیب مقادیر ویژه و بردارهای ویژه مرتبط را نشان می‌دهند.

در این مطالعه، مقاومت کمانشی تیر-ستون غیرمنشوری با مقطع ناودانی 
تحت بارهای محوری و عرضی و یا خمش خالص برای دو شرط تکیه‌گاهی 

گیردار-آزاد و دو سر مفصل انجام می‌شود.
دوران‌ خمشی حول  و  جابه‌جایی  از  گیردار  انتهای  در  مورد طره‌ها،  در 

(0) (0) (0) (0)w w v v′ ′= = = محورهای متعامد y و z ممانعت شده )0=
=0( است  شده  جلوگیری  پیچشی  دوران  و  تابیدگی  از  همچنین   ،)

(. در حالی‌که در انتهای سمت راست )x=L(، انتقال جانبی،  (0) (0)θ θ ′=

دوران خمشی، دوران پیچشی و تابیدگی آزاد می‌باشند و با توجه به رابطه )39(، 
( ) ( ) ( )w L v L Lθ′′ ′′ ′′= = لنگرهای خمشی و پیچشی صفر هستند )0=

(. بنابراین، مد اول جابه‌جایی تحت تغییر مکان عمودی، جانبی و پیچشی را 
به‌صورت زیر می‌توان در نظر گرفت ]33-27[:
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در صورت وجود تکیه‌گاه مفصل واقعی، گشتاورهای خمشی و پیچشی 
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در ابتدا و انتهای عضو صفر هستند. به عبارت دیگر، در هر دو انتهای عضو 
تغییر  و  پیچش  زاویه  بعلاوه،  دارد.  وجود  تابیدگی  و  خمشی  دوران  امکان 
مکان‌های عرضی و جانبی مقید شده‌اند. با توجه به این موارد و بر اساس 

رابطه )39(، شرایط تکیه‌گاهی به صورت زیر تعریف می‌شوند:
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انتهایی، توابع جابجایی به‌صورت زیر درنظر گرفته  تحت چنین شرایط 
می‌شوند ]33-27[:

)76(

(74) 
 

 
1

( ) ( ) ( )
(2 1) x(1 )

2

n

j j j
j

w x v x x
j -a b c cos

L

 
   

 
 

 

(75) 
(0) (0) (0) 0

0
(0) (0) (0) 0

w v
x

w v



  
      

 
( ) ( ) ( ) 0

0
( ) ( ) ( ) 0

w L v L L
x

w L v L L



  
      

 
 

(76) 
 

 
1

( ) ( ) ( )
(2 1) x( )

n

j j j
j

w x v x x
j -a b c sin

L

 
 

 
 

 

 

(77) 100 ANSYS
cr

ANSYS
cr

present
cr

q
qq 

 

�

ذکر این نکته ضروری است که دقت توابع شکل معرفی شده در روابط 
)74( و )76( در مراجع مختلفی ]27-33[ مورد بررسی و اثبات قرار گرفته است.

بحث و بررسی نتایج عددی                                                                                                     -6 
در قسمت قبل، معادله انرژی پتانسیل کلی حاکم بر کمانش ارتجاعی 
تئوری کلاسیک  برمبنای  ناودانی  نیم‌رخ  با  ماهیچه‌ای  تیر-ستون  و خطی 
ولاسو و با فرض درنظر گرفتن تغییر شکل‌های کوچک استخراج و سپس 
این  در  گردید.  ارائه  کمانشی  بحرانی  بار  محاسبه  برای  رایلی-ریتز  روش 
مهم  پارامترهای  تاثیرات  بررسی  منظور  به  جامع  عددی  مثال  یک  بخش، 
ازجمله جنس الیاف، ضرایب باریک‌شوندگی، چینش مختلف لایه‌ها و محل 
اعمال بار محوری فشاری بر ظرفیت مد اول کمانشی تیر-ستون جدار نازک 
غیرمنشوری از جنس کامپوزیت چند لایه ارائه می‌شود. برای این منظور، یک 
تیر کامپوزیتی ماهیچه‌ای با مقطع ناودانی با خواص مکانیکی معرفی شده در 
جدول 1 در نظر گرفته شده است. همچنین جدول 2 چهار چیدمان مختلف 
انتخاب شده برای جان و بال‌ها را ارائه می‌دهد. بال‌ها و جان تیر به ترتیب از 
36 و24 لایه با چیدمان متقارن تشکیل شده‌اند. علاوه‌بر این فرض می‌شود 
که ضخامت هر لایه معادل 0/25 میلی‌متر است و بنابراین کل ضخامت بال 

و جان به ترتیب معادل tf=9 mm و  tw=6 mm است.
مجدداً یادآوری می‌شود که در این پژوهش، ارتفاع جان و پهنای هر دو 
بال به طور همزمان تغییر می‌کنند. با توجه به این موضوع، فرض بر این است 
، از ابتدای تیر در انتهای سمت  Ld ، و ارتفاع جان، Lb که عرض هر دو بال،

جدول 1. خواص مکانیکی لایه‌های کامپوزیتی]6[

Table 1. Mechanical properties of unidirectional ply composites [6]

 [6های کامپوزیتی]: خواص مکانیکی لایه1جدول 
Table 1: Mechanical properties of unidirectional ply composites [6]  

 
)/mDensity(kg 3 23υ 1312 υυ  (GPa)G23 (GPa)GG 1312  (GPa)EE 32  (GPa)E1 جنس الیاف 

 کربن/اپوکسی 080 3/01 07/7 2/4 3/1 7/1 0011
 شیشه/اپوکسی 75 5/5 3/2 2/0 34/1 7/1 0401

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 2. چیدمان‌های مورد نظر برای تیر ناودانی

Table 2. The sequences of lamination of C-section beam
 ناودانیهای مورد نظر برای تیر : چیدمان2جدول 

Table 2: The sequences of lamination of C-section beam 
 

 شماره جان و پایین بال بالا
 90/ 90

s
    60/ 90

s
   1 

 4 345 /0 / 45
s

    645
s

   2 
 4 390/0 / 90

s
    654

s
   3 

 2 345 / 90/0 / 90/ 45
s

    30/ 45 / 90
s

   4 
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انتهای  در   R Ld dβ= و   R Lb bα= به خطی  به‌طور   )x=0( چپ 
تیر در  )x=L( کاهش می‌یابند. که خصوصیات هندسی  تیر  سمت راست 
 ( )R و   ( )L اندیس‌های  با  ترتیب  به  راست  و  چپ  سمت  انتهای 

ارتفاع  بال و  تغییرات پهنای  بنابراین، شیب  نمایش داده می‌شوند. 
تعریف  و   R

L

d
dβ =  R

L

b
bα = صورت به  تیر  طول  در  جان 

می‌شوند. با توجه به کاهش ابعاد مقطع، ضرایب باریک شوندگی در بازه 0/1 
تا یک تغییر می‌کنند. در مثال مورد بررسی در این تحقیق، فرض می‌شود 

Lb که قسمت انتهایی سمت چپ )x=0(، پهنای هر دو بال 70 میلی‌متر )
( است. Ld (، ارتفاع جان تیر 110میلی‌متر )

در این قسمت ابتدا به بررسی درستی و صحت نتایج پرداخته و در ادامه، 
با  پایداری خطی تیر-ستون ماهیچه‌ای کامپوزیتی چند لایه  نتایج تحلیل 
مقطع ناودانی با شرایط مرزی دو سر مفصل و گیردار-آزاد به‌صورت عددی 
پارامترهای  تاثیر  راستا،  این  در  ارائه می‌گردد.  و جدول  نمودار  قالب  در  و 
می‌شود.  ارزیابی  کامل  به‌طور  کمانشی  تحمل  قابل  بار  روی  بر  مختلف 
همچنین، تاثیر پیش‌بارگذاری محوری )فشاری و یا کششی( بر لنگر کمانش 

بحرانی به دقت مورد بررسی قرار می‌گیرد.

روند همگرایی روش رایلی-ریتز-6 -1 
هدف از این قسمت، یافتن تعداد جملات مورد نیاز از تابع تغییر شکل 
برای دستیابی به نتایج همگرا از روش رایلی-ریتز است. به منظور همگرا 
شدن نتایج بار بحرانی به یک مقدار ثابت، تعداد جملات توابع تغییر شکل 
پیشنهادی )خیز جانبی و دوران پیچشی( در چندین مرحله، افزایش می‌یابد. 

جدار- تیر  بحرانی  بار  کمترین  همگرایی  روند   3 جدول  در  ترتیب،  بدین 
افزایش تعداد جملات سری  با  ثابت و متغیر  با مقطع  نازک دو سر مفصل 
) و جان تیر  )  90/ 90

s
مورد مطالعه قرار گرفته است. چیدمان هر دو بال 

همچنین  و  یکنواخت  گسترده  بارگذاری  تحت  تیر  و  می‌باشد   ( )  60/ 90
s

خمش خالص مورد تحلیل پایداری جانبی قرار گرفته است. 
همانطور که از جدول 3 استنباط می‌شود، تعداد 3 جمله برای به‌دست 

آوردن بار بحرانی جانبی کافی است و نتایج همگرا شده‌اند.

صحت‌‌سنجی -6 -2 
پژوهش‌های  در  نشده،  بررسی  حال  به  تا  حاضر  مسئله  که  آن‌جا  از 
دردسترس تجربی و عددی نتایجی به منظور مقایسه وجود ندارد. بنابراین در 
ابتدا به منظور صحه‌گذاری بر روش حل ارائه شده، مسئله برای تیر همگن و 
ایزوتروپ حل و با نتایج موجود در سایر مراجع مقایسه می‌شود. در این راستا، 
بار بحرانی کمانش جانبی-پیچشی تیر دو سر مفصل با مقطع ناودانی تحت 
دو نوع بارگذاری مختلف )خمش خالص و بار گسترده یکنواخت( محاسبه و 
به همراه نتایج تحقیق مراجع ]1[ و ]34[ در جدول 4 نشان داده شده است. 
برای مقایسه نتایج تحلیل پایداری جانبی حاصل از کار حاضر با مقادیر ارائه 
شده در ]34[، لازم است که طول عضو معادل 8 متر، پهنای بال و جان به 
ترتیب 100 و 200 میلی‌متر، همچنین ضخامت دیواره‌ها 5 میلی‌متر در نظر 
گرفته شوند. همچنین، خواص مواد همگن نیز به صورت زیر فرض می‌شوند:

 1 , 0.34E GPa V= =

  
 دو سر مفصل تحت بار عرضی. ناودانی: اولین مد کمانشی استخراج شده از حل تحلیل برای تیر 4شکل 

Fig. 4. The first buckling mode shape extracted from the analytical solution for simply supported C-shaped beam 
under transverse loading. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. منحنی دیسپرژن سرعت فاز لوله فولادی با قطر 220 میلی‌متر 
و ضخامت 4/8 میلی‌متر

Fig. 1. Phase velocity dispersion curves for a steel pipe 
with outer diameter of 220 mm and wall thickness of 

4.8 mm

جدول 3. روند همگرایی بار کمانش جانبی با استفاده از روش رایلی-ریتز 

Table 3. Convergence study of the lateral buckling load using the Rayleigh-Ritz method
 ریتز -: روند همگرایی بار کمانش جانبی با استفاده از روش رایلی3جدول 

Table 3: Convergence study of the lateral buckling load using the Rayleigh-Ritz method 
 

 تعداد جملات
 (kN/mبار گسترده یکنواخت ) (kN.mخمش خالص )

4/1    0/1    0    4/1    0/1    0    

0 222/4 835/5 182/0 802/0 323/2 282/07 
2 202/4 825/5 182/0 004/0 001/2 212/07 
3 202/4 825/5 182/0 004/0 052/2 210/07 
4 202/4 825/5 182/0 004/0 052/2 210/07 
5 202/4 825/5 182/0 004/0 052/2 210/07 
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پژوهش  با  را  خوبی  تطابق   4 جدول  در  آمده  به‌دست  نتایج  مقایسه 
انجام شده توسط بلیچ ]34[ نشان می‌دهد. همانطور که مشهود است، نتایج 
هم‌خوانی بسیار خوبی نیز با روش تحلیلی مبتنی بر بسط سری توانی که در 

مرجع ]1[ معرفی شده، دارند و تفاوت‌ها بسیار ناچیز هستند. 
ارائه شده در  ادامه، به منظور بررسی دقت و درستی روش تحلیلی  در 
جانبی-پیچشی  کمانش  بار  مقادیر  لایه،  چند  کامپوزیتی  اعضای  خصوص 
افزار  نرم  نتایج  با  گیردار-آزاد  و  مفصل  سر  دو  تیر  دو  برای  شده  محاسبه 
اجزاء محدود انسیس مقایسه گردیده‌اند. المان‌های متعددی جهت مدلسازی 
سه‌بعدی سازه‌های کامپوزیتی چند لایه با استفاده از نرم افزار انسیس وجود 
دارد. اما برای تیرهای جدارنازک به علت آنکه نسبت ضخامت به سایر ابعاد 
لایه‌ای  المان  هر  دارد.  ارجحیت  همواره  پوسته  المان  است،  کوچک  بسیار 
و  گره  با هشت   2811 پوسته  المان  از  استفاده  با  جدارنازک  تیر  کامپوزیتی 
به  آزادی  درجات  که  است  شده  مدلسازی  گره  هر  در  آزادی  درجه  شش 
z و چرخش حول  y و ، x ترتیب شامل: جابه‌جایی در امتداد سه راستای 
z است ]36[. در صورت استفاده از این المان، امکان  y و  ، x محورهای 
لایه‌چینی، اختصاص ضخامت و تعریف ویژگی‌های مادی هر لایه به صورت 
جداگانه وجود دارد. شایان ذکر است که تمامی تحلیل‌های انجام شده در نرم 

1  Shell281

از  انجام شده و عضو مورد نظر  تغییر شکل کوچک  با فرض  انسیس  افزار 
(. همچنین تمامی تحلیل‎ها با فرض  > 5

L
L

d تئوری اویلر پیروی می‌کند )
تغییر شکل و دوران کوچک در نرم‌افزار المان محدود انسیس انجام شده‌اند. 
لازم به توضیح است که به منظور مدلسازی تکیه‌گاه مفصلی، تغییر مکان در 
دو امتداد جانبی و عمودی برای تمامی نقاط لبه‌های انتهایی تیر و جابه‌جایی 
به  و  است  گردیده  مقید   )x=0( چپ  سمت  مقطع  جان  مرکز  در  محوری 
منظور مدلسازی تکیه‌گاه گیردار، تمامی شش درجه آزادی گره‌های انتهای 
سمت چپ )x=0( بسته شده است. در تمام اعضای مدل شده در نرم‌افزار 
تا  ارزیابی می‌شود  ابتدا  در  بر همگرایی جواب  المان‌ها  تعداد  تأثیر  انسیس، 
مقدار  یک  به  حاصل  نتایج  و  رسید  مناسب  مدل  یک  به  بتوان  که  زمانی 
تقریبا ثابت همگرا شوند. برای این منظور و با فرض آنکه عضو مدنظر تحت 
بار گسترده یکنواخت در راستای مرکز برش قرار دارد، تعداد المان‌ها درطی 
مراحل مختلف افزایش یافته و همانطور که از شکل 2 مشخص است، برای 
المان‌ها  افزایش تعداد  با   )α β= =1 با مقطع ثابت ) عضو دو سر مفصل 
به بیش از حدود چهار هزار، مقدار بار بحرانی تحت تحلیل پایداری جانبی-

افزایش شیب تغییرات پهنای بال و  با  پیچشی همگرا می‌شود. درحالی که 
ارتفاع جان عضو، تعداد مش بیشتری برای همگرایی نتایج نیاز است که برای 
از  بیش  به  المان‌ها  افزایش  با   )α β= =0/ 6 ( باریک‌شونده  مقطع  با  تیر 

جدول 4. مقایسه بار کمانش جانبی بدست آمده توسط روش ارائه شده با سایر مراجع.

Table 4. Comparison of the lateral buckling load achieved using the present method with other studies. 

ضریب باریک 
 محل اعمال بار شوندگی

 (N.mخمش خالص ) (N/m) بار گسترده یکنواخت
روش 
 حاضر

مرجع 
[0] 

مرجع 
[34] 

روش 
 حاضر

مرجع 
[0] 

روش 
 حاضر

0    
 450/50 453/50 450/50 224/7 281/7 280/7 مرکز برش

 - - - 220/0 207/5 208/5 بال بالا
 - - - 204/01 000/01 002/01 بال پایین

0/1    
 - 405/33 405/33 - 028/4 711/4 مرکز برش

 - - - - 827/3 827/3 بال بالا
 - - - - 702/5 707/5 بال پایین

4/1    
 - 442/25 440/25 - 544/3 543/3 مرکز برش

 - - - - 110/3 118/3 بال بالا
 - - - - 071/4 002/4 بال پایین
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حدود هشت هزار، مقادیر بارهای کمانشی همگرا شده‌اند.
در جدول 5 بار کمانش جانبی به‌دست آمده از روش حاضر برای تیری به 
طول 5 متر و با چیدمان متعامد در بال و جان به ازای ضخامت‌های متفاوت، 
اجزای  و روش  انسیس  افزار  نرم  در  از مدل‌سازی  مقادیر حاصل  به همراه 
محدود ارائه شده در مرجع ]35[ نشان داده شده‌ است. بار گسترده یکنواخت 
شیشه/اپوکسی  جنس  از  لایه‌ها  تمام  و  شده  اعمال  برش  مرکز  امتداد  در 
هستند. علاوه ‌بر این، مقادیر خطای نسبی )∆( مربوط به نتایج روش ریتز 
و مدل انسیس را که با استفاده از عبارت زیر محاسبه می‌شود، در جدول 5 

ارائه شده است.
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با مقایسه نتایج حاصل از مقاله حاضر با مقادیر به‌دست آمده از مرجع 
است.  برخوردار  خوبی  دقت  از  پیشنهادی  روش  که  می‌شود  مشاهده   ]35[
دیواره‌ها  ضخامت  افزایش  با  است  مشخص  جدول  این  از  که  همانطوری 
)بال و جان(، میزان درصد خطا بین روش پیشنهادی و مدل انسیس افزایش 
می‌یابد و دلیل آن این است که در مطالعات انجام شده و روابط توسعه یافته 
برمبنای تئوری ولاسو از تغییر شکل‌های برشی ناشی از خمش و پیچش در 
دیواره‌های مقطع جدار-نازک صرفنظر می‌شود. اما المان پوسته281 در نرم 

 

 

 
 حسب برمرزی دو سر مفصل با شرایط  ناودانیالمان با مقطع : نمودار روند همگرایی بارکمانشی 2شکل 

 .افزایش تعداد المان: )الف( بار کمانش عرضی برای تیر با مقطع ثابت، )ب( بار کمانش عرضی برای تیر با مقطع متغیر 
Fig. 2. Mesh sensitivity test for C-shaped cross-section element subjeceted to simply support end conditions: (a) The 

transverse buckling load of uniform beam, (b) The transverse buckling load of tapered beam. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 2. نمودار روند همگرایی بارکمانشی المان با مقطع ناودانی با شرایط مرزی دو سر مفصل بر حسب
 افزایش تعداد المان: )الف( بار کمانش عرضی برای تیر با مقطع ثابت، )ب( بار کمانش عرضی برای تیر با مقطع متغیر.

Fig. 2. Mesh sensitivity test for C-shaped cross-section element subjeceted to simply support end 
conditions: (a) The transverse buckling load of uniform beam, (b) The transverse buckling load of 

tapered beam.
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افزار انسیس که عموما برای مدلسازی سازه‌های جدار-نازک مورد استفاده 
تقریبا ضخیم  و  نازک  پوسته‌های  برای شبیه‌سازی  مناسب  و  قرار می‌گیرد 
است، توانایی در نظر گرفتن اثرات تغییر شکل‌های برشی را دارد. بنابراین 
که  گرفت  نتیجه  می‌توان   5 جدول  در  شده  ارائه  عددی  نتایج  به  توجه  با 
تئوری ولاسو که به صورت متداول برای استخراج معادلات رفتاری تیرهای 
جدار-نازک مورد استفاده قرار می‌گیرد، برای مقاطعی که در آن نسبت پهنا 

(؛ از دقت قابل  ≥� 10f

f w

b h
t t

به ضخامت دیواره تقریبا بزرگ‌تر از ده باشد )
قبولی برخوردار است. که این استنباط دقیقا مطابق با اصول حاکم بر تئوری 

ولاسو با فرض توزیع پیچش غیریکنواخت است ]23[. 
برای  صحت‌سنجی  شده،  داده  نمایش   7 و   6 جدول  در  که  همانطور 
باریک‌شوندگی  ضرایب  متر،   7 و   5  ،2/4 طول‌های  به  مختلف  تیرهای 
α( و با فرض اعمال بارگذاری یکنواخت  β= = متفاوت )1 و 0/8 و 0/6 

جدول 5. صحت سنجی مقادیر بار کمانش جانبی برای ضخامت‌ها و شرایط تکیه‌گاهی متفاوت

Table 5. Verification of the values of lateral buckling load for different thicknesses and end conditions.
 گاهی متفاوتها و شرایط تکیه: صحت سنجی مقادیر بار کمانش جانبی برای ضخامت5جدول 

Table 5. Verification of the values of lateral buckling load for different thicknesses and end conditions. 
 

ضریب باریک 
 ضخامت بال ضخامت جان شوندگی

 (kN/mبار کمانش جانبی )
 تیر دو سر مفصل آزاد-تیر گیردار

روش 
 (%) [35] انسیس حاضر

روش 
 (%) [35] انسیس حاضر

0    

mm0=wt mm 2=ft 78/323 18/354 05/322 20/00 00/540 41/532 23/540 03/0 
mm5=wt mm 8=ft 15/321 48/288 00/302 24/01 74/430 74/425 21/430 41/0 
mm4=wt mm 7=ft 55/253 2/222 17/254 28/01 22/335 80/330 87/335 22/0 
mm3=wt mm 0=ft 21/023 45/070 23/023 88/2 20/252 21/251 15/253 01/0 
mm2=wt mm 5=ft 05/041 52/028 28/032 37/2 75/080 03/081 14/082 21/1 

0/1    

mm0=wt mm 2=ft 41/203 55/240 03/202 83/0 53/321 24/220 88/321 24/7 
mm5=wt mm 8=ft 52/202 80/022 71/200 32/0 20/250 02/233 15/250 72/7 
mm4=wt mm 7=ft 20/007 50/057 88/007 02/0 15/020 44/077 04/020 07/7 
mm3=wt mm 0=ft 22/020 03/021 40/027 70/5 78/032 55/031 27/041 17/7 
mm2=wt mm 5=ft 01/20 20/80 35/20 32/5 25/20 21/21 83/20 05/0 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

جدول 6. مقایسه بارهای کمانش جانبی و درصد خطای نسبی برای تیر ماهیچه‌ای ناودانی چندلایه تحت بار عرضی با شرایط مرزی دو سر مفصل

Table 6. The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS for laminated com-
posite tapered C-shaped beams subjected to simply supported end conditions.

چندلایه تحت بار عرضی با شرایط مرزی دو سر  ناودانیای خطای نسبی برای تیر ماهیچه مقایسه بارهای کمانش جانبی و درصد :6جدول 
 مفصل

Table 6: The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS for laminated composite 
tapered C-shaped beams subjected to simply supported end conditions. 

 

 (m) طول  
 (N/m) بار کمانش جانبی پیچشی 

crq 
 روش حاضر

crq 
 (%) نسیسا

 
4/2 

0/1 00/3532 87/3070 02/00 
8/1 72/4214 83/4071 5 

0 02/0788 81/0540 08/3 
 
5 

0/1 53/321 24/220 24/7 
8/1 25/408 14/410 3 

0 00/540 41/532 03/0 
 
7 

0/1 54/002 70/014 42/7 
8/1 54/044 48/038 37/4 

0 27/083 20/078 80/2 
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عرضی در امتداد مرکز برش انجام گرفته است. چیدمان استفاده شده برای 
) می‌باشد و جنس تمام  )  60/ 90

s
) و برای جان تیر  )  90/ 90

s
هر دو بال 

لایه‌ها از شیشه/اپوکسی است.
با مشاهده جداول 6 و 7 می‌توان دریافت که نتایج به‌دست آمده با استفاده 
از روش ریتز در مقایسه با روش اجزای محدود انسیس دقت خوبی دارند، به 
طوریکه خطای میانگین حدود ده درصد است. علاوه‌بر این، با افزایش طول 
اعضای مورد تحلیل، المان‌های جدارنازک باریک و لاغرتر به‌‌دست می‌آید و 

در نتیجه، ظرفیت کمانش جانبی-پیچشی به‌شدت کاهش می‌یابد.
درصد  که  می‌شود  مشاهده   7 تا   5 جداول  نتایج  مقایسه  با  همچنین 
خطای نسبی برای تیرهای گیردار-آزاد بیشتر از اعضای دو سر مفصل است؛ 
که دلیل این امر، آزادی در مقابل تابیدگی و دوران پیچشی در انتهای آزاد 
المان است. در چنین شرایطی، لنگر پیچشی حاصل از دو مولفه لنگر سن 
ونان و تابیدگی به شدت افزایش یافته و در نتیجه تنش‌ برشی و متعاقبا تغییر 
شکل‌های برشی در مقطع عضو افزایش چشمگیری می‌یابند. از آنجا که در 
براساس مدل ولاسو مبتنی  این پژوهش روابط رفتاری و میدان جابه‎جایی 
بر تئوری تیر اویلر توسعه یافته‌اند، در آن از تغییر شکل‌های برشی ناشی از 
خمش و پیچش در بال‌ها و جان مقطع صرف‌نظر شده است. البته این روند 
تئوری  بر  حاکم  اصول  به  توجه  با  نسبی  درصد خطای  میزان  در  افزایشی 

ولاسو قابل پیش‌بینی می‌باشد.

شکل 3 وضعیت کمانش یافته تیر جدار نازک کامپوزیتی به طول 2/4 
را  تیر  جان  برای   ( )  60/ 90

s
و  بال‌‌ها  برای   ( )  90/ 90

s
چیدمان  با  متر 

برای دو عضو دو سر مفصل با مقطع ثابت و متغیر و تحت بارگذاری عرضی 
مد  که  می‌دهند  نشان  تصاویر  این  می‌دهد.  نشان  را  برش  مرکز  امتداد  در 
ناپایداری هر دو عضو منشوری و غیرمنشوری به صورت کلی است و هیچ 

گونه کمانش موضعی در بال‌ها و جان مشاهده نمی‌گردد.
مد اول کمانشی ناشی از بارگذاری عرضی برای دو عضو با مقطع ثابت 
و متغیر و به طول 2/4 متر در شکل 4 نشان داده شده است. از این شکل 
رفتار  بر  ملاحظه‌ای  قابل  تاثیر  پیچشی  شکل  تغییر  که  دریافت  می‌توان 
تغییر  به  نسبت  بیشتری  اثرگذاری  به‌طوریکه  دارد،  کمانش جانبی-پیچشی 
شکل خمشی است. همچنین بررسی نمودارهای ترسیم شده نشان می‌دهد 

که شرایط مرزی به خوبی ارضا می‌شوند.

اثر خروج از مرکزیت بار محوری فشاری-6 -3 
محوری  نیروی  مرکزیت  از  خروج  تأثیر  بررسی  به  بخش،  این  در 
فشاری روی بار بحرانی مد اول کمانش خمشی-پیچشی عضو جدار نازک 
غیرمنشوری کامپوزیتی پرداخته شده است. بدین منظور و در مرحله نخست، 
ظرفیت کمانشی عضو ماهیچه‌ای ناودانی برای شرایط مرزی دو سر مفصل 
به طول 2/4 متر در شرایطی که بار فشاری به مرکز سطح، بال بالای مقطع 
سمت چپ و یا راست وارد شود و با فرض آنکه دو پارامتر تغییر ابعاد مقطع 

جدول 7. مقایسه بارهای کمانش جانبی و درصد خطای نسبی برای تیر ماهیچه‌ای ناودانی چندلایه تحت بار عرضی با شرایط مرزی گیردار-آزاد

Table 7. The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS for laminated 
composite tapered C-shaped beams subjected to fixed-free end conditions

-چندلایه تحت بار عرضی با شرایط مرزی گیردار ناودانیای خطای نسبی برای تیر ماهیچه : مقایسه بارهای کمانش جانبی و درصد7جدول 
 آزاد

Table 7: The lateral buckling loads comparison between the present methodology and ANSYS for laminated composite 
tapered C-shaped beams subjected to fixed-free end conditions 

 

 (m) طول  
 (N/m) بار کمانش جانبی پیچشی 

crq 
 روش حاضر

crq 
 (%) نسیسا

 
4/2 

0/1 10/3421 75/2288 43/04 
8/1 04/4280 58/3722 22/04 

0 50/5252 4452 25/07 
 
5 

0/1 41/203 55/240 83/0 
8/1 12/324 42/222 20/8 

0 78/323 18/354 20/00 
 
7 

0/1 03/80 87/81 51/0 
8/1 20/014 72/24 72/01 

0 34/020 32/002 48/02 
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 دو سر مفصل تحت بار ناودانیسازی در نرم افزار انسیس برای تیر : اولین مد کمانشی استخراج شده از شبیه3شکل 

 1)الف( مقطع ثابت عرضی:    6/0، )ب( مقطع متغیر   . 
Fig. 3. The first buckling mode shape obtained through simulation using ANSYS software for 

simply-supported C-shaped beam under transverse loading: (a) uniform beam element 1   , 
(b) double-tapered beam element 0.6   . 

 

 

 

 

 

 

 

 

(b) 

(a) 

شکل 3. اولین مد کمانشی استخراج شده از شبیه‌سازی در نرم افزار انسیس برای تیر ناودانی دو سر مفصل تحت بار عرضی: 
. α β= = α  ، )ب( مقطع متغیر 0/6  β= = )الف( مقطع ثابت 1 

Fig. 3. Mesh sensitivity test for C-shaped cross-section element subjeceted to simply support end 
conditions: (a) The transverse buckling load of uniform beam 1α β= = , (b) The transverse buckling 

load of tapered beam 0.6α β= = .

  
 دو سر مفصل تحت بار عرضی. ناودانی: اولین مد کمانشی استخراج شده از حل تحلیل برای تیر 4شکل 

Fig. 4. The first buckling mode shape extracted from the analytical solution for simply supported C-shaped beam 
under transverse loading. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 4. اولین مد کمانشی استخراج شده از حل تحلیل برای تیر ناودانی دو سر مفصل تحت بار عرضی.

Fig. 4. The first buckling mode shape extracted from the analytical solution for simply supported 
C-shaped beam under transverse loading.
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α( مورد بررسی قرارگرفته است. نتایج برای  β= با یکدیگر برابر باشند )
چینش لایه‌های معرفی شده در جدول 2 و مصالح شیشه/اپوکسی در جدول 

8 نشان داده شده‌اند.
با عنایت به نتایج عددی جدول 8 می‌توان نتیجه گرفت که موقعیت بار 
قابل تحمل کمانشی ستون‌های  بار  بر  توجهی  قابل  تأثیر  فشاری  محوری 
از  دارای خروج  اعمالی  بار  دارد. در شرایطی که  نازک دو سر مفصل  جدار 
مرکزیت است، به دلیل ایجاد لنگر خمشی اولیه، مقدار بار کمانشی نسبت به 
حالت بارگذاری بر روی مرکز سطح کاهش پیدا کرده است. از طرفی با دقت 
بیشتر در نتایج عددی جدول 6 نتیجه می‌شود، ناپایدارترین شرایط مربوط به 
بارگذاری روی بال مقطع سمت چپ )x=0( است. دلیل این امر را می‌توان 
اینگونه توجیه نمود که در سمت چپ ستون مدنظر جان نیم‌رخ حداکثر ارتفاع 
از مرکزیت نیروی  اثر خروج  اولیه بزرگتری در  خود را دارد و لنگر خمشی 
این جدول، چیدمان شماره 2  به  توجه  با  ایجاد می‌شود. همچنین  محوری 
بال  برای   ( )  4 3

45 /0 / 45 بنابراین،  دارد.  را  کمانشی  بیشترین ظرفیت 

] برای جان چیدمان بهینه میان چینش‌های معرفی  ]± 6( 45) بالا و پایین و 
شده در جدول 2 است. 

کامپوزیتی  ناودانی  ماهیچه‌ای  عضو  کمانشی  ظرفیت  قسمت،  این  در 
چندلایه برای شرایط مرزی گیردار-آزاد به طول 2/4 متر در شرایطی که بار 
فشاری به مرکز سطح و بال بالای نیم‌رخ در انتهای آزاد اعمال شود، مورد 
بار مد اول کمانش محوری  تغییرات  بررسی قرارگرفته است. بدین منظور، 
بحرانی ستون گیردار-آزاد کامپوزیتی چند لایه با مقطع جدار نازک ناودانی 
α( برای دو جنس الیاف  β= برحسب پارامتر تغییر ابعاد مقطع با فرض )
در  متفاوت  بارگذاری  حالت  دو  همچنین  شیشه/اپوکسی،  و  کربن/اپوکسی 
شکل 5 رسم شده‌اند. لازم به ذکر است که این نمودارها برای چیدمان شماره 

( ترسیم شده‌اند. [ ]± 6( 45) ) و جان:  )  4 3
45 /0 / 45 2 )هر دو بال: 

نتیجه‌ای که پیش از این با توجه به جدول 6 عنوان شده بود و در این 
نمودار بر آن صحه گذاشته می‌شود آن است که موقعیت بار محوری فشاری 
بر مقاومت کمانشی ستون‌های جدار نازک، به ویژه برای ضرایب تغییر ابعاد 

جدول 8. تأثیر پارامتر باریک شوندگی و موقعیت بارگذاری بر ظرفیت کمانشی ناشی از نیروی محوری )بر حسب  kN ( ستون‌های ماهیچه‌ای 
ناودانی شیشه/اپوکسی با چیدمان‌‌های مختلف با شرایط مرزی دو سر مفصل.

Table 8. The influence of tapering parameter and loading position on the capacity of axial buckling load (kN) 
of simply supported tapered C-shaped columns made of glass/epoxy with different lay-up arrangments.

 

 ایماهیچه هایستون  kN) )بر حسب  ی ناشی از نیروی محوریو موقعیت بارگذاری بر ظرفیت کمانش باریک شوندگیتأثیر پارامتر : 8جدول 
 با شرایط مرزی دو سر مفصل. های مختلفشیشه/اپوکسی با چیدمان ناودانی

Table 8: The influence of tapering parameter and loading position on the capacity of axial buckling load (kN) of simply 
supported tapered C-shaped columns made of glass/epoxy with different lay-up arrangments. 

 

 چیدمان  
 محل اعمال بار فشاری

 بال بالای مقطع کوچک مرکز سطح بال بالای مقطع بزرگ

 1شماره 
0 370/38 733/43 370/38 
75/1 747/22 152/37 801/30 
5/1 238/22 137/32 370/20 

 2شماره 
0 754/07 712/83 754/07 
75/1 222/42 537/50 742/50 
5/1 477/33 785/30 815/35 

 3شماره
0 738/42 387/03 738/42 
75/1 082/37 207/47 300/41 
5/1 544/20 215/30 522/22 

 4شماره 
0 858/51 248/01 858/51 
75/1 573/30 072/40 232/38 
5/1 704/24 810/20 213/20 
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بزرگتر تاثیر دارد. در شرایطی که بار اعمالی دارای خروج از مرکزیت است، 
به دلیل ایجاد لنگر خمشی اولیه، مقدار بار کمانشی نسبت به حالت بارگذاری 
با توجه به شکل 5  پیدا کرده است. همچنین  بر روی مرکز سطح کاهش 
مشخص می‌شود که برای هر مقدار نسبت باریک‌شوندگی، بارهای کمانش 
کربن/ از  کمتر  توجهی  قابل  میزان  به  شیشه/اپوکسی  خمشی-پیچشی 

اپوکسی است.

اثر وجود بار محوری اولیه-6 -4 
بر  محوری  پیش ‌بارگذاری  تأثیر  بررسی  بخش  این  در  اصلی  هدف 
پایداری جانبی تیر-ستون دو سر مفصل ناودانی ماهیچه‌ای کامپوزیتی چند 

 

 

شوندگی: تاثیر انواع مواد آزاد نسبت به ضرایب باریک-گیردار ودانینا: تغییرات بار کمانش محوری ستون 5 شکل
 فشاری  های مختلف بارگذاریبرای موقعیت

Fig. 5. Variations of the axial buckling load of cantilever C-shaped column versus of the tapering 
parameter: effects of different materials and compressive load positions. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 5. تغییرات بار کمانش محوری ستون ناودانی گیردار-آزاد نسبت به ضرایب باریک‌شوندگی: تاثیر انواع مواد برای موقعیت‌های 
مختلف بارگذاری فشاری 

Fig. 5. Variations of the axial buckling load of cantilever C-shaped column versus of the tapering 
parameter: effects of different materials and compressive load positions.

برای  ابتدا  در  نظر  مد  عضو  منظور،  بدین  است.  خالص  تحت خمش  لایه 
( با فرض عدم اعمال لنگر خمشی خارجی  crP محاسبه بار محوری بحرانی )
آن،  دنبال  به  تحلیل کمانش خمشی-پیچشی می‌شود.   ) 0

y tM M= =  0(
لنگر کمانشی قابل تحمل تحت تأثیر مقادیر مختلف بارگذاری محوری اولیه 
محاسبه می‌‌شود. در این مرحله، مجددا تاثیر خروج از مرکزیت بار فشاری بر 

اندرکنش نیروی محوری و لنگر خمشی بحرانی بررسی شده است. 
در شکل 6، تغییرات لنگر خمشی بحرانی که باعث کمانش جانبی تیر-

ستون منشوری ناودانی با الیاف شیشه/اپوکسی می‌شود را هنگامی که تحت 
(، برای دو  0

crP P= = تا 0P پیش‌بارگذاری محوری فشاری است )از0 
محل اعمال بار فشاری و دو چیدمان متفاوت، ترسیم شده است. همینطور، 
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تیر-ستون  برای   7 در شکل   0P برحسب   crM اندرکنش  منحنی‌های 
α ارائه شده و مجددا جنس الیاف مورد استفاده  β= = ماهیچه‌ای با 0/4 

برای لایه‌های کامپوزیتی، شیشه/اپوکسی است.
دو  هر  برای  می‌شود،  مشاهده   )7 و  بالا)6  در شکل‌های  که  همانطور 

تیر-ستون ناودانی چند لایه منشوری و غیرمنشوری و سه موقعیت بارگذاری 
محوری فشاری متفاوت، زمانی که بارگذاری محوری به بار بحرانی خمشی-

بین  از  جانبی  کمانش  برابر  در  مقاومت   ) 0
crP P= ( می‌رسد  پیچشی 

تنهایی  به  وارده  نیروی محوری فشاری  عبارتی  به   .) crM =  0( می‌رود 

 
  با مقطع ثابت تحت دو سر مفصل لایه چند کامپوزیتی ناودانی ستون-تیرلنگر کمانشی : تغییرات 6 شکل

:ارتفاع d:خروج از مرکز بار محوری،eخمش خالص برای دوچیدمان مختلف )بارگذاری محوری فشاری و پیش
 (جان

Fig. 6. Variations of buckling moment for simply supported laminated composite uniform C-
shaped beam-column subjected to pure bending moment and compressive axial preloading for 

two different laminations (e: axial load eccentricity, d: the web height) 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 6. تغییرات لنگر کمانشی تیر-ستون ناودانی کامپوزیتی چند لایه دو سر مفصل با مقطع ثابت تحت  پیش‌بارگذاری محوری فشاری و 
خمش خالص برای دوچیدمان مختلف )e:خروج از مرکز بار محوری،d:ارتفاع جان(

Fig. 6. Variations of buckling moment for simply supported laminated composite uniform C-shaped beam-
column subjected to pure bending moment and compressive axial preloading for two different laminations 

(e: axial load eccentricity, d: the web height)

 
 4/0ای دو سر مفصل )ماهیچهکامپوزیتی چند لایه  ناودانی ستون-تیری کمانش لنگرتغییرات : 7 شکل   )

:خروج از مرکز بار eخمش خالص برای دو چیدمان مختلف )بارگذاری محوری فشاری و یشپ تحت
 (:ارتفاع جانdمحوری،

Fig. 7. Variations of buckling moment for simply supported laminated composite tapered C-
shaped beam-column ( 0.4   ) subjected to pure bending moment and compressive axial 

preloading for two different laminations (e: axial load eccentricity, d: the web height) 
 

 

 

α ( تحت پیش‌بارگذاری  β= = 7. تغییرات لنگر کمانشی تیر-ستون ناودانی کامپوزیتی چند لایه ماهیچه‌ای دو سر مفصل )0/4  شکل 
محوری فشاری و خمش خالص برای دو چیدمان مختلف )e:خروج از مرکز بار محوری،d:ارتفاع جان(

Fig. 7. Variations of buckling moment for simply supported laminated composite tapered C-shaped beam-
column ( 0.4α β= = ) subjected to pure bending moment and compressive axial preloading for two different 

laminations (e: axial load eccentricity, d: the web height)
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منجر به ناپایداری عضو می‌شود.
 به‌طور کلی، تغییر شکل یک المان الاستیک خطی در حضور بار فشاری 
قابل  کاهش  به  منجر  خود  نوبه  به  که  می‌یابد،  افزایش  به‌شدت  محوری 
توجهی در مقادیر سختی اجزای سازه می‌شود و در نتیجه یک عضو ضعیف‌تر 
به‌دست می‌آید. از آنجا که پایداری جانبی تیر با سختی عضو متناسب است، 
بنابراین کاهش قابل‌توجهی در لنگر بحرانی تیر مشاهده می‌شود. از طرفی 
از تمام نمودارها این نکته برداشت می‌شود که با اعمال بار محوری فشاری 
شدت  با  ظرفیت  کاهش  اولیه،  خمشی  لنگر  ایجاد  و  سطح  مرکز  از  خارج 
بیشتری رخ می‌دهد. همان‌طور که پیش‌تر نتیجه‌گیری شد، در مواردی که 
بار محوری  از مرکزیت  بزرگ‌تر است، خروج  باریک شوندگی جان  ضریب 

تأثیر چشمگیرتری روی کاهش بار قابل تحمل کمانشی دارد.
با توجه به نتایج شکل‌های 5 و 6 در ادامه برای دستیابی به بالاترین 
جان و   ، ( )  4 3

45 /0 / 45 بال  دو  )هر  لایه‌ها  چیدمان  بهترین  ظرفیت، 
( درنظرگرفته شده است.  [ ]± 6( 45)

بر  محوری  پیش ‌بارگذاری  تأثیر  بررسی  بخش  این  در  اصلی  هدف 
چند  کامپوزیتی  ماهیچه‌ای  ناودانی  گیردار-آزاد  تیر-ستون  جانبی  پایداری 
محوری  بار  محاسبه  برای  ابتدا  در  نظر  مد  عضو  منظور،  بدین  است.  لایه 
مرحله،  این  در  می‌شود.  خمشی-پیچشی  کمانش  تحلیل   ) crP ( بحرانی 

مجددا تاثیر خروج از مرکزیت بار فشاری بررسی شده است. نتایج ظرفیت 
کمانشی برای یک تیر-ستون ناودانی گیردار-آزاد تحت بارگذاری محوری/

0 (، دو محل مختلف 

cr

P
P ± و 0= ±و 0/2  ±و 0/5  خمشی برای )0/8 

محوری  نیروی  انتهایی و همچنین تیر-ستون با مقطع ثابت اعمال 
α( در جدول 9 نشان داده شده  β= = α( و متغیر )0/4  β= =  1(
است. مصالح مورد استفاده در این مرحله، کربن/اپوکسی است. قابل‌ذکر است 
0  مثبت است و در نتیجه 

 
cr

P
P که درمورد نیروی محوری فشاری، مقادیر

این پارامتر بدون بعد، برای بار کششی منفی است.
محوری،  بارگذاری  موقعیت  دو  هر  برای  می‌رفت،  انتظار  که  همانطور 
شدن  نزدیک  با  می‌دهد.  کاهش  را  خمشی  ظرفیت  فشاری  پیش‌بارگذاری 
نیروی فشاری به بار محوری بحرانی، تغییر شکل کلی عضو چند لایه به‌طور 
قابل ملاحظه‌ای افزایش می‌یابد و در نتیجه، افت شدیدی در لنگر کمانشی 
معادل  فشاری  بار  می‌شود،  9مشاهده  جدول  به  توجه  با  می‌شود.  مشاهده 
P0=0/8 مقدار لنگر کمانشی را نسبت به وقتی که بارگذاری محوری  crP

وجود ندارد )P0=0( در حدود 45٪ کاهش می‌دهد. درحالی که درمورد نیروی 
0

cr

P
P کششی، ظرفیت پایداری جانبی با افزایش پارامتر نیروی محوری )

( به شدت افزایش می‌یابد. به عبارت دیگر، نتایج عددی نشان می‌دهند که 
بارگذاری محوری کششی دارای یک اثر پایدار کننده بر ویژگی‌های کمانش 

جدول 9. لنگر خمشی بحرانی )Mcr برحسب  N.m ( تیر-ستون ناودانی کامپوزیتی گیردار-آزاد برای مقادیر مختلف پیش ‌بارگذاری محوری.

Table 9. Critical bending moment Mcr (N.m) of fixed-free laminated composite C-shaped beam-column for 
different values of axial preloading.

 

 بارگذاری محوری.آزاد برای مقادیر مختلف پیش -گیردارکامپوزیتی  ناودانی ستون-تیر  N.m )برحسب crMبحرانی ) : لنگر خمشی9جدول 
Table 9. Critical bending moment Mcr (N.m) of fixed-free laminated composite C-shaped beam-column for different 

values of axial preloading. 
 

 ایماهیچه ناودانیستون -تیر
 (4/0   ) 

 منشوری ناودانیستون -تیر
 (1   ) 0

cr

P
P

 محل اعمال بار محوری محل اعمال بار محوری 
 بال بالای مقطع انتهای آزاد مرکزسطح بال بالای مقطع انتهای آزاد  مرکز سطح

32/4085 15/4283 51/02015 04/01410 8/1- 
02/4510 14/4214 70/02040 14/01480 0/1- 
11/4302 28/4001 47/00047 52/01540 4/1- 
25/4127 87/3220 24/00002 80/01557 2/1- 
20/3850 20/3850 12/01502 12/01502 1 
12/3574 03/3478 00/2838 25/2322 2/1 
57/3228 33/3138 38/2102 20/7223 4/1 
28/2773 20/2422 15/7204 72/0408 0/1 
42/2180 34/0725 02/0072 12/4220 8/1 
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با موقعیت‌های مختلف  ناودانی کامپوزیتی چند لایه  تیر-ستون‌های  جانبی 
بارگذاری محوری و نسبت‌های باریک‌شوندگی متفاوت است. نتیجه دیگری 
بر آن صحه گذاشته  این جدول  در  و  بود  نیز عنوان شده  این  از  پیش  که 
می‌شود آن است که اعمال بار محوری )فشاری و یا کششی( خارج از مرکز 

سطح، کاهش مقاومت کمانشی را با شدت بیشتری در پی خواهد داشت.

نتایج -6 -5 
هدف اصلی از مطالعه حاضر، بررسی مقاومت کمانش جانبی تیر جدار 
در  می‌باشد.  انتهایی  لنگر  و  محوری  بار  تحت  لایه  چند  کامپوزیتی  نازک 
تیر  کلی  کمانش  بر  حاکم  پتانسیل  انرژی  اول  مرتبه  تغییرات  رابطه  ابتدا، 
جدار نازک ماهیچه‌ای با مقطع ناودانی و از جنس مواد کامپوزیتی براساس 
فرضیه تغییر شکل‌های کوچک و مطابق اصول حاکم بر تئوری ولاسو بدست 
می‌آید. سپس روش ریتز برای تخمین بار کمانش محوری و لنگر انتهایی و 
بر مبنای حل مقادیر ویژه اعمال می‌شود. در نهایت، تأثیر عوامل مهمی مانند 
پیش بارگذاری محوری، خروج از مرکزیت بار محوری فشاری، جنس الیاف، 
چینش لایه‌ها، شرایط مرزی و ضرایب باریک‌شوندگی بال و جان بر مد اول 
کمانشی عضو کامپوزیتی مدنظر بررسی می‌شود. علاوه بر نتایج ذکر شده در 

متن، نکات زیر قابل ارائه است:
• نتایج به ‌دست آمده جهت محاسبه بار کمانش جانبی نیم‌رخ جدار 	

نازک با مقطع متغیر با استفاده از روش ریتز در مقایسه با روش اجزای محدود 
انسیس دقت خوبی دارند.

• با افزایش طول اعضای مورد تحلیل، المان‌های جدار نازک باریک 	
و لاغرتر به‌دست می‌آید و در نتیجه، ظرفیت کمانش جانبی-پیچشی کاهش 

می‌یابد.
• ضرایب 	 مختلف،  تکیه‌گاهی  شرایط  مانند  مهمی  پارامترهای 

بار عرضی، چیدمان  اعمال  الیاف، محل  بال و جان، جنس  باریک‌شوندگی 
مختلف لایه‌ها، زاویه قرارگیری الیاف و حضور بار محوری اولیه بر بار کمانش 

بحرانی تاثیرگذار هستند.
• افزایش همزمان نسبت‌های باریک‌شوندگی بال و جان منجر به 	

افزایش پهنای  با  این است که  امر  این  تیر می‌شود. علت  پایداری  افزایش 
بال و ارتفاع جان نیم‌رخ تیر، مقدار ممان اینرسی حول محور ضعیف، ممان 

اینرسی معادل پیچشی و ضریب تابیدگی افزایش می‌یابند.
• همچنین مشخص شد که میزان تأثیر افزایش پهنای بال نسبت 	

به ارتفاع جان بیشتر است که علت آن را می‌توان در افزایش ممان اینرسی 

تابیدگی عضو  و ضریب  پیچشی  معادل  اینرسی  ممان  حول محور ضعیف، 
جستجو کرد.
• نتایج نشان دادند که با کاهش ضرایب باریک‌شوندگی بال و جان 	

α مقدار ظرفیت کمانشی در حدود  β= = α به 0/1  β= = نیم‌رخ از 1 
80% کاهش می‌یابد.

• قابل 	 میزان  به  شیشه/اپوکسی  کمانش خمشی-پیچشی  بارهای 
توجهی کمتر از کربن/اپوکسی است و این امر به این دلیل است که خواص 

الاستیک کربن/اپوکسی بیشتر از شیشه/اپوکسی می‌باشد.
• خمشی-	 پایداری  ظرفیت  که  دادند  نشان  آمده  دست  به  نتایج 

از جنس شیشه/اپوکسی تقریبا  با بهترین چیدمان و  نادوانی  پیچشی مقطع 
60% کمتر از همان عضو از جنس کربن/اپوکسی است.

• فشاری 	 بار  حضور  در  خطی  الاستیک  المان  یک  شکل  تغییر 
محوری به‌شدت افزایش می‌یابد، که به‌نوبه خود منجر به کاهش قابل توجهی 
در مقادیر سختی اجزای سازه می‌شود و در نتیجه یک عضو ضعیف‌تر به‌دست 

می‌آید.
• P0=0/8 مقدار 	 crP همانطور که مشاهده شد، بار فشاری معادل

 )P0=0( لنگر کمانشی را نسبت به زمانی که بارگذاری محوری وجود ندارد
در حدود 45٪ کاهش می‌دهد.

• همچنین با توجه به نتایج ارائه شده مشاهده شد که با اعمال بار 	
P0=0/4 لنگر خمشی بحرانی تقریبا 10٪ افزایش  crP محوری کششی برابر

می‌یابد.
• لنگر 	 ایجاد  و  از مرکز سطح  بار محوری فشاری خارج  اعمال  با 

در  همچنین  می‌دهد.  رخ  بیشتری  شدت  با  ظرفیت  کاهش  اولیه،  خمشی 
مواردی که ضریب باریک شوندگی جان بزرگ‌تر است، خروج از مرکزیت بار 

محوری تأثیر چشم‌‌گیرتری روی کاهش بار قابل تحمل کمانشی دارد.
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