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بررسي اثرات سطحي بر روي ارتعاشات آزاد پيچشي نانوتيرها

رضا ناظم‌نژاد
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چکیده: در اين مقاله، ارتعاشات آزاد پيچشي نانوتيرها با در نظر گرفتن اثرات سطحي بررسي شده است. بدين منظور، معادله 
حرکت نانوتير با در نظر گرفتن مولفه‌هاي اثرات سطحي با استفاده از اصل هميلتون و بر اساس تئوري الاستيسيته سطحي 
استخراج شده است. سپس معادلات حرکت به ازاي سه شرط مرزي گيردار-گيردار، گيردار-آزاد و آزاد-آزاد به‌صورت تحليلي 
با  نانوتيري  از  نتايج عددي،  به منظور گزارش  است.  آمده  به‌دست  نانوتير  فرکانس‌هاي طبيعي و شکل مودهاي  و  حل شده 
بر  اثرات سطحي  تاثيرگذاري مولفه‌هاي  ميزان  ادامه،  در  استفاده شده است.  آلومينيوم و سيليکون  از جنس  و  دايروي  مقطع 
روي فرکانس‌هاي پيچشي طبيعي نانوتير به ازاي مقادير مختلف براي طول، شعاع و شماره فرکانس نانوتير بررسي شده است. 
هم‌چنين ميزان تاثيرگذاري هر يک از مولفه‌هاي اثرات سطحي بر روي فرکانس‌هاي طبيعي به‌طور جداگانه بررسي شده است. 
يکي از نتايج مهم اين پژوهش اين است که تاثيرگذاري مولفه‌هاي اثرات سطحي بر روي ارتعاشات آزاد پيچشي نانوتيرها کاملا 
اين پژوهش مي‌تواند در طراحي  نتايج  نانوتيرها گزارش شده است مي‌باشد.  آزاد عرضي  ارتعاشات  براي  آنچه که  از  متفاوت 

سيستم‌هاي نانوالکترومکانيکي مانند نانو ياتاقان‌ها و سروو موتورهاي دوار مفيد باشد.
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مقدمه-11
مقايسه نتايج تئوري کلاسيک با نتايج آزمايشگاهي سازه‌هاي نانو مقياس 
از تئوري‌هاي  با استفاده  نشان داده است که رفتار اين سازه‌ها قابل تفسير 
اندازه  اثر  از وجود  ناشي  اين اختلاف  نيست که مهمترين دلايل  کلاسيک 
تئوري‌هاي  اندازه،  اثر  بررسي  منظور  به  است.  اثرات سطحي  مولفه‌هاي  و 
مختلفي پيشنهاد شده است که يکي از پرکاربردترين آنها تئوري الاستيسيته 
غيرمحلي ]1[ است. اين تئوري بيان مي‌کند که تنش در يک نقطه از نانوسازه، 
نه تنها به کرنش در آن نقطه بلکه به کرنش در تمام نقاط جسم بستگي دارد. 
براي بررسي مولفه‌هاي اثرات سطحي نيز تئوري الاستيسيته سطحي ]2, 3[ 
پيشنهاد شده است که در آن سطح جسم به‌عنوان پوسته‌اي دو بعدي مدل 
مي‌شود که به اطراف جسم به گونه‌اي چسبيده است که قابليت لغزش بين 
سطح و حجم جسم وجود ندارد. دليل در نظر گرفتن مولفه‌هاي اثر سطحي 
اين است که در سازه‌هاي نانومقياس، نسبت انرژي ذخيره‌شده در سطح به 
انرژي ذخيره‌شده در حجم قابل‌توجه مي‌شود بطوريکه که نمي‌توان از اين 

انرژي مشابه آنچه براي سازه‌هاي ماکرو انجام مي‌شود صرف‌نظر نمود. 
در بين رفتارهاي مختلف مکانيکي نانو سازه‌ها، تحليل رفتار ديناميکي 
آنها به دليل کاربرد، حساسيت و پيچيدگي بيشتر آن نسبت به ساير رفتارهاي 
مکانيکي، بيشتر مورد توجه بوده است. از طرفي، بيشتر پژوهش‌هاي انجام‌شده 
ارتعاشات  بررسي  به  معطوف  سازه‌ها،  نانو  ديناميکي  رفتار  تحليل  روي  بر 
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عرضي نانوتيرها ]4-8[ و نانو صفحات ]9-11[ بوده است و کمتر پژوهشي 
يافت مي‌شود که به بررسي ارتعاشات پيچشي نانوتيرها پرداخته باشد.

از اولين پژوهش‌هايي که به بررسي اثر اندازه بر رفتار پيچشي نانوتيرها 
و نانوتيوب‌ها پرداخته‌ است مي‌توان به پژوهش لي و همکاران ]12[ اشاره 
با  نانوتيرهاي  ديناميکي  و  استاتيکي  پيچشي  رفتار  پژوهش،  اين  در  نمود. 
مقطع دايروي بر اساس مدل جديدي از تئوري الاستيسيته غيرمحلي بررسي 
شده است. آنها نشان دادند که با افزايش اثر اندازه، جابجايي زاويه‌اي کاهش 
و  ليم  ديگري  پژوهش  در  مي‌يابد.  افزايش  طبيعي  فرکانس‌هاي  اما  يافته 
همکاران ]13[ ارتعاشات آزاد پيچشي نانوتيرهاي با حرکت محوري را با در 
نظر گرفتن اثر اندازه بررسي نمودند. در پژوهش بالا سرعت بحراني استخراج 
شده و نتيجه‌گيري شده است که سرعت بحراني به شدت متاثر از مقدار اثر 
اندازه است. پژوهشي مشابه نيز براي نانوتيوب‌هاي دولايه انجام شده است 
]14[. در اين پژوهش، اثر پيوندهاي واندروالسي به همراه اثر اندازه بر روي 
رفتار ارتعاشات پيچشي نانوتيوب‌ها بررسي شده و نشان داده شده است که 
شکل مودهاي نانوتيوب دولايه‌ي تحت پيچش، شامل شکل مودهاي هم‌فاز 
و ناهم‌فاز است. لويا و همکاران ]15[ نيز علاوه بر در نظر گرفتن اثر اندازه، 
اثرات شدت ترک،  نظر گرفتن  با در  را  تيرهاي ترک‌دار  نانو  پيچشي  رفتار 
محل ترک، شرايط مرزي مختلف و اثر جرم متمرکز مورد تحليل قرار دادند. 
رفتار استاتيکي و ديناميکي پيچشي نانوتيرها در محيط الاستيک نيز توسط 

آردا و آيدوقلو ]16[ مورد توجه قرار گرفته است. 
مروري بر مراجع نشان مي‌دهد که از بين دو عاملي که سبب بروز خطا 
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شده  مقياس‌ها  نانو  براي  آزمايشگاهي  نتايج  و  تئوري کلاسيک  نتايج  بين 
است فقط عامل اثر اندازه بر روي رفتار پيچشي نانو سازه‌ها بررسي شده و 
طبق دانسته‌هاي نويسنده، عامل اثرات سطحي در هيچ مرجعي بررسي نشده 
ارتعاشات  پژوهش  اين  در  اين خلاء،  براي پوشش  و  دليل  به همين  است. 
بدين  مي‌شود.  بررسي  سطحي  اثرات  گرفتن  نظر  در  با  نانوتيرها  پيچشي 
هميلتون  اصل  از  استفاده  با  نانوتير  يک  پيچشي  حرکت  معادلات  منظور، 
لحاظ  مرزي  و شرايط  معادلات حرکت  در  اثرات سطحي  و  استخراج شده 
مي‌شوند. سپس معادلات حرکت به روش تحليلي حل شده و فرکانس‌هاي 
طبيعي نانوتير به ازاي شرايط مرزي مختلف و با در نظر گرفتن اثرات سطحي 

گزارش مي‌شوند.

استخراج معادلات حرکت و شرايط مرزي نانوتير با در نظر -22
گرفتن اثرات سطحي

گرفتن  نظر  در  با  نانوتير  پيچشي  حرکت  معادلات  استخراج  منظور  به 
اثرات سطحي، نانوتيري به طول aaaaaa L و شعاع R در دستگاه مختصات 

x-t-n مدنظر است )شکل 1(.

دستگاه  مبداء  حالت،  اين  )در   P مانند  نقطه‌اي  جابجايي  مولفه‌هاي 
 θ(x,T( اندازه  به  وقتي  نانوتير  از  بگيرد(  قرار   P نقطه  در  بايد  مختصات 
مختصات  دستگاه  محور  سه  راستاي  در  باشد  داشته  زاويه‌اي  جابجايي 

به‌صورت روابط )1(-)3( بيان مي‌شود ]17[:

جابجايي،  مولفه‌هاي  اساس  بر  است.  زمان   T  ،)3(-)1( روابط  در 
مولفه‌هاي کرنش و تنش به ترتيب بصورت روابط )4(-)7( به‌دست مي‌آيند:

مولفه‌هاي کرنش: 	•

مولفه‌هاي تنش: 	•

در رابطه‌ )G ،)6 مدول برشي نانوتير است. تا اين قسمت، تنها مولفه‌هاي 
بايد به‌کار روند، استخراج شده است. در  حجم جسم که در اصل هميلتون 
ادامه، مولفه‌هاي ناشي از سطح که در اصل هميلتون و تشکيل انرژي‌هاي 

جنبشي و پتانسيل موثر مي‌باشند به‌دست خواهد آمد.
در تئوري الاستيسيته سطحي گارتين و مورداك ]2, 3[ رابطه تنش و 

كرنش سطحي به صورت رابطه‌هاي )8( و )9( ارائه شده است:

كه α,β=x,t و علامت‌هاي مثبت و منفي به ترتيب نشان دهنده سطوح 
τ0 بيانگر تنش پسماند سطح 

بالايي و زيرين تشكيل دهنده جسم هستند. ±
 δαβ μ0 ثوابت لامه سطوح فوقاني و زيرين، 

± λ0 و 
± در حالت كرنش صفر، 

uα معرف مولفه‌هاي جابه‌جايي سطوح در راستاي محورهاي 
دلتاي كرونكر و ±

با  براي حالت جسم  زيرين،  و  فوقاني  از سطوح  )منظور  مختصات مي‌باشد 
مقاطع مربع يا مستطيل مي‌باشد(.

از آنجا که نانوتير مورد بررسي همگن است و جنس تمام نقاط نانوتير 

(0≤x≤L)
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شماتیک نانوتیر با اثرات سطحیکشش لکش
Fig. 1. Schematic of nanobeam with surface effects
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نظر  در  با  مي‌شود.  صرف‌نظر  منفي  و  مثبت  علامت‌هاي  از  است  يکسان 
گرفتن مولفه‌هاي جابجايي نانوتير )روابط )1(-)3((، مولفه تنش سطحي غير 

صفر موثر در ارتعاشات پيچشي نانوتير بصورت رابطه )10( به‌دست مي‌آيد:

اکنون که مولفه‌هاي تنش و کرنش حجم و سطح جسم به‌دست آمده‌اند 
حاکم  حرکت  معادلات   ))11( )رابطه  هميلتون  اصل  از  استفاده  با  مي‌توان 

نانوتير و شرايط مرزي را با در نظر گرفتن اثرات سطحي استخراج نمود:

در اصل هميلتون )رابطه )K ، U ))11 و W به ترتيب انرژي پتانسيل، 
انرژي جنبشي و کار خارجي وارد بر نانوتير بوده و به‌صورت روابط )12(-)14( 

بيان مي‌شوند:

با جايگذاري روابط )12(-)14( در رابطه )11( و انجام انتگرالگيري جزء 
به جزء، معادله حاکم و شرايط مرزي به ترتيب به‌صورت روابط )15( و )16( 

حاصل مي‌شود:

که

در رابطه )I0 ،)20 و IP به ترتيب ممان اينرسي جرم نانوتير در واحد طول 
-)15( روابط  از  اينرسي قطبي سطح مقطع هستند. همان‌طور که  و ممان 

مولفه‌هاي  الاستيسيته سطحي،  تئوري  از  استفاده  با  )20( مشاهده مي‌شود 
اثر سطحي در معادله حرکت و شرايط مرزي ظاهر شده‌اند. نکته قابل ذکر 
در اين قسمت اين است که از بين ثوابت لامه )μ و λ(، ثابت لامه μ همان 
مدول برشي مي‌باشد يعني G=μ. بنابراين مي‌توان متغير *)GIP( را به‌صورت 
 τ0 بيان نمود. از طرفي قرار گرفتن مولفه تنش سطحي GIP+2πR3(G0-τ0(

در کنار مولفه مدول برشي سطحي G0، دلالت بر اين دارد که تنش پسماند 
سطحي سبب تغيير خواص مکانيکي سطحي نانوتير مي‌شود ]18[.

حل معادلات حرکت به ازاي شرايط مرزي مختلف-33
بعد از استخراج معادلات حرکت و شرايط مرزي، با حل معادلات فوق 
فرکانس‌هاي طبيعي پيچشي نانوتير با در نظر گرفتن اثرات سطحي به‌دست 
نانوتير  براي  هارمونيک  زاويه‌اي  جابجايي  فرض  با  منظور،  بدين  مي‌آيد. 

به‌صورت رابطه )27(:

معادله حرکت نانوتير بر حسب مکان به‌دست مي‌آيد )رابطه )22((:

که λ=ω/α. حل معادله ديفرانسيل مرتبه دوم )رابطه )22(( رابطه )23( 
را براي جابجايي زاويه‌اي نانوتير نتيجه مي‌دهد:

يافتن ثابت‌هاي A و B نياز به دانستن شرايط مرزي در ابتدا و انتهاي 
شرايط  مي‌شود  بررسي  پژوهش  اين  در  که  مرزي‌اي  شرايط  دارد.  نانوتير 
معادلات هر يک  آزاد-آزاد هستند که  و  گيردار-آزاد  گيردار-گيردار،  مرزي 

بر اساس رابطه )16( به ترتيب به‌صورت روابط )24(-)26( بيان مي‌شوند:

 ،)23( رابطه  در   ))26(–)24( )روابط  مرزي  شرايط  جايگذاري  با  اکنون 
شکل مودها و فرکانس‌هاي طبيعي پيچشي نانوتير با در نظر گرفتن اثرات 

سطحي به ازاي سه شرط مرزي بررسي شده به‌دست مي‌آيد که عبارتند از:

((1)

((1)

((1)

((1)

((1)

((1)

((1)

((1)

((1)
((1)

((2)

((2)

((2)

((2)

((2)

((2)

((2)
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شکل مودها: 	•

فرکانس‌هاي طبيعي: 	•

که …,n=1,2,3. با برابر صفر قرار دادن مولفه‌هاي اثرات سطحي در 
فرکانس‌هاي  براي  که  مي‌شوند  حاصل  روابطي  همان   ،)32(-)30( روابط 

پيچشي تير ماکرو گزارش شده‌اند ]17[.

نتایج -44
بعد از استخراج روابط فرم بسته فرکانس‌های پیچشی نانوتیر با در نظر 
گرفتن اثرات سطحی و به ازای شرایط مرزی مختلف، در این بخش نتایج 
بین  مقایسه‌ای   1 جدول  در  ابتدا  جدید،  نتایج  ارائه  از  پیش  می‌شود.  ارائه 
فرکانس‌های پیچشی نانوتیر بدون در نظر گرفتن اثرات سطحی با آنچه برای 
 G=29 ازای  به  است  شده  گزارش   ]17[ ماکرو  تیر  پیچشی  فرکانس‌های 

GPa و ρ=2700 kg.m-3 انجام شده است. 

جدول 1 نشان می‌دهد که نتایج حاصل از روابط استخراج‌شده در این 
پژوهش دقیقا مشابه با نتایج گزارش‌شده برای تیر ماکرو است. به بیان دیگر، 
جدول 1 تایید می‌کند که روابط استخراج‌شده در این پژوهش، صحیح هستند.

به منظور ارائه نتایج جدید، در ابتدا اثر مولفه‌های سطحی بر روی شکل 
مودهای مربوط به سه شرط مرزی با یکدیگر مقایسه می‌شوند. همان‌طور که 
از روابط )27(-)29( مشاهده می‌شود شکل مودهای پیچشی نانوتیر به ازای 
شرایط مرزی مختلف مستقل از اثرات سطحی هستند. این در حالیست که در 
مرجع ]19[ نشان داده شده است که در ارتعاشات آزاد عرضی نانوتیرها، از بین 
سه شرط مرزی لولا-لولا، گیردار-گیردار و گیردار-آزاد، اثرات سطحی فقط 

بر روی شکل مودهای عرضی نانوتیر با شرط مرزی گیردار-آزاد موثر بوده و 
شکل مودهای نانوتیر با شرایط مرزی لولا-لولا و گیردار-گیردار مستقل از 
اثرات سطحی هستند. از آنجا که مولفه‌های سطحی تاثیری بر روی شکل 
مودهای پیچشی نانوتیرها ندارند در شکل 2، شکل مودهای نانوتیر به ازای 
یکدیگر  با  اثرات سطحی  گرفتن  نظر  در  بدون  و  مختلف  مرزی  سه شرط 

مقایسه شده‌اند.

فرکانس‌های  روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر  بهتر  نمایش  منظور  به 
طبیعی پیچشی نانوتیر، از نسبت فرکانسی بصورت رابطه )33( استفاده شده 
است. رابطه )33( بیان می‌کند که اگر مقدار نسبت فرکانسی بزرگتر از یک 
باشد آن‌گاه تاثیر مولفه‌های سطحی یک تاثیر افزایشی خواهد بود و بالعکس 
مولفه‌های  تاثیر  آن‌گاه  باشد  یک  از  کوچک‌تر  فرکانسی  نسبت  مقدار  اگر 
سطحی یک تاثیر کاهشی خواهد بود و برای نسبت فرکانسی برابر با یک، 

مولفه‌های سطحی تاثیری نخواهند داشت.

((2)

((2)

((2)

((3)

((3)

((3)

مقایسه فرکانس‌های او لو دوم نانوتیر آلومینیومی گیردار-آزاد جدج لودج
حاص لاز پژوهش حاضر با مرجع ]17[

Table 1. Comparison of the first two frequencies of fixed-free nano-
beam made of aluminum obtained in the present study with Ref. [17]

مقایسه لکش مودهای او لپیچشی نانوتیرکشش لکش
Fig. 2. Comparison of the fundamental torsional mode shapes of nanobeam

((3)
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 ،R به شعاع  نانوتیر مورد بررسی دارای سطح مقطع دایروی  هم‌چنین، 
طول L و از جنس‌های آلومینیوم و سیلیکون با خواص مکانیکی داده شده در 
جدول 2 انتخاب شده که خواص مکانیکی سطحی آلومینیوم و سیلیکون در 

جهت کریستالیِ ]100[ هستند.

اولین نکته‌ای که اشاره به آن ضروری است این است که روابط )30( 
فرکانس‌های  روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر  که  می‌دهند  نشان   )32( و 
پیچشی نانوتیر با شرایط مرزی گیردار-گیردار برابر با شرایط مرزی آزاد-آزاد 
تاثیر  باشد  مقیدتر  نانوتیر  مرزی  شرایط  چه  هر  که  حالیست  در  این  است. 
مولفه‌های سطحی بر روی فرکانس‌های عرضی نانوتیر کم‌تر خواهد بود ]20, 
21[. از آنجا که فرکانس‌های پیچشی نانوتیر با شرایط مرزی گیردار-گیردار 
و آزاد-آزاد با یکدیگر برابر هستند در ادامه و به منظور پرهیز از تکرار، فقط 

نتایج شرایط مرزی گیردار-گیردار و گیردار-آزاد ارائه و مقایسه می‌شوند.
فرکانس‌های  روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر   ،4 و   3 جدول‌های  در 
پیچشی نانوتیر به ترتیب به ازای شماره مودها و طول‌های مختلف نانوتیر 
مولفه‌های  اولا  که  می‌شود  مشاهده   4 و   3 جداول  از  است.  شده  بررسی 
سطحی تاثیر کاهشی بر روی فرکانس‌های پیچشی نانوتیر با شرایط مرزی و 
جنس‌های مختلف داشته، ثانیا تاثیر مولفه‌های سطحی بر روی فرکانس‌های 
تاثیر  اندازه  ثالثا  و  بوده  نانوتیر  طول  و  فرکانس  شماره  از  مستقل  طبیعی 
کاهشی مولفه‌های سطحی برای نانوتیر با شرط مرزی گیردار-آزاد برابر با 
شرط مرزی گیردار-گیردار است. این نتیجه به همراه نتیجه به‌دست‌آمده از 
روابط )30( و )32( دلالت بر این دارد که میزان تاثیر مولفه‌های سطحی بر 

روی ارتعاشات آزاد پیچشی نانوتیر با هر گونه شرط مرزی یکسان است.
روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر  برای  به‌دست‌آمده  نتایج  مقایسه  با 
روی  بر  مولفه‌های سطحی  تاثیر  برای  آنچه  با  نانوتیرها  پیچشی  ارتعاشات 

ارتعاشات عرضی نانوتیرها گزارش شده است نکات زیر قابل‌ذکر هستند:
عرضی  فرکانس‌های  روی  بر  افزایشی  تاثیر  سطحی  مولفه‌های  الف( 
نانوتیرها دارند ]4, 5, 11, 20, 22, 23[ در حالیکه آنها دارای تاثیر کاهشی بر 

روی فرکانس‌های پیچشی نانوتیرها هستند.
ب( تاثیر مولفه‌های سطحی بر روی فرکانس‌های پیچشی نانوتیرها به 
ازای تمامی شرایط مرزی یکسان است اما تاثیر مولفه‌های سطحی بر روی 
فرکانس‌های عرضی نانوتیرها وابسته به نوع شرط مرزی است. به این معنی 

که هر چه شرط مرزی نانوتیر محکم‌تر باشد میزان تاثیر مولفه‌های سطحی 
کم‌تر می‌شود ]22[. 

با  نانوتیر،  عرضی  فرکانس‌های  روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر  ج( 
و  کاهش  ابتدا  فرکانس،  افزایش شماره  با  و  افزایش  نانوتیر،  افزایش طول 
مولفه‌های سطحی  تاثیر  که  حالیست  در  این   .]21[ میی‌ابد  افزایش  سپس 
و طول  فرکانس  از شماره  مستقل  نانوتیرها  پیچشی  فرکانس‌های  روی  بر 

نانوتیر است.

فرکانس‌های  روی  بر  مولفه‌های سطحی  تاثیر   3 در شکل  و  ادامه  در 
نمایش داده  برای شعاع آن  ازای مقادیر مختلف  به  نانوتیر  طبیعی پیچشی 
تاثیر  سطحی  مولفه‌های  که  شد  داده  نشان  پیشتر  که  آنجا  از  است.  شده 
نانوتیر با هرگونه شرط مرزی دارند  یکسانی بر روی فرکانس‌های پیچشی 
و اینکه تاثیر آنها مستقل از شماره فرکانس است بنابراین در شکل 3، فقط 
تاثیر مولفه‌های سطحی بر فرکانس اول بررسی شده است که می‌توان نتایج 
آن را برای سایر فرکانس‌ها نیز مورد قبول دانست. شکل 3 علاوه بر اینکه 
اثبات می‌کند تاثیر کاهشی مولفه‌های سطحی بر روی نسبت فرکانسی نانوتیر 
از جنس آلومینیوم بیشتر از سیلیکون است نشان می‌دهد که با افزایش شعاع 
نانوتیر، تاثیر کاهشی مولفه‌های سطحی برای نانوتیر با هر دو جنس آلومینیوم 
و سیلیکون کاهش میی‌ابد. این کاهش تاثیر به این دلیل است که با افزایش 
انرژی ذخیره‌شده در حجم  با  انرژی ذخیره‌شده در سطح در مقایسه  شعاع، 
که  می‌شود  مشاهده   3 شکل  از  هم‌چنین  میی‌ابد.  افزایش  کمتری  نرخ  با 
بیشتر  شیب  دارای  شعاع،  حسب  بر  فرکانسی  نسبت  تغییرات  منحنی‌های 

خواص مکانیکی نانوتیر ازج نس آلومینیوم و سیلیکون جدج لودج
Table 2. Mechanical properties of nanobeam made of aluminum and silicon

تغییرات نسبت فرکانسی به ازایش ماره مودهای مختلفجدج لودج

تغییرات نسبت فرکانسی او لبه ازای طو‌لهای مختلفجدج لودج

Table 3. Variations of frequency ratio for various frequency numbers

Table 4. Variations of the fundamental frequency ratio for various 
nanobeam lengths
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به ازای مقادیر کمتر شعاع بوده و با افزایش شعاع نانوتیر شیب منحنی نیز 
اثرات  به  فرکانسی  وابستگی نسبت  نشان‌دهنده کاهش  کاهش میی‌ابد که 

سطحی است.
بین سه مولفه‌ی  از  پرداخته می‌شود که  نکته  این  بررسی  به  ادامه،  در 
تاثیرگذار هستند  نانوتیرها  آزاد پیچشی  ارتعاشات  سطحی که بر روی رفتار 
کدام یک تاثیرگذاری بیشتری نسبت به دیگری دارد. بدین منظور، در شکل 
4 تغییرات نسبت فرکانسی اول بر حسب شعاع نانوتیر و برای حالتی که تاثیر 
هر یک از مولفه‌های سطحی بصورت جداگانه در نظر گرفته شده باشد رسم 
شده است. شکل 4 نشان می‌دهد که هر سه مولفه اثرات سطحی دارای تاثیر 
کاهشی بر روی فرکانس‌های طبیعی پیچشی هستند اما میزان تاثیرگذاری 

آنها با یکدیگر برابر نیست. هم‌چنین مشاهده می‌شود که از بین سه مولفه 
با دو مولفه دیگر، دارای کم‌ترین  سطحی، مولفه تنش سطحی در مقایسه 
تاثیر کاهشی است و تاثیر کاهشی آن در شعاع‌های بیشتر بسیار ناچیز شده 
به نحوی که می‌توان از تاثیر آن در مقایسه با تاثیر دو مولفه دیگر صرف‌نظر 
نمود. از شکل 4 قابل‌مشاهده است که با اینکه مقدار تنش سطحی نانوتیر 
آلومینیومی اندکی کم‌تر از تنش سطحی نانوتیر سیلیکونی است اثر کاهشی 
اثر کاهشی تنش سطحی  از  نانوتیر آلومینیومی اندکی بیشتر  تنش سطحی 
نانوتیر سیلیکونی است. دلیل این امر را می‌توان اینگونه بیان نمود که تاثیر 
مولفه‌های سطحی نه تنها به مقدار مولفه‌های سطحی بستگی دارد بلکه به 
مقدار خواص مکانیکی حجمی نانوسازه نیز وابسته است. هم‌چنین شکل 4 
نشان می‌دهد که برای نانوتیر سیلیکونی، تاثیر کاهشی ثابت لامه سطحی 
μ0 بیشتر از تاثیر کاهشی چگالی سطحی است اما این در حالیست که برای 

نانوتیر آلومینیومی، تاثیر کاهشی ثابت لامه سطحی μ0 کم‌تر از تاثیر کاهشی 
چگالی سطحی است. نکته پایانی در مورد شکل 4 این است که میزان تاثیر 
کاهشی مولفه‌های سطحی بر روی فرکانس‌های پیچشی، بستگی به جنس 
نانوتیر یا به بیان دیگر بستگی به مقدار خواص مکانیکی حجمی و سطحی 

نانوتیر دارد.
به منظور ارائه نتایج عددی و با این هدف که محققان آتی بتوانند مقادیر 
عددی از این پژوهش در اختیار داشته باشند نتایجی از آنچه که در شکل‌های 
کمی  به‌صورت   5 جدول  در  است  شده  داده  نشان  کیفی  به‌صورت   4 و   3
لیست شده است. نتیجه‌ای که اشاره به آن ضروری به‌نظر می‌رسد این است 
که تاثیر کاهشی مولفه‌های سطحی وقتی همزمان در نظر گرفته شده باشند 
آنهاست وقتی که به‌صورت جداگانه در  تاثیرهای کاهشی  از مجموع  کم‌تر 
نظر گرفته شوند. به بیان دیگر، تاثیر مولفه‌های سطحی از اصل برهم‌نهی 

)جمع آثار( تبعیت نمی‌کند.
در بخش پایانی این مقاله، لازم است به این نکته اشاره شود که تمام 
بحث‌های بالا، با این فرض انجام شده است که وجود تنش پسماند سطحی 
مراجعی  از  بسیاری  در  فرض  این  نشود.  پسماند حجمی  تنش  ایجاد  سبب 
نانوسازه‌ها  مکانیکی  رفتار  روی  بر  سطحی  مولفه‌های  تاثیر  بررسی  به  که 
پرداخته‌اند استفاده شده است. هر چند مراجعی نیز وجود دارند که به تنش 
پسماند حجمی ایجاد‌شده از طرف تنش پسماند سطحی در استخراج معادله 
تاثیر،  این  قبول  با  که  داده‌اند  نشان  و  کرده  توجه  مرزی  شرایط  و  حرکت 
مولفه‌های تنش پسماند سطحی و حجمی اثر یکدیگر را خنثی می‌کنند ]24[. 
در جدول 5، می‌توان  گفته شده  نتایج  و  اشاره شده  توضیحات  به  توجه  با 
تنش  مولفه  تاثیر  نگرفتن  یا  گرفتن  نظر  در  که  نمود  نتیجه‌گیری  اینگونه 
سطحی نمی‌تواند خطای قابل‌توجهی را در نتایج در مقایسه با در نظر نگرفتن 
دو مولفه سطحی تاثیرگذار دیگر ایجاد کند چرا که میزان تاثیر کاهشی آن در 

مقایسه با دیگر مولفه‌های سطحی بسیار کم‌تر است.

تغییرات نسبت فرکانسی بر حسبش عاع نانوتیر با در نظر کشش لکش
گرفتن تمام اثرات سطحی

تغییرات نسبت فرکانسی بر حسبش عاع نانوتیر به ازای در نظر کشش لکش
گرفتن تاثیردج اگانه مولفه‌های سطحی

Fig. 4. Variations of frequency ratio versus the nanobeam radius with 
considering effects of surface parameters separately

Fig. 3. Variations of frequency ratio versus the nanobeam radius with 
considering all surface effects simultaneously
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نتیجه‌گیری-55
اثرات  گرفتن  نظر  در  با  نانوتیرها  پیچشی  آزاد  ارتعاشات  مقاله،  این  در 
آزاد- و  گیردار-آزاد  گیردار-گیردار،  مرزی  شرط  سه  ازای  به  سطحی 

که  می‌دهد  نشان  عددی  نتایج  است.  شده  بررسی  تحلیلی  به‌صورت  آزاد 
مولفه‌های اثرات سطحی دارای تاثیر کاهشی بر روی فرکانس‌های طبیعی 
پیچشی نانوتیر‌ها هستند و میزان تاثیر آنها، مستقل از شماره مود فرکانسی و 
طول نانوتیر است. از طرفی مشاهده شده است که تاثیر مولفه‌های سطحی 
تاثیر  میزان  نانوتیر،  افزایش شعاع  با  بطوریکه  بوده  نانوتیر  به شعاع  وابسته 
کاهشی مولفه‌های سطحی بر روی فرکانس‌های طبیعی کاهش میی‌ابد. بر 
خلاف آنچه که برای مولفه‌های سطحی، تاثیری افزایشی بر روی ارتعاشات 
تاثیر  دارای  نانوتیرها مشاهده شده، مولفه‌های سطحی همواره  آزاد عرضی 
کاهشی بر روی فرکانس‌های طبیعی پیچشی نانوتیرها هستند. نکته پایانی 
که می‌توان به آن اشاره کرد این است که مولفه‌های سطحی، دارای تاثیر 
شرط  هرگونه  با  نانوتیر  طبیعی  فرکانس‌های  روی  بر  یکسانی  کاهشی 
این  کرده  مهم  را  پژوهش  این  نتایج  که  عواملی  از  یکی  است.  مرزی‌ای 
است که برای اثر اندازه، تاثیری کاهشی بر روی هر دو فرکانس‌های عرضی 
و پیچشی گزارش شده است اما مشاهده شده است که مولفه‌های سطحی 
روی  بر  کاهشی  تاثیری  و  عرضی  فرکانس‌های  روی  بر  افزایشی  تاثیری 

فرکانس‌های پیچشی دارند.
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