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ABSTRACT: Weighted essentially non-oscillatory schemes are among the most successful methods 
in numerical solutions to problems involving discontinuities. Since the accuracy of these schemes 
mostly depends on their weights, various methods have been proposed to improve the weights. Although 
some numerical experiments show that the introduced improvements have some drawbacks, there is 
no suitable criterion to show which of them is superior to the others. In this study, we introduce a 
new way of assessing the performance of weighted essentially non-oscillatory schemes: the schemes’ 
performance in the long-time integration. This assessment can show the endurance of the scheme in 
preserving its maximum accuracy, which cannot be identified in a short time. Several methods from the 
literature are considered and is tested for the fifth, seventh, and ninth-order schemes. First, the third- and 
fourth-order Runge-Kutta schemes are used for the time integration. The results show the third- and 
fourth-order Runge-Kutta schemes have a very small effect on the results even for long-time integration. 
In contrast, increasing the order of the spatial accuracy has a significant effect on the accuracy of the 
results. Furthermore, it can be observed that the parameters that have negligible effects on the results in 
the short time have considerable effects on the accuracy of the results in the long time, and choosing a 
proper value for them is crucial to obtain reasonable accurate results.
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1- Introduction
In the field of computational fluid dynamics, high-

order numerical simulation of flows with discontinuities is 
a challenging area. Weighted Essentially Non-Oscillatory 
(WENO) schemes [1-3] are among the most successful 
methods which are widely used. These schemes use a 
weighted linear combination of several lower-order stencils 
where in smooth regions, the combination of the weight forms 
an optimal high-order stencil, and near discontinuities, the 
smoothest stencil is selected, and other stencils are eliminated. 
Because of this, a lot of researchers have investigated these 
methods in more detail. In this regard, Henrik et al. [4] 
found that the accuracy of the method using the weights of 
the original work [2] decreases at critical points (extremum 
points of the function) and the weights combination does not 
form the high-order stencil at these points. They proposed 
a mapping function (WENO-M) to make the weights to get 
closer to their optimal values at critical points. Their work 
caused other improvements to be introduced. Feng et al. [5, 
6] used more stringent criteria for the design of the mapping 
function (WENO-IM). Wang et al. [7] and Vevek et al. [8, 9] 
introduced new mapping functions (WENO-RM and WENO-
AIM) in the form of a rational function. Another solution to 

overcome the problem of reduced accuracy at critical points 
was introduced in [10, 11] (WENO-Z), in which the way of 
defining weights is done differently from [5] and there is no 
need to use mappings. 

Since in most of these improvements, the emphasis was 
on the accuracy of the method at critical points, most of the 
numerical test cases involved smooth initial conditions, and 
the non-oscillatory properties of the schemes were assessed 
only in short time marching. In this work, we introduce a new 
approach to assess the accuracy of the WENO schemes. This 
approach is the performance assessment of the schemes in 
long-time integration. This can determine the ability of the 
method to preserve the maximum accuracy of the results, an 
issue that cannot be determined in a short time. Therefore, this 
approach is a very suitable criterion to examine the quality of 
the designed weights. In this study, we select several methods 
that are more widely used and assess their performance.

2- Methodology
The linear wave equation is
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where u  and f  are the dependent variable and flux 
function, respectively. Also, 1c   is the wave speed. For 
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where the rd  parameters are the optimal weights that 

form a ( 2 1k  )th-order flux and 1210   is a small 
parameter that prevents  division by zero. 

A variety of improvements were proposed in the 
literature which mostly use a mapping function to make 
weights to get closer to their optimal values:  
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where u  and f  are the dependent variable and flux 
function, respectively. Also, 1c =  is the wave speed. For 
WENO schemes, the flux is discretized in the conservative 
form. 
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where 1 2if +  is the flux value at location 1 2ix +  and is 
approximated by a weighted combination of kth-order fluxes 

1 2
r

if + :
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The weights rω  in the original work [2], after extensive 
numerical experiments, are obtained from the smoothness 
indicators rβ  as: 
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3. Results and Discussion 

A periodic initial condition, containing several 
continuous and discontinuous regions, inside the domain 
[-1,1] is considered. The problem consists of a 
combination of Gaussians, a square wave, a sharply 
peaked triangle, and a half ellipse arranged initially from 
left to right [2]. The problem was initialized on a grid of 

200N   and 400N   points. It was run for a 
simulation time of 1000 which corresponds to 500 time 
periods. The fifth-order (WENO5), seventh-order 
(WENO7), and ninth-order (WENO9) schemes are used 
and the time integrations schemes are the third- and 
fourth-order TVD Runge-Kutta schemes. Table 1 shows 
the error for different schemes at 1000t   for both grids. 
The results show increasing the order of the WENO 
schemes, decreases the error. Note that, since the initial 
condition contains a discontinuity, we do expect to 
observe considerable error reduction when we use a finer 
grid. Furthermore, for all the WENO schemes with 
different orders of accuracy, we observe that the WENO-
AIM and WENO-RM methods have the most accurate 
results. 

Table 1: Error for different schemes at t = 1000 

 WENO weights method 
 M IM AIM RM Z 
 N = 200 

WENO5 0.1534 0.1011 0.0997 0.1059 0.1613 
WENO7 0.1569 0.0912 0.0506 0.0557 0.1979 
WENO9 0.0551 0.0406 0.0411 0.0407 0.0824 

 N = 400 
WENO5 0.1547 0.0453 0.0545 0.0507 0.1018 
WENO7 0.1041 0.0416 0.0228 0.0262 0.1397 
WENO9 0.0181 0.0165 0.0159 0.0164 0.0293 

4. Conclusions 

The numerical results showed that the difference between 
the methods becomes considerably visible in long time 
integration. Comparing the time integration schemes 
showed that there is no difference between the results of 
the third- and fourth-order methods, and therefore the 
third-order scheme is suitable for the simulation. 
Furthermore, comparing the order of accuracy of the 
WENO schemes shows that increasing the order of 
accuracy considerably increases the accuracy of the 
results in the long-time simulation. The results also 
showed that the WENO-RM and WENO-AIM methods 
had the most accurate results. 
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considered. The problem consists of a combination of 
Gaussians, a square wave, a sharply peaked triangle, and a half 
ellipse arranged initially from left to right [2]. The problem 
was initialized on a grid of 200N =  and 400N =  points. It 
was run for a simulation time of 1000 which corresponds to 
500 time periods. The fifth-order (WENO5), seventh-order 
(WENO7), and ninth-order (WENO9) schemes are used 
and the time integrations schemes are the third- and fourth-
order TVD Runge-Kutta schemes. Table 1 shows the error 
for different schemes at 1000t =  for both grids. The results 
show increasing the order of the WENO schemes, decreases 
the error. Note that, since the initial condition contains a 
discontinuity, we do expect to observe considerable error 
reduction when we use a finer grid. Furthermore, for all 
the WENO schemes with different orders of accuracy, we 
observe that the WENO-AIM and WENO-RM methods have 
the most accurate results.

4- Conclusions
The numerical results showed that the difference between 

the methods becomes considerably visible in long time 
integration. Comparing the time integration schemes showed 
that there is no difference between the results of the third- and 
fourth-order methods, and therefore the third-order scheme is 
suitable for the simulation. Furthermore, comparing the order 
of accuracy of the WENO schemes shows that increasing the 
order of accuracy considerably increases the accuracy of the 
results in the long-time simulation. The results also showed 
that the WENO-RM and WENO-AIM methods had the most 
accurate results.
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مقایسه روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار در پیمایش زمانی بلند مدت برای معادله موج
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خلاصه: روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار از موفق ترین روش ها در حل عددی مسائل شامل ناپیوستگی ها هستند. از آنجا که 
دقت این روش ها وابسته به وزن های شان است، روش های مختلفی جهت بهبود وزن ها ارائه شده است. برخی آزمایش های عددی 
نشان می دهد که بهبودهای معرفی شده دارای مشکلاتی هستند. با این حال معیار مناسبی برای اینکه کدام یک از این بهبودها نسبت 
به سایرین برتری دارد، وجود ندارد. در این پژوهش زاویه جدیدی برای بررسی عملکرد روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار معرفی 
می کنیم که آن عملکرد روش ها در انتگرال گیری زمانی طولانی مدت است. این بررسی می تواند تاب آوری روش را در حفظ حداکثر 
دقت مشخص نماید. مسأله ای که در کوتاه مدت قابل شناسایی نیست. چندین روش مختلف که برای بهبود وزن ها در مقالات ارائه 
شده اند برای این بررسی در نظر گرفته و هر یک از آنها برای روش های مرتبه پنجم، هفتم و نهم آزموده می شوند. در ابتدا برای 
انتگرال گیری زمانی از دو روش رونگه-کوتای مرتبه سوم و چهارم استفاده می گردد. نتایج نشان می دهد که استفاده از روش های 
رونگه-کوتای مرتبه سوم و مرتبه چهارم تفاوت بسیار ناچیزی در نتایج حتی در طولانی مدت دارد. اما افزایش مرتبه دقت مکانی، 
تأثیر چشمگیری بر دقت نتایج حاصل دارد. همچنین مشاهده می شود پارامترهایی که در کوتاه مدت نقش آنها بسیار ناچیز است، در 
طولانی مدت اثر چشمگیری بر دقت نتایج دارند و انتخاب مقدار مناسب برای آنها جهت به دست آوردن نتایج دقیق ضروری است. 
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مقدمه-  
جریان  بر  حاکم  معادلات  در حل عددي  چالش  دارای  مسائل  از  یکی 
شامل  که  است  جریان هایي  برای  بالا  دقت  با  شبیه سازي  سیالات، 
ناپیوستگي ها، نظیر امواج شوك، هستند. از موفق ترین روش ها که در چهار 
دهه اخیر به مرور توسعه یافته اند، می توان به  روش هاي کاهنده تغییرات کلی1 
]1, 2[، روش هاي ضرورتاً غیرنوساني2 ]3[ و نیز روش هاي ضرورتاً غیرنوساني 
وزن دار3 ]4-6[ اشاره کرد. در این میان روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار 
استفاده  گسترده ای  طور  به  پیاده سازی  در  سادگی  و  بالاتر  دقت  علت  به 
می شوند. این روش ها از ترکیب خطی وزن دار چند روش مرتبه پایین استفاده 
می کنند که در نواحی هموار ترکیب وزنی آنها به حالت بهینه تبدیل می شود 
و یک روش مرتبه بالا ایجاد می نماید و در نواحی شامل ناپیوستگی ترکیب 

1  Total Variation Diminishing schemes (TVD)
2  Essentially Nonoscillatory schemes (ENO)
3  Weighted Essentially Nonoscillatory schemes (WENO)

را حذف  روش ها  سایر  و  را حفظ  پایین  مرتبه  روش  هموارترین  آنها  وزنی 
می کند. به همین علت محققان روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار را با 
جزئیات بیشتری بررسی نموده اند. در این خصوص، هنریک و همکاران ]7[ 
متوجه شدند وزن ها آن طور که در مرجع اصلی ]5[ و با آزمایش هایی عددی 
گسترده، پیشنهاد شده اند، در نقاط بحرانی )نقاط بیشینه و کمینه تابع که آنجا 
مشتق برابر صفر است( با کاهش دقت همراه هستند. در حالی که تابع در این 
نقاط هموار است و باید وزن ها مقادیر بهینه شان را کسب نمایند تا حداکثر 
دقت حاصل گردد. راهکار آنها اعمال یک نگاشت4 بر وزن ها بود )وینو-ام5ِ(. 
در این راهکار وزن های اولیه با استفاده از یک نگاشت )که بایست معیارهای 
مشخصی را ارضاء نماید( به سمت مقادیر بهینه شان سوق داده می شوند تا 
نقاط بحرانی، حاصل شود.  از جمله در  نقاط،  بیشتر  حداکثر دقت روش در 
معرفی  دقت  بهبود  برای  دیگری  نگاشت های  تا  گردید  موجب  راهکار  این 
برای  معیارهای سخت گیرانه تری   ]9  ,8[ و همکاران  فنگ   .]11-8[ گردند 

4  Map
5  WENO-M
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طراحی نگاشت استفاده کردند )وینو-آی ام1ِ(. وَنگ و همکاران ]10[ و ووك 
و همکاران ]11, 12[ نیز نگاشت های جدیدی )وینو-آر ام2ِ و وینو-ایِ آی ام3ِ( 
به صورت یک تابع گویا )کسری( معرفی نمودند. از سوی دیگر با توجه به 
کاهش  برای  تلاشی هایی  نگاشت ها،  از  استفاده  محاسباتی  هزینه  افزایش 
هزینه محاسباتی آنها انجام گردید ]13-17[. به طور ویژه، هُنگ و همکاران 
]13[ برای وینو-امِ، هو و همکاران ]14[ برای وینو-آی امِ و تَنگ و همکاران 
ارائه دادند.  ]16[ برای وینو-ایِ آی امِ روشی برای کاهش هزینه محاسباتی 
یک راهکار دیگر برای رفع مشکل کاهش دقت در نقاط بحرانی در ]18, 19[ 
معرفی گردید )وینو-زِد4( که در آن نحوه تعریف وزن ها متفاوت از ]5[ انجام 
می شود و نیازی به استفاده از نگاشت ها نیست. این راهکار نیز در ]25-20[ 
به نحوهای مختلفی تعمیم و توسعه یافت. در این خصوص، اکَر و همکاران 
]20[ با افزودن یک جمله به روش وینو-زِد روش وینو-زِد-پلاس5 را معرفی 
کردند که سپس این روش را نیز لو و همکاران ]21[ بهبود دادند. راتان و 
همکاران ]22[ روش وینو-زِد را برای بهبود وزن های ]4[ به کار بردند. ونگ 
و همکاران ]23[ با اصلاح روش وینو-زِد برای دقت مرتبه پنجم، دو روش با 
نام های وینو-ای6ِ و وینو-دی7 معرفی کردند. کومار و همکاران ]24[ روش 
مرتبه پنجم وینو-زِد را با حذف اثرات مشتقات دوم در مقایسه نسبت وزن ها 
با  نگاشت ها  از  استفاده  تلفیق  با  نیز   ]25[ و همکاران  تنگ  کردند.  اصلاح 
معرفی  را  وینو-امِ دی9  و  وینو-امِ زِد8  وینو-دی روش های  و  وینو-زِد  روش 

نمودند.
از آنجا که در انواع بهبودهای مختلف صورت گرفته در مقالات، تاکید بر 
دقت نتایج در نقاط بحرانی بوده است، به همین علت محققان بیشتر آزمون ها 
خاصیت  حفظ  از  اطمینان  برای  و  داده اند  انجام  هموار  اولیه  شرایط  با  را 
مدت  کوتاه  در  را صرفاً  ناهموار  اولیه  شرایط  برای  نتایج  دقت  غیرنوسانی، 
بررسی کرده اند. با این حال در بلند مدت نتایج نامطلوبی حاصل می شود که 
به صورت نادر در برخی مقالات ]8-10[ مشاهده شده است. در این پژوهش 
وزن دار  غیرنوسانی  ضرورتاً  روش های  عملکرد  بررسی  برای  جدیدی  زاویه 
معرفی می کنیم که آن عملکرد روش ها در انتگرال گیری زمانی طولانی مدت 

1  WENO-IM
2  WENO-RM
3  WENO-AIM
4  WENO-Z
5  WENO-Z+
6  WENO-A
7  WENO-D
8  WENO-MZ
9  WENO-MD

است. این بررسی می تواند تاب آوری روش را در حفظ حداکثر دقت مشخص 
نماید. مسأله ای که در کوتاه مدت قابل شناسایی نیست. بنابراین بررسی نتایج 
در طولانی مدت می تواند معیار بسیار مناسبی برای سنجش کیفیت وزن های 
طراحی شده باشد. به همین دلیلی در این پژوهش چندین روش را که استفاده 

گسترده تری دارند، انتخاب و عملکردها آنها را بررسی می کنیم. 
و  موج  معادله   2 بخش  در  است:  شرح  این  به  حاضر  مقاله  ساختار 
بهبودهای   3 بخش  در  می نماییم.  معرفی  را  غیرنوسانی  روش های ضرورتاً 
مختلف را همراه با دلایل و نکات شرح می دهیم. در بخش 4 نتایج عددی را 

ارائه می دهیم و در نهایت در بخش 5 نتیجه گیری قرار دارد.

روش های ضرورتاً غیرنوسانی-  
در این بخش روش های ضرورتاً غیرنوسانی را با توجه به مراجع ]5, 6[ 

شرح می دهیم. معادله موج خطی را در نظر می گیریم:
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) متغیر وابسته،  , )u u x t= t مختصه مکان و زمان،  x و  که در آن 
c سرعت موج است. بدون کاسته شدن از کلیت مسأله سرعت  f شار و 
c در نظر می گیریم. حل تحلیلی معادله موج خطی به صورت  موج را  =

زیر است ]26[:
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c به سمت راست است.  که در حقیقت حرکت شرایط اولیه با سرعت 
N زیر  ] یک شبکه عددی با  , ]a b برای گسسته سازی این معادله در بازه 

بازه در نظر می گیریم: 
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اینکه  برای  نمایه مکان و زمان هستند.  ترتیب  به   n i و  که در آن 
خاصیت پایستگی معادله در حالت گسسته نیز حفظ گردد ]27[، یک حجم 
] در نظر گرفته می شود و سپس  , ]i ix x− + 2  2 ix و بازه  کنترل به مرکز 

مشتق مکانی به صورت زیر گسسته می گردد:
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ix است. تقریب شار با درونیابی آن  + 2 if مقدار شار در  + 2 که در آن 
 f ix صورت می گیرد. با استفاده از مقدار  + 2 u حول  با استفاده از مقادیر 
r نقطه سمت  } شامل  }, ,i r i sx x− + ، یعنی نقاط  ix k نقطه حول  در 
k می توان به دست آورد.  s نقطه سمت راست، یک تقریب مرتبه  چپ و 
پایستگی،  و همچنین حفظ خاصیت  نقاط  این  از  استفاده  با  درونیابی  برای 
k به نحوی تعریف می شود که میانگین آن  چندجمله ای درونیاب درجه  −

ju باشد: ]( برابر با  , ]i ix x− + 2  2 ( jx در بازه ای به مرکز 
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if به صورت زیر محاسبه می شود: + 2 در این صورت شار 
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 k r می توان  k≤ ≤ −0 همان طور که مشاهده می شود با انتخاب  
k هستند به دست آورد. در روش های  استنسیل1 مختلف که همگی مرتبه 
k استنسیل هموارترین آنها انتخاب می شود.  غیرنوسانی ]3, 28[ از میان این 
 k −2 شامل   مجموع  در  استنسیل   k این  شامل  مجموعه  که  آنجا  از 
ix می شود، برای استفاده حداکثری از تمام این نقاط روش های  نقطه حول 
غیرنوسانی وزن دار ]4, 5[ معرفی شدند. در این روش ها یک ترکیب خطی از 
تمام استنسیل ها ساخته می شود به گونه ای که در نواحی هموار دقت رابطه 
استنسیلی  ناپیوستگی،  نواحی شامل  در  و  یابد  افزایش   k −2 به   حاصل 

1  Stencil

انتخاب شود که حتی المقدور شامل ناپیوستگی نباشد. رابطه زیر این ترکیب 
خطی وزن دار را نشان می دهد: 
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شایان ذکر است جهت سازگاری، مجموع وزن ها باید برابر یک باشد. در 
rd نمایش داده می شود،  صورتی که مقادیر وزن ها با مقادیر بهینه، که با 
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برای  آنگاه مرتبه خطا  برابر گردد، 
می شود. به طور دقیق تر اگر رابطه زیر برقرار باشد، دقت شار در رابطه )8( به 

k افزایش می یابد.  −2  
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وزن های بهینه برای روش های غیرنوسانی مرتبه سوم تا نهُم به صورت 
زیر هستند:
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rβ انجام می شود: محاسبه وزن ها با تعریف نشانگرهای همواری2 
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2  Smoothness indicators
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این نحوه تعریف نشانگرهای همواری و وزن ها با توجه به آزمایش های 
عددی گسترده پیشنهاد گردیدند ]5[. برای مثال نشانگرهای همواری برای 

روش مرتبه پنجم به صورت زیر است:
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) است. هر چه نوسانات چندجمله ای  )r O xβ = ∆ 2 می توان نشان داد 
و  بزرگ تر   rβ مقدار  باشد،  بیشتر   [ , ]i ix x− + 2  2 بازه  درون   ( )k

rp x

ε نیز یک مقدار ثابت کوچک جهت  rα کوچک تر است. عدد  بنابراین مقدار 
ε به  −=  2 0 جلوگیری از صفر شدن مخرج است که در مقاله حاضر مقدار 
rω برحسب  صورت پیش فرض استفاده شده است. نحوه تعریف وزن های 
rα موجب می شود که مجموع آنها برابر یک شود. جهت اختصار این روش 

را با وینو-جِی اس1ِ نمایش می دهیم.

بهبود وزن ها- 3
بهبودهای مختلفی برای وزن های )11( پیشنهاد گردیده است. هنریک و 
همکاران ]7[ نشان دادند برای این وزن ها رابطه )9( در نقاط بحرانی )نقاطی 
که مشتق تابع صفر است( برقرار نیست و بنابراین وزن ها به اندازه کافی به 
به  نمایند.  را حاصل  بیشینه دقت  نمی توانند  نیستند و  نزدیک  بهینه  مقادیر 
عبارت دیگر دقت روش غیرنوسانی مرتبه پنجم، در نقاط بحرانی به مرتبه 
سوم کاهش می یابد، در حالی که در این نقاط تابع هموار است و باید دقت 
مرتبه پنچم حفظ گردد. به همین منظور یک نگاشت )تابع( برای وزن های 
)11( پیشنهاد کردند )وینو-ام2ِ( طوری که در نقاط بحرانی وزن ها به مقادیر 

بهینه شان نزدیک تر شوند:
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استفاده   rd مقدار  به   rω وزن  کردن  نزدیک تر  جهت   rg نگاشت 

1  WENO-JS
2  در برخی مقالات با WENO-HAP نام گذاری شده است. 

می شود. برای اینکه این نگاشت منجر به برقراری رابطه )9( شود، در طراحی 
آن شرایط زیر اعمال شده اند:
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rd موجب می شود که اگر  دو شرط مربوط به مشتق اول و دوم تابع در 
rd بیشتر  ) به  )r rg ω rd نزدیک باشد، آنگاه مقدار  rω به  مقدار وزن 
نزدیک گردد. البته از آنجا که پس از اعمال نگاشت مجموع وزن ها برابر با 

یک نیست، نیاز است که مجدد ضرایب نرُمال شوند:
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فنگ و همکاران ]9[ رابطه )12( را به صورت کلی تر زیر توسعه دادند 
)وینو-آی امِ( تا انعطاف بیشتری برای بهبود داشته باشند:
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p نیز یک عدد صحیح زوج مثبت است.  A است و  >0 که در آن 
p مجدد نگاشت وینو-امِ )رابطه )12(( حاصل  = 2 A و  برای مقادیر  =
rg تا  می شود. این رابطه اجازه می دهد علاوه بر شرایط )13(، تمام مشتقات 

rd برابر صفر گردد: p در  مرتبه 
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با این حال آزمایش های عددی صورت گرفته در ]9[ صرفاً به روش مرتبه 
p پیشنهاد گردید.  = 2 A/ و  =0 پنجم محدود می شود که مقادیر  
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ناپیوسته  نواحی  در   )13( دادند که شرایط  نشان   ]8[ و همکاران  فنگ 

موجب افزایش وزن استنسیل شامل ناپیوستگی می شود و در نتیجه می تواند 

باعث بروز نوسانات غیرفیزیکی گردد. راهکارهای پیشنهادی آنها را ونگ و 

حقیقت  در  که  کسری(  )توابع  گویا1  نگاشت های  بررسی  با   ]10[ همکاران 

آنها  دادند.  تعمیم  و  ادامه  )وینو-آر امِ(،  است   )15( نگاشت  عمومی تر  حالت 

نگاشت هایی به صورت زیر را بررسی کردند:
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ia طوری انتخاب می شوند که در شرایط زیر صادق  که در آن ضرایب 
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q برابر صفر  p اعدادی زوج و همچنین  ≥ 2 m و  که در آن که 0≤

برای  افزوده شدن شرایط   )13( با شرایط  این شرایط  تفاوت  است.  یا یک 

مشتقات تابع در نقطه صفر و همچنین در نقطه یک است. این شرایط موجب 

rω به صفر )یا یک( نزدیک باشد، آنگاه مقدار  می شود که اگر مقدار وزن 

) به صفر )یا یک( بیشتر نزدیک گردد. آنها با انجام یک مطالعه  )r rg ω

پارامتری، مقادیر زیر را برای روش مرتبه هفتم پیشنهاد دادند:
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افزودند   )15( نگاشت  به  بیشتری  پارامترهای   ]11[ همکاران  و  وِوِك 

)وینو-ایِ آی امِ(: 

1  Rational mapping functions
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باشد، مجدد نگاشت وینو-آی امِ   m و  =  
As = در صورتی که  

را  زیر  مقادیر  پارامتری،  انجام مطالعه  با  آنها  )15(( حاصل می شود.  )رابطه 
برای روش مرتبه هفتم پیشنهاد دادند:
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rα برحسب  یک نوع بهبود دیگر برای وزن های )11( تعریف متفاوت 
rβ است. این روش )وینو-زِد( که نیازی به استفاده از نگاشت ندارد، در ]18, 

19[ معرفی شد.
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kτ سنجیده  −2 rβ با   در حقیقت بزرگی یا کوچکی نشانگرهای همواری 
kτ به صورت زیر است: −2 می شود. تعریف  
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) باشد. در حالی که  )k
k O xτ +
− = ∆ 2

2 این تعریف موجب می شود که  
} است، مقدار  }, ,i r i r ku u− − + −  k نقطه مجموعه  rβ وابسته به مقادیر 

 { }, ,i k i ku u− + + −   k نقطه مجموعه  −2 kτ وابسته به مقادیر   −2  

z خواهد 
r rdα ≈ k است و بنابراین  rτ β−2   است. در نواحی هموار 

 rβ kτ باشد، برای  −2 بود. اما اگر در ناحیه ای یک ناهمواری درون مجموعه  
k خواهد بود و  rτ β−2   هایی که ناهمواری خارج مجموعه آنها است، 
از وزن سایر استنسیل ها  آنها بسیار بزرگ تر  بنابراین وزن استنسیل متناظر 

p پیشنهاد شده است.  = 2 ε و  −=  0 0 می گردد. همچنین مقادیر 
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روش های حاصل از روابط )11(، )12(، )15(، )17(، )20( و )22( جهت 
و  وینو-ایِ آی امِ  وینو-آر امِ،  وینو-آی امِ،  وینو-امِ،  وینو-جِی اسِ،  با  اختصار 

وینو-زِد نمایش می دهیم.

نتایج4عددی-4 
بازه  در  اولیه  شرایط  یک  می شود.  ارائه  عددی  نتایج  بخش  این  در 
با شرایط مرزی متناوب در نظر می گیریم. شرایط مرزی متناوب   [ , ]−  
اجازه می دهد که موج یک مسافت طولانی را بپیماید بدون اینکه نیاز به در 
نظر گرفتن یک ناحیه حل بزرگ باشد و در نتیجه هزینه محاسبات کاهش 

می یابد. شرایط اولیه ترکیبی از چند ناحیه هموار و ناپیوسته است:
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که در آن
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این شرایط اولیه که به صورت یک تابع چند ضابطه ای است )شکل 1(، از 

ضابطه بالا به پایین یا به عبارت دیگر برای نواحی غیر صفر از چپ به راست 

( موجی به شکل تابع گاوسی، مربعی، مثلثی و بیضوی ایجاد  x )روی محور 

می کند. این تابع در ]5[ معرفی گردید و پس از آن در بسیاری از مطالعات 

به  ناپیوستگی ها،  تسخیر  برای  عددی  روش های  توسعه  در  گرفته  صورت 

عنوان یک آزمون در نظر گرفته شده است که از آن جمله می توان به مراجع 

]9, 14-16, 18, 19[ اشاره نمود. هر یک از موج ها نقاطی دارند که بررسی 

عملکرد روش های عددی برای آن نقاط مهم است. موج مربعی در دو سمت 

دارای ناپیوستگی است که مهم ترین ناحیه برای بررسی عملکرد روش های 

غیرنوسانی است. موج مثلثی در همه نقاط پیوسته است اما در دو سمت و در 

وسط دارای سه شکستگی است. به عبارت دیگر در این سه نقطه تابع پیوسته 

است، ولی مشتق پذیر نیست. تابع بیضوی نیز در دو انتهای خود دارای دو 

از  از آنها، مشتق تابع از یک سمت برابر صفر و  نقطه است که در هریک 

سمت دیگر بینهایت است. برای مثال در انتهای سمت چپ، مشتق چپ برابر 

صفر و مشتق سمت راست نامتناهی است. همچنین در وسط بازه نیز تابع 

دارای یک نقطه بحرانی )یک بیشینه( است که مقدار مشتق در آنجا صفر 

است. موج گاوسی نیز در تمام نقاط )از جمله در دو نقطه انتهایی( پیوسته و 

از هر مرتبه ای دارای مشتق است و همچنین در وسط بازه دارای یک بیشینه 

است که مقدار مشتق در آن برابر صفر است. 

در  بنابراین  است.   T = 2 حل  تناوب  دوره  بازه،  طول  به  توجه  با 

T باشند، پاسخ مسأله با شرایط اولیه یکسان  زمان هایی که مضرب صحیح 

اعمال  برای  است.  تناوبی  مرزی  شرایط  دو سمت  در  مرزی  شرایط  است. 

شرایط مرزی تناوبی از روش نقاط مجازی استفاده شده است. در این روش 

در هر مرز به تعداد لازم )وابسته به رابطه تفاضل محدود( نقاط مجازی خارج 

]( در نظر گرفته می شود تا در رابطه تفاضل  , از ناحیه حل )خارج از بازه   −[

محدود نقاط مرزی و نزدیک به مرز بتوان از آنها استفاده نمود. مقادیر نقاط 

مجازی پیش از شروع هر مرحله پیمایش زمانی، با استفاده از شرط تناوب به 

روز رسانی می گردد: 
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قوی  حافظ  رونگه-کوتای  روش های  از  زمانی  انتگرال گیری  برای 
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پایداری1 مرتبه سوم و چهارم استفاده می کنیم ]29[. برای مقایسه روش های 
مختلف نرُم خطا را در نظر می گیریم.
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همچنین برای مقایسه نتایج، نرُم خطا در نواحی مختلف را نیز محاسبه 
می نماییم. از آنجا که عرض بازه هر موج برابر 0٫2 است، برای هر موج یک 
بازه به عرض 0٫4 و به مرکزیت آن موج در نظر می گیریم. در این صورت 
جموع فوق تنها برای نقاطی محاسبه می شود که درون بازه باشند و مقدار 

N هم با تعداد نقاط درون بازه جایگزین می گردد. 

∆x/ )معادل 200  =0 005 0/ و  0 ∆ =x دو گام مکانی متفاوت 
و 400 بازه( در نظر گرفته می شود و سپس گام زمانی برحسب گام مکانی و 

1  Strong stability preserving

عدد کورانت2 محاسبه می شود:

(28) (28) CFLt x    

 

 

 

و   t = 6 زمان های  در  را  نتایج  پنجم  مرتبه  روش  برای   2 شکل 

t نمایش می دهد که به ترتیب معادل 3 و 500 برابر دوره تناوب  = 000

هستند. نتایج برای دو روش رونگه-کوتای مرتبه سوم و چهارم و عدد کورانت 

مشاهده  است.  شده  مقایسه  خطا  نرُم   1 جدول  در  است.  شده  ارائه   /0  

t تا  = 6 می شود تفاوت قابل ملاحظه ای بین دو روش وجود ندارد. در زمان 

t اختلاف  سه رقم مقادیر خطای دو روش یکسان است و در زمان 000 =

t مشاهده می شود  = 000 مقادیر کمتر از 0٫1 درصد است. همچنین در 

اینکه هر دو روش  به  توجه  با  و  فاصله گرفته اند  از حل دقیق  بسیار  نتایج 

از مرتبه دقت  نتایج یکسانی دارند، لذا این کاهش دقت ناشی  رونگه -کوتا 
2  Courant–Friedrichs–Lewy (CFL) number

 
  اولیه شرایط:  1 شکل

Fig. 1: Initial conditions 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 1. شرایط اولیه 

Fig. 1. Initial conditions
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جدول 1. مقایسه نرُم خطای برای روش های رونگه-کوتای مرتبه سوم و چهارم

Table 1. Error norm comparison for the third- and fourth-order Runge-Kutta schemes
 ممرتبه سوم و چهار یکوتا-رونگه های: مقایسه نُرم خطای برای روش1جدول 

Table 1: Error norm comparison for the third- and fourth-order Runge-Kutta schemes 

 t  6 t 1000 
 مرتبه چهارم مرتبه سوم مرتبه چهارم مرتبه سوم 

 0٫0280 0٫0262 0٫0408 0٫0408 کل بازه
 0٫0420 0٫0422 0٫0446 0٫0446 موج گاوسی
 0٫4044 0٫4000 0٫7046 0٫7046 موج مربعی
 0٫0640 0٫0642 0٫0780 0٫0780 موج مثلثی

 0٫4443 0٫4444 0٫0422 0٫0422 موج بیضوی
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
tدر  کوتای مرتبه سوم و چهارم-های رونگهروشمقایسه :  2 شکل  tو  6 1000 

1000t and  6t Kutta schemes at -order Runge-and fourth -Comparison of the third: 2Fig.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 t t و 000 = = 6 شکل 2. مقایسه روش های رونگه-کوتای مرتبه سوم و چهارم در

Fig. 2. Comparison of the third- and fourth-order Runge-Kutta schemes at 6t =   and 1000t =  
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زمانی نمی تواند باشد. به همین علت سایر نتایج صرفاً با روش رونگه-کوتای 
مرتبه سوم ارائه می گردد.

شکل 3 مقایسه بین روش های مرتبه پنجم، هفتم و نهم و جدول 2 نرُم 
t مشاهده می شود که در ناپیوستگی ها و  = 6 خطا را نمایش می دهد. در 
همین طور در شکستگی ها به طور کلی با افزایش مرتبه، دقت نتایج بیشتر 
نرُم خطا  مقادیر  ندارند.  تفاوت چشمگیری  نتایج  نواحی  در سایر  و  می شود 
نشان می دهد که بیشترین خطا مربوط به ناحیه موج مربعی است که حتی 
با افزایش مرتبه دقت روش کاهش کمی در مقدار خطا رُخ داده است. برای 
موج بیضوی نیز همین امر مشاهده می شود که افزایش مرتبه کاهش کمی در 
خطای ایجاد می کند. برای موج  مثلثی نسبت خطای روش های مرتبه هفتم 
و نهم به خطای روش پنجم به ترتیب حدود 0٫75 و 0٫44 است. برای موج  

گاوسی نیز این نسبت ها به ترتیب برابر 0٫21 و 0٫08 است. 
t در نگاه اول نشان می دهد که  t و 000 = = 6 مقایسه نتایج زمان 
مقدار خطای هر یک از روش ها به طور چشمگیری افزایش یافته اند. همچنین 
مشاهده می شود که افزایش مرتبه دقت روش، نقش مهمی در کاهش قابل 
ملاحظه  خطا دارد. افزایش خطا در مقایسه بین این دو زمان بیشتر ناشی از 
اتلاف عددی است که با افزایش مرتبه دقت روش کاهش می یابد. همچنین 
پنجم،  مرتبه  روش های  دقت  ناپیوستگی ها  در  که  باشیم  داشته  توجه  باید 
هفتم و نهم به ترتیب به مرتبه سوم، چهارم و پنجم کاهش می یابد و لذا 

نحوه محاسبه وزن ها در نواحی مختلف بسیار بر دقت نتایج اثر دارد. مقادیر 
بیشترین خطا   t = 000 برای زمان  خطا در جدول 2 نشان می دهد که 

مربوط به موج مربعی است. 
پنجم  مرتبه  روش  برای  را  مختلف  وزن های  از  حاصل  نتایج   4 شکل 
برای دو شبکه با 200 و 400 بازه نشان می دهد. مقادیر خطا نیز در جدول 
وزن ها  بهبود  که  می شود  مشاهده  شبکه 200  برای  است.  گزارش شده   3
نسبت به وینو-جِی اسِ )در شکل 3( دقت نتایج را افزایش داده است. البته 
برای تمام وزن ها ناحیه مربعی مشابه یک موج سینوسی شده است. همچنین 
قله نواحی گاوسی و مثلثی به شدت افُت داشته اند. این افت شدید ناشی از 
اتلاف عددی است. از آنجا اتلاف عددی برای نواحی با فرکانس بالا شدیدتر 
از سایر نواحی است. دقت روش  بنابراین افت این دو ناحیه شدیدتر  است، 
بسیار کاهش   )3 )در شکل  وینو-جِی اسِ  گاوسی همانند  ناحیه  در  وینو-امِ 
روش ها  سایر  بر خلاف  که  می شود  وینو-ایِ آی امِ  روش  برای  است.  یافته 
/ حالت مسطح خود را حفظ کرده است.  , / , /x = −0 5 0 3 0 7 در نواحی 
روش وینو-زِد در ناحیه بیضوی کمترین دقت را دارد )در بخش  4-2- بررسی 
خواهد شد(. مقایسه نتایج شبکه 400 با شبکه 200 نشان می دهد که دقت 
 iu =0 نتایج در تمام نواحی، از جمله در نواحی بین موج ها که مقدار دقیق 
ناحیه  در  وینو-امِ  نتایج روش  این گزاره  استثناء  است.  یافته  افزایش  است، 

موج های بیضوی و مثلثی است که دقت نتایج کاهش یافته است. 

جدول 2. مقایسه نرُم خطای برای روش های مرتبه پنجم، هفتم و نهم

Table 2. Error norm comparison for the fifth-, seventh- and ninth-order schemes

 

 های مرتبه پنجم، هفتم و نهم: مقایسه نُرم خطای برای روش2جدول 
Table 2: Error norm comparison for the fifth-, seventh- and ninth-order schemes 

  t  6   t 1000  
 نهممرتبه  هفتممرتبه  مرتبه پنجم نهممرتبه  مهفتمرتبه  مرتبه پنجم 

 0٫0263 0٫7622 0٫0262 0٫0732 0٫0028 0٫0408 کل بازه
 0٫0302 0٫7207 0٫0422 0٫0042 0٫0034 0٫0446 موج گاوسی
 0٫7404 0٫4022 0٫4000 0٫0232 0٫0603 0٫7046 موج مربعی
 0٫0483 0٫7242 0٫0642 0٫0080 0٫0748 0٫0780 موج مثلثی

 0٫0626 0٫0264 0٫4444 0٫0043 0٫0472 0٫0422 موج بیضوی
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t در نهم و هفتم پنجم، مرتبه هایروش مقایسه:  3 شکل  t و 6 1000 

1000t and  6t order schemes at -and ninth -, seventh-Comparison of the fifth: 3Fig.  

 

 t t و 000 = = 6 شکل 3. مقایسه روش های مرتبه پنجم، هفتم و نهم در 

Fig. 3. Comparison of the fifth-, seventh- and ninth-order schemes at 6t =   and 1000t =  
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t در پنجم مرتبه روش برای مختلف هایوزن مقایسه:  4 شکل 1000 

1000t order scheme at -Comparison of different weights for the fifth: 4Fig.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 t شکل  . مقایسه وزن های مختلف برای روش مرتبه پنجم در  000 =

Fig. 4.  Comparison of different weights for the fifth-order scheme at 1000t =  
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شکل 5 نتایج حاصل از وزن های مختلف و جدول 4 نرُم خطا را در نواحی 
مختلف برای روش مرتبه هفتم نشان می دهد. غیر از روش وینو-زِد دقت 
سایر روش ها با افزایش مرتبه )در مقایسه با شکل 4( افزایش یافته است و 
شکل ناحیه مربعی را تا حدودی حفظ کرده اند. دو روش وینو-آرامِ و وینو-

ایِ آی امِ شکل نواحی بیضوی، مثلثی و گاوسی را با دقت بیشتری نسبت به 
سایر روش ها حفظ کرده اند. شایان ذکر است این دو روش همان طور که در 
شرح روابط )19( و )21( گفته شد، برای روش مرتبه هفتم تنظیم شده اند. 
همچنین مشاهده می شود که روش وینو-ایِ آی امِ در نزدیکی ناپیوستگی ها و 
شکستگی ها برخلاف روش وینو-آرامِ فرورفت ندارد؛ اما ارتفاع موج بیضوی 
بین موج ها، روش های وینو-امِ و وینو-زِد  نواحی  افزایش داده است. در  را 
کمترین دقت را دارند که البته برای شبکه 400 مقدار خطا کمتر شده است. 
از سوی دیگر برای شبکه 400 هرچند خطای روش های وینو-آی امِ و وینو-

آرامِ کاهش یافته است، اما در بالای ناحیه مربعی یک فرارفت ایجاد شده 
است. نتایج روش وینو-ایِ آی امِ فرارفت یا فروفت ندارد؛ اما  قله موج بیضوی 
نشان  بازه  کل  در  شبکه  دو  برای  خطا  مقادیر  مقایسه  است.  شده  مسطح 
می دهد که خطا برای روش های وینو-آی امِ ، وینو-ایِ آی امِ و وینو-آرامِ 50 
کاهش خطای  درصد  دیگر  روش  دو  برای  ولی  است؛  یافته  کاهش  درصد 
حدود 30 است. این مقادیر برای بازه های هر یک از موج ها نیز تا حدودی 

صادق است. 

شکل 6 نتایج حاصل از وزن های مختلف و جدول 5  مقادیر خطای آنها 
را برای روش مرتبه نهم نشان می دهد. در مقایسه با روش مرتبه هفتم )شکل 
5( دقت نتایج مطابق انتظار بیشتر است. برای شبکه 200 سه روش وینو-

آی امِ ، وینو-آرامِ و وینو-ایِ آی امِ نتایج مشابهی دارند و در نواحی بیضوی، 
و  ناپیوستگی ها  حول  حال  این  با  اما  دارند.  مناسبی  دقت  گاوسی  و  مثلثی 
شکستگی ها دارای فرورفت و فرارفت هستند. برای شبکه 400 در قله های 
موج گاوسی و مثلثی تمام روش ها نتایج مشابهی دارند. در دامنه موج گاوسی 
تنها روش وینو-زِد دقت مناسبی ندارد. برای موج بیضوی نیز غیر از روش 
جدول  در  خطا  مقادیر  و  است  یکدیگر  مشابه  روش ها  سایر  نتایج  وینو-زِد 
نیز مؤید همین است. مقایسه مقادیر خطا برای دو شبکه در کل بازه نشان 
می دهد که خطا برای تمامی روش ها بین 60 تا 70 درصد کاهش یافته است. 
برای موج بیضوی و مثلثی نیز همین میزان کاهش خطا مشاهده می شود. 
برای ناحیه موج گاوسی درصد کاهش خطای بسیار زیاد است طوری که برای 

روش وینو-زِد حدود 85 درصد و برای سایر روش حدود 95 است. 

  -  -ε اثر پارامتر 
ε که در رابطه )11( نقش جلوگیری از صفر  در این قسمت اثر پارامتر 
استفاده شده   ε −= 6 0 ]5[ مقدار  بررسی می شود. در  دارد،  شدن مخرج 
به  در  پارامتر  این  اهمیت  پنجم  مرتبه  وینو-امِ  روش  برای   ]7[ در  است. 

 t جدول 3. خطای وزن های مختلف برای روش مرتبه پنجم در 000 =

Table 3. Error of different weights for the fifth-order scheme at 1000t =

tهای مختلف برای روش مرتبه پنجم در : خطای وزن3جدول  1000 
1000t order scheme at -r of different weights for the fifthTable 3: Erro 

 N  200 N  400 
 زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم 

 0٫7078 0٫0206 0٫0242 0٫0424 0٫7246 0٫7274 0٫7023 0٫0336 0٫7077 0٫7244 کل بازه
 0٫7004 0٫0204 0٫0234 0٫0487 0٫7444 0٫7206 0٫7478 0٫7464 0٫7420 0٫0728 موج گاوسی
 0٫7344 0٫7723 0٫7424 0٫7033 0٫7604 0٫0682 0٫7670 0٫7606 0٫7672 0٫0624 موج مربعی
 0٫0847 0٫0784 0٫0020 0٫0760 0٫7232 0٫7437 0٫7024 0٫0300 0٫7074 0٫7708 موج مثلثی

 0٫7020 0٫0244 0٫0203 0٫0204 0٫0846 0٫0077 0٫0366 0٫0302 0٫0347 0٫7228 موج بیضوی
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t در هفتم مرتبه روش برای مختلف هایوزن مقایسه:  5 شکل 1000 

1000t order scheme at -Comparison of different weights for the seventh: 5Fig.  

 

 

 

 

 

 

 t شکل 5. مقایسه وزن های مختلف برای روش مرتبه هفتم در 000 =

Fig. 5. Comparison of different weights for the seventh-order scheme at 1000t =  

 t جدول  . خطای وزن های مختلف برای روش مرتبه هفتم در  000 =

Table 4. Error of different weights for the seventh-order scheme at 1000t =
tهای مختلف برای روش مرتبه هفتم در : خطای وزن4جدول  1000 

 1000t order scheme at -Table 4: Error of different weights for the seventh 

 N  200 N  400 
 زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم 

 0٫7436 0٫0020 0٫0008 0٫0472 0٫7047 0٫7363 0٫0226 0٫0202 0٫0370 0٫7223 کل بازه
 0٫7002 0٫0702 0٫0706 0٫0482 0٫7034 0٫7804 0٫0602 0٫0220 0٫0370 0٫7423 موج گاوسی
 0٫0244 0٫0644 0٫0208 0٫0376 0٫7328 0٫4284 0٫7022 0٫7728 0٫7240 0٫0242 موج مربعی
 0٫7472 0٫0744 0٫0773 0٫0726 0٫0242 0٫7276 0٫0000 0٫0724 0٫0400 0٫7040 موج مثلثی

 0٫7846 0٫0036 0٫0063 0٫0202 0٫7484 0٫0282 0٫0220 0٫0206 0٫7244 0٫0243 موج بیضوی
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tهای مختلف برای روش مرتبه نهم در : مقایسه وزن 6 شکل 1000 

1000t order scheme at -Comparison of different weights for the ninth: 6Fig.  

 

 

 

 

 

 

 

 t شکل 6. مقایسه وزن های مختلف برای روش مرتبه نهم در  000 =

Fig. 6. Comparison of different weights for the ninth-order scheme at 1000t =  

 t جدول 5. خطای وزن های مختلف برای روش مرتبه نهم در  000 =

Table 5. Error of different weights for the ninth-order scheme at 1000t =

 

tهای مختلف برای روش مرتبه نهم در : خطای وزن5جدول  1000 
1000t order scheme at -Table 5: Error of different weights for the ninth 

 N  200 N  400 
 زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم زِد آراِم اِمآیاِی اِمآی اِم 

 0٫0034 0٫0724 0٫0723 0٫0722 0٫0787 0٫0804 0٫0406 0٫0477 0٫0402 0٫0227 کل بازه
 0٫0770 0٫0078 0٫0070 0٫0073 0٫0006 0٫0673 0٫0434 0٫0408 0٫0434 0٫0483 موج گاوسی
 0٫0877 0٫0228 0٫0244 0٫0227 0٫0263 0٫7420 0٫0332 0٫0332 0٫0383 0٫7042 موج مربعی
 0٫0770 0٫0024 0٫0024 0٫0022 0٫0060 0٫0662 0٫0784 0٫0782 0٫0784 0٫0403 موج مثلثی

 0٫0403 0٫0762 0٫0764 0٫0766 0٫0002 0٫7040 0٫0403 0٫0442 0٫0442 0٫0227 موج بیضوی
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دست آوردن مرتبه درست خطا )در اینجا مرتبه پنج( حین ریزتر کردن شبکه 
)برای یک شرایط اولیه هموار( بررسی و نشان داده شد که مقدار پیشنهادی 
ε در ]5[ موجب محاسبه اشتباه مرتبه دقت در نقاط بحرانی می شود.  −= 6 0
البته تفاوت نتایج در ارقام سوم و چهارم اعشار به بعد قابل مشاهده است. 
در اینجا اثر این پارامتر را در انتگرال گیری طولانی مدت بررسی می کنیم. 
در شکل 7 و جدول 6 نتایج برای روش های وینو-امِ مرتبه پنجم و هفتم با 
, ارائه شده است )برای روش وینو-امِ مرتبه  ,ε − − −= 6  2  0 0  0  0 سه مقدار 
نهم نیز نتایج مشابهی حاصل می شود(. در شکل مشاهده می شود مقدار این 

 ε −= 6 0 کمیت در بلند مدت اثرات قابل ملاحظه ای دارد. نتایج حاصل از 
ε برای هر  −=  0 0 ε و  −=  2 0 اختلاف چشمگیری با نتایج حاصل از 
ε و  −=  2 0 دو روش وینو-امِ مرتبه پنجم و هفتم دارد. نتایج حاصل از 
ε تا حدود زیادی یکسان هستند. با این حال، همان طور که در  −=  0 0
جدول نیز مشاهده می ش.د، برای روش وینو-امِ مرتبه پنجم اختلاف آنها در 
ناحیه بیضوی و برای روش وینو-امِ مرتبه هفتم در ناحیه بیضوی و کمی در 

ناحیه گاوسی است. 

 

 
 هفتم و پنجم مرتبهاِم -وینو هایروش بر  پارامتر اثر مقایسه:  7 شکل

M schemes-M and WENO7-parameter for WENO5 Comparison of : 7Fig.  

 

 

 

 

 

 

 

ε بر روش های وینو-امِ مرتبه پنجم و هفتم شکل 7. مقایسه اثر پارامتر 

Fig. 7. Comparison of ε  parameter for WENO5-M and WENO7-M schemes
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4 -2 -p اثر پارامتر توان 
p در رابطه )22( برای روش های وینو-زِد  در شکل 8 اثر پارامتر توان 
مرتبه هفتم و نهم نمایش داده شده است. در جدول 7 نیز مقادیر خطا گزارش 
مقدار   ]19[ در  اینکه  با وجود  مرتبه هفتم  وینو-زِد  برای روش  است.  شده 
نموده  ایجاد  دقیق تری  نتایج   p مقدار  = است،  شده  پیشنهاد   p = 2
است؛ هر چند که در دامنه موج مربعی دارای فرورفت است. علت دقت کم 
p است. برای روش وینو- این روش در ششکل 5 نیز همین مقدار نامناسب 

 p = 3 p و  = 2 p برخلاف  زِد مرتبه نهم نیز هرچند نتایج برای  =
دارای فرارفت و فرورفت است، اما دقت نتایج بیشتر است.

زمان اجرا- 3- 4
شکل 9 زمان اجرای یک گام زمانی را برای روش های مختلف نشان 
پردازنده  است.  شده  ارائه   /x∆ =0 با  0 شبکه  برای  نتایج  می دهد. 
اینتل  کامپایلر  و   12900 اینتل  پردازنده  ترتیب  به  رفته  کار  به  کامپایلر  و 
سی پلاس پلاس1 نسخه 19٫2 است. برای اینکه زمان های اجرا دقت کافی 
t که معادل 105 گام زمانی است،  داشته باشند، زمان پیمایش تا 000 =
محاسبه و سپس بر تعداد گام ها تقسیم شده است. روش های وینو-جِی اسِ 
و وینو-زِد به دلیل اینکه از نگاشت استفاده نمی کنند، زمان اجرای کمتری 
قابل  محاسباتی  هزینه  نگاشت ها  از  استفاده  دارند.  روش ها  سایر  به  نسبت 
ملاحظه ای ایجاد می نمایند. کمترین هزینه به ترتیب مربوط به نگاشت های 
افزایش  می شود،  مشاهده  که  طور  همان  است.  آرامِ  و  ایِ آی آمِ  آی امِ،  امِ، 

1  Intel C++

می گردد.  نیز  آنها  محاسباتی  هزینه  افزایش  موجب  نگاشت ها  پیچیدگی 
نسبت این افزایش برای روش مرتبه پنجم بین 49 تا 64 درصد، برای روش 
مرتبه هفتم بین 45 تا 56 درصد و برای روش مرتبه نهم 28 تا 45 درصد 
است. بنابراین با افزایش مرتبه دقت روش، سهم هزینه محاسباتی نگاشت ها 
کاهش می یابد. دلیل این امر آن است با افزایش مرتبه دقت روش، علاوه بر 
افزایش نقاط درگیر در روابط تفاضل محدود، روابط نشانگرهای همواری )

( پیچیده تر می گردند.  rβ

نتیجه4گیری-54
بررسی عملکرد روش های ضرورتاً غیرنوسانی وزن دار در انتگرال گیری 
زمانی طولانی مدت زاویه جدیدی است که در تحقیق حاضر برای مقایسه 
بین انواع این روش ها معرفی گردید. نتایج نشان داد که تفاوت روش ها در 
مرتبه دقت روش  اثر  بررسی  ابتدا  در  نمایان می گردد.  به خوبی  بلند مدت 
انتگرال گیری زمانی نشان داد که میان نتایج روش رونگه-کوتای مرتبه سوم 
و چهارم تفاوتی وجود ندارد و بنابراین دقت مرتبه سوم زمانی برای ارائه نتایج 
وزن دار  غیرنوسانی  ضرورتاً  روش های  دقت  مرتبه  مقایسه  می کند.  کفایت 
نشان داد که افزایش مرتبه دقت روش بسیار بر دقت نتایج در طولانی مدت 
روش  از  دقیق تر  بسیار  هفتم  مرتبه  روش  دقیق تر  عبارت  به  می گذارد.  اثر 
مرتبه پنجم و روش مرتبه نهم بسیار دقیق تر از روش مرتبه هفتم است. این 
افزایش دقت هم در نواحی هموار و هم در نواحی ناهموار و ناپیوسته مشاهده 
گردید. در مجموع می توان گفت برای روش مرتبه هفتم، روش های وینو-

نیز روش های  نهم  مرتبه  برای روش  مناسب هستند.  وینو-ایِ آی امِ  و  آر امِ 

ε در روش وینو-امِ جدول 6. خطا برای مقادیر مختلف 

Table 6. Error for different values of ε  for WENO-M 
 اِم-در روش وینو : خطا برای مقادیر مختلف 6جدول 

Table 6: Error for different values of ε for WENO-M  
 اِم مرتبه هفتم-وینو اِم مرتبه پنجم-وینو 
   610   1210   4010   610   1210   4010 

 0٫7284 0٫7223 0٫7324 0٫7270 0٫7244 0٫7240 کل بازه
 0٫7422 0٫7423 0٫7844 0٫0728 0٫0728 0٫7622 موج گاوسی
 0٫0276 0٫0242 0٫4073 0٫0624 0٫0624 0٫4443 موج مربعی
 0٫7040 0٫7040 0٫0720 0٫7700 0٫7708 0٫7773 موج مثلثی

 0٫0260 0٫0243 0٫0624 0٫7300 0٫7228 0٫7820 موج بیضوی
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 و نهم زِد مرتبه هفتم-نویو هایبر روش p: مقایسه اثر پارامتر  8 شکل

Fig. 8: Comparison of p parameter for WENO7-Z and WENO9-Z schemes 
 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 8. مقایسه اثر پارامتر p بر روش های وینو-زِد مرتبه هفتم و نهم

Fig. 8. Comparison of p parameter for WENO7-Z and WENO9-Z schemes

جدول 7. خطا برای مقادیر مختلف پارامتر توان در روش وینو-زِد

Table 7. Error for different values of power paramtere for WENO-Z
 زِد-: خطا برای مقادیر مختلف پارامتر توان در روش وینو7جدول 

Table 7: Error for different values of power paramtere for WENO-Z 
 زِد مرتبه نهم-وینو زِد مرتبه هفتم-وینو 
 p 1 p  2 p  3 p 1 p  2 p  3 

 0٫7006 0٫0800 0٫0474 0٫0008 0٫7340 0٫0202 کل بازه
 0٫7044 0٫0678 0٫0474 0٫7303 0٫7284 0٫0222 موج گاوسی
 0٫7608 0٫7420 0٫7000 0٫4443 0٫4232 0٫7446 موج مربعی
 0٫7003 0٫0686 0٫0732 0٫0478 0٫7244 0٫0730 موج مثلثی

 0٫7406 0٫7074 0٫0404 0٫4072 0٫0280 0٫0840 موج بیضوی
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-وینو روش اجرای زمان به روش آن اجرای زمان نسبت هامیله از یک هر بالای اعداد ،مختلف هایروش اجرای زمان مقایسه : 9 شکل

 .است یکسان دقت مرتبه با اسِجِی

Fig. 9: Runtime comparison for different schemes, the numbers above each bar is the ratio of its runtime to that of 
WENO-JS with the the same order of accuracy 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

شکل 9. مقایسه زمان اجرای روش های مختلف، اعداد بالای هر یک از میله ها نسبت زمان اجرای آن روش به زمان اجرای روش وینو-
جِی اسِ با مرتبه دقت یکسان است.

Fig. 9. Runtime comparison for different schemes, the numbers above each bar is the ratio of its runt-
ime to that of WENO-JS with the the same order of accuracy

تفاوت  نتایج شان  و  هستند  مناسب  وینو-ایِ آی امِ  و  وینو-آر امِ  وینو-آی امِ، 
ε که برای جلوگیری  قابل ملاحظه ای با یکدیگر ندارند. بررسی اثر پارامتر 
از صفر شدن مخرج در محاسبه وزن ها کاربرد دارد، نشان داد علاوه بر تأثیر 
آن بر مرتبه همگرایی با دقت مورد نظر، مقدار آن در طولانی مدت اثر بزرگی 
بر نتایج دارد و باید تا حد امکان کوچک باشد. همچنین روش وینو-زِد در 
نیز  زمان سنجی  نتایج  p مناسب است.  توان  = پارامتر  انتخاب  صورت 
تا 50 درصد هزینه  تقریبی 40  به طور  نگاشت ها  از  استفاده  داد که  نشان 

محاسباتی را افزایش می دهد. 

تشکر4و4قدردانی-64
پژوهشی  قالب طرح  در  این تحقیق  از  تهران  دانشگاه  مالی  از حمایت 

شماره 28745/1/04 قدردانی می گردد. 

 فهرست علائم - 7

 انگلیسی علائم

c موج سرعت 
d بهینه وزن 
f شار 
g هاوزن تابع یا نگاشت 
k آن محاسبه در درگیر نقاط تعداد و شار تقریب دقت مرتبه 
N شبکه نقاط تعداد 
p درونیاب ایچندجمله توان، پارامتر 

r 
 آنها از شار محاسبه در که ix نقطه چپ سمت در نقاط تعداد

 .شودمی استفاده
t زمان متغیر 
u وابسته متغیر 
x مکان متغیر 

 یونانی علائم
β همواری نشانگر 

ε 
 در مخرج شدن صفر از جلوگیری برای کوچک مقداری
 هاوزن محاسبه

ω غیرخطی وزن 
∆t زمانی گام 
∆x (شبکه نقاط فاصله) مکانی گام 

 زیرنویس
i شبکه نقاط مکان نمایه 

 بالانویس
n زمان نمایه 
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