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Abstract 

This study develops a compact analytical framework for nonlinear dynamic modeling and free vibration analysis of a 

double-parallelogram flexure mechanism. The beam constraint model is combined with an energy formulation and 

Lagrange’s equations to represent geometric nonlinearities and inertial coupling between the intermediate and output 

stages. The governing equations are nondimensionalized and linearized about static equilibrium configurations to 

determine natural frequencies and mode shapes. Static and modal predictions are compared with geometrically nonlinear 
finite element simulations. Across three investigated equilibrium configurations, the natural-frequency errors range from 

0.20% to 0.76%. Nonlinear free vibrations are then examined using the method of multiple time scales, and the resulting 

backbone curves and time histories are compared with direct numerical integration of the nonlinear equations. Both modes 

exhibit softening behavior, with decreasing oscillation frequency as amplitude increases. The reported backbone-

frequency discrepancy between the analytical and numerical solutions is approximately 0.15%, while normalized time-

response errors range from 0.59% to 3.91%. The framework captures the principal static and vibration characteristics 

within the moderate-deflection range of the beam constraint model and provides an analytical basis for studying 

amplitude-dependent dynamics in precision flexure mechanisms. 

Keywords: Double-parallelogram flexure; Beam constraint model; Nonlinear dynamics; Free vibration; Multiple 

time scales. 

1. Introduction 

Flexure mechanisms offer backlash-free motion without 

frictional joints or lubrication, making them suitable for 

precision positioning. Increasing travel ranges and 

operating speeds requires dynamic models that retain 
geometric nonlinearities and coupling between moving 

components [1]. Double-parallelogram flexures combine 

two serial modules to compensate for parasitic axial 

motion and increase output travel. 

The beam constraint model (BCM) represents 

nonlinear beam behavior through end displacements and 

an analytical strain-energy function [2]. Previous studies 

have examined nonlinear parallelogram dynamics [3], 

interconnected flexure modules [4], and BCM-based 

microscale parallelogram dynamics [5]. This study 

develops a compact nonlinear model for a double-
parallelogram mechanism by combining the BCM with 

energy methods and Lagrange’s equations. Multiple-

time-scales analysis then provides amplitude-dependent 

frequencies and free-vibration responses, which are 

evaluated alongside finite element and direct numerical 

solutions. 

2. Methodology 
The double-parallelogram mechanism comprises two 

serially connected parallelogram modules, each 

containing two identical flexible beams (Figure 1). The 

intermediate stage is connected to ground, while the 

second module connects the output stage to the 

intermediate stage. Stage rotations are neglected. The 

transverse displacements 𝑊₁  and 𝑊₂₁  denote the 

intermediate-stage motion and the output-stage motion 

relative to it; the absolute output displacement is their 

sum. The corresponding axial displacements are denoted 

by 𝑈₁ and 𝑈₂₁. 

The BCM is used to express the elastic behavior of 

each parallelogram module directly in terms of its axial 

and transverse end displacements. Its dimensionless 
strain-energy function is [2] 
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Here, L is the beam length, Κ is the cross-sectional 

radius of gyration, and the k-coefficients describe elastic 

stiffness and load-stiffening effects. This energy function 

is applied separately to the ground-to-intermediate and 
intermediate-to-output modules using their respective 

relative displacements. Only a transverse force 𝐹𝑧 acts 

on the output stage. With zero external axial force, the 

BCM force-displacement equations provide the axial 

constraints 
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The kinetic energy is obtained by summing the 

translational energies of the two stages in the axial and 
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transverse directions. Because stage rotations are 

neglected, the total mass of each stage can be represented 

by a lumped mass. Expressing the absolute output-stage 

velocities through the intermediate-stage and relative 

motions and substituting Eq. (2) give the kinetic energy 

entirely in terms of W₁, W₂₁, and their time derivatives. 

 
Figure 1. Double-parallelogram flexure and its 

displacement coordinates. 

The dimensional strain energy is obtained by 

summing the BCM energies of the two modules. Under 

zero axial loading, substitution of the axial constraints 

eliminates the fractional contribution, and the total strain 

energy reduces to 
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Here, E is Young’s modulus and I is the second 

moment of area of each beam. The virtual work of the 

transverse force is  1 21Fz W W  , so both 

independent coordinates receive a generalized force 

contribution. Substitution of the kinetic energy, strain 

energy, and generalized forces into Lagrange’s equations 

yields the two coupled nonlinear equations of motion. 
The formulation retains the geometric effects of the 

constrained axial motion and the nonlinear inertial 

coupling between stages. 

The equations are then nondimensionalized, and the 

response is separated into static equilibrium and dynamic 

motion. Linearization of the dynamic equations 

determines the natural frequencies and mode shapes. The 

latter are used to transform the nonlinear equations into 

modal coordinates, denoted here by 𝑤𝑚𝑜𝑑,𝑖, and decouple 

their linear part. 

The method of multiple time scales is subsequently 

applied to the modal equations. Since the leading 

nonlinear terms in the adopted formulation are cubic, the 

fast and slow time scales are 0    T   and 2   ² T   . The 

modal responses are expanded as 

   3

1 0 2 3 0 2    ,      , mod,i i iw w T T w T T    (4) 

Collecting terms of equal order gives linear modal 

oscillations at order ε and nonlinear correction equations 

at order ε³. The leading solutions contain complex 

amplitudes that vary on the slow time scale. Substitution 

into the correction equations and elimination of secular 

terms yield the amplitude and phase modulation 

equations. In the undamped free-vibration model, the 

slow-time amplitudes remain constant, while the phase 

evolution depends on their squared values. The resulting 

first-order response is 

 0 0cosmod,i i i iw a      (5) 

where Ωᵢ is the nonlinear modal frequency. The initial 

amplitudes 𝑎ᵢ₀  and phases 𝜃ᵢ₀  determine the response. 

Initializing one mode at a time yields its backbone curve, 

which describes the variation of oscillation frequency 

with amplitude. 

3. Results and Discussion 
The reference mechanism has aluminum beams with 

   68.9 GPaE ,   1  20 mmL ,  20  1   mm²b h    

rectangular cross-section, and   1  .67 mmI  ⁴. Both stage 

masses are 0.5 kg. The two-dimensional Abaqus model 

uses quadratic B22 beam elements and rigidly coupled 

stage reference points. 

Figure 2 compares the analytical and finite element 

static displacements of the two stages under transverse 

loading. The close agreement supports the BCM-based 
formulation. 

 
Figure 2. Static stage displacements versus applied 

transverse force: analytical model and finite element 

analysis (FE). 

Table 1 compares the first two natural frequencies at 

output-stage equilibrium displacements of 0, 5, and 10 
mm. The errors range from 0.20% to 0.76%, and the 

calculated mode shapes also agree closely with finite 

element results. 
Table 1. Natural-frequency comparison at three output-

stage equilibrium displacements. 

W₂,st 

(mm) 
Mode Model 

(Hz) 
FE 

(Hz) 
Error 

(%) 

0 1 5.555 5.513 0.76 

0 2 14.544 14.441 0.70 

5 1 5.553 5.525 0.51 

5 2 14.442 14.375 0.47 

10 1 5.547 5.558 0.20 

10 2 14.148 14.180 0.23 
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Figure 3 compares the multiple-time-scales backbone 

curves with frequencies extracted from direct integration 

of the nonlinear equations. Both modes exhibit softening: 

frequency decreases as vibration amplitude increases. 

Over the investigated amplitude range, the relative 

difference between the MTS prediction and direct 

numerical solution remains approximately 0.15% for 

both modes. The reported deviation from the linear 

frequency grows from 0.11% at a modal amplitude of 

0.05 to 1.48%  at 0.20. This trend demonstrates why 

amplitude dependence becomes relevant when high 

frequency-prediction accuracy is required. 

 
(a) First mode 

 
(b) Second mode 

Figure 3. Backbone curves for (a) the first and (b) the 

second mode: multiple time scales (MTS) and direct 

numerical solution. Axes are dimensionless. 

Time histories are compared for initial displacements 

aligned with each linear mode and zero initial velocity in 

Figure 4. The amplitude-normalized root-mean-square 
errors for the two reported displacement responses are 

3.91% and 1.60% under first-mode initialization, and 

0.73% and 0.59% under second-mode initialization. The 

close agreement supports the analytical prediction of 

nonlinear free vibrations. 

 
a) Pure modal excitation of the 1st mode 

 
b) Pure modal excitation of the 2nd mode 

Figure 4. Comparison of the time responses 

obtained from the numerical solution with the 

analytical responses predicted by the method of 

multiple time scales 

4. Conclusion 

Combining the BCM constraints and strain energy with 

Lagrange’s equations yields a compact nonlinear model 

of the double-parallelogram flexure. The static and modal 
predictions agree closely with finite element results, with 

frequency errors below 0.8%. Multiple-time-scales 

analysis captures softening in both modes and agrees 

with direct numerical solutions for the backbone curves 

and time responses. The formulation provides an efficient 

analytical basis for studying amplitude-dependent 

dynamics and supporting the subsequent design and 

control of double-parallelogram flexure mechanisms. 
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سازی غیرخطی و تحلیل ارتعاشات آزاد مکانیزم منعطف موازی دوگانه مبتنی بر مدل مدل

 قیدی تیر

 1، محمدحسین ابوالبشری*1،2فرد، حمید معین1علی وثوقی تربتی

 ، مشهد، ایرانمشهد دانشگاه فردوسیی مهندسی، دانشکده ک،یمکان یگروه مهندس 1
 مشهد، ایران ،مشهد عات، دانشگاه فردوسیلاقطب علمی رایانش نرم و پردازش هوشمند اط 2
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 چکیده
ا شده است. مدل دینامیکی ب سازی دینامیکی غیرخطی و تحلیل ارتعاشات آزاد مکانیزم منعطف موازی دوگانه ارائهدر این پژوهش، یک چارچوب تحلیلی برای مدل

های اینرسی و تغییر سفتی مؤثر سازه شدگیبندی انرژی و معادلات لاگرانژ استخراج شده و در آن اثرات غیرخطی هندسی، جفتاستفاده از مدل قیدی تیر، فرمول

به شده و معادلات حرکت غیرخطی سیستم در قالب متغیرهای های جنبشی و کرنشی اجزای مکانیزم محاسناشی از تغییرشکل در نظر گرفته شده است. ابتدا انرژی
شود. در بعدسازی شده و پاسخ سیستم به دو بخش تعادل استاتیکی و نوسانات دینامیکی پیرامون آن تفکیک میآیند. سپس معادلات بیدست مییافته بهتعمیم

شوند. مدهای سیستم استخراج شده و با نتایج تحلیل اجزای محدود مقایسه میو شکل های طبیعیسازی معادلات حرکت حول نقاط تعادل، فرکانسادامه، با خطی

زاد بینی کند. همچنین برای بررسی ارتعاشات آهای مودال سیستم را با دقت بالا پیشدهد که مدل پیشنهادی قادر است پاسخ استاتیکی و مشخصهنتایج نشان می

انس دهد که با افزایش دامنه نوسان، فرکشوند. نتایج نشان میهای پشتیبان سیستم استخراج میاستفاده شده و منحنیهای زمانی چندگانه غیرخطی از روش مقیاس
طباق های تحلیلی با حل عددی معادلات حرکت نیز انهای هندسی است و مقایسه پاسخشوندگی ناشی از غیرخطییابد که بیانگر رفتار نرمطبیعی سیستم کاهش می

 .دهدهای کوچک و متوسط نشان میدر دامنه مناسبی را

 کلیدیکلمات 
 .های زمانی چندگانهمکانیزم موازی دوگانه، مدل قیدی تیر، دینامیک غیرخطی، ارتعاشات آزاد، مقیاس
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 مقدمه -1

دون ب در کاربردهایی که حرکتِ ویژهبهشوند، های مهندسی دقیق شناخته میعنوان اجزای کلیدی در سیستم های منعطف بهمکانیزم

 ،اژخطاهای مونتو  ها موجب حذف لقیاصطکاک، تکرارپذیر و عاری از سایش مورد نیاز است. ساختار یکپارچه و بدون مفصل این مکانیزم

های در مقیاس میکرو هندهدموقعیتآل برای کاربردهایی نظیر ای ایدهرا به گزینه هاآنها، این ویژگی [.1شود ]نیازی از روانکاری میو بی

[، 5] نوری[، تجهیزات تراز 4] 1های پروبی روبشی[، میکروسکوپ3میکروالکترومکانیکی ] هایسیستم[، حسگرها و عملگرهای 2] و نانو

و  ،3هموازی دوگانهای مدل های رایج،[ تبدیل کرده است. در میان پیکربندی7] های حذف ارتعاشاتسیستم[ و 6] 2ابزارهای ریزساخت

ه ای را بجانبی بالا و دوران ناچیز، توجه ویژهسفتی زمان از دامنه حرکتی نسبتاً بزرگ، به دلیل برخورداری هم 4شدهجفتموازی دوگانه 

دهی در مقیاس میکرومتر و دقیق با قابلیت موقعیتبسیار و  سکوهای کوچک ی[. این خصوصیات امکان توسعه8اند ]خود جلب کرده

 [.3ضروری است ] ی لیتوگرافی و مونتاژ در سطح میکروهپیشرفت هایسیستمکند که برای حتی نانومتر را فراهم می

رزشمندی اها متمرکز بوده و نتایج این مکانیزم کینتواستاتیک استاتیکی و سازیهای پیشین بر مدلتوجهی از پژوهش بخش قابل

کمان دایروی  [،12] 7ایالگوریتم زنجیره [،11] 6انتگرال بیضوی [،109،] 5صلبهای مختلف از جمله روش شبهی تئوریارائه یهدر زمین
[، 15]تر های بالاتر و پهنای باند وسیعاند. با این حال، با افزایش نیاز به عملکرد در سرعتارائه کرده [14ماتریس تغییر مکان ] [ و13]8

 کنند. در چنین شرایطی، اتکا بهای پیدا میکنندههای هندسی نقش تعیینو غیرخطی اینرسیشدگی جفتاثرات دینامیکی از جمله 

رتعاشات بینی اگیرند و در نتیجه قادر به پیشها اثرات اینرسی و میرایی را در نظر نمیکافی نیست، زیرا این مدل یهای استاتیکمدل

ی دهی و پایدارتوانند دقت موقعیتنشده می های مدلهای تشدید نیستند. این دینامیکو جابجایی فرکانس دالمُشدگی جفتگذرا، 

ی منجر به بالا یا غیرخطی، حت یههای با بهرکنندهطور مستقیم تحت تأثیر قرار دهند و در ترکیب با کنترلبسته را به حلقه هایسیستم

های هندسی را نیز لحاظ کنند، های دینامیکی دقیق که غیرخطیمدلی هرو، توسع این [. از15داری سیستم شوند ]افت عملکرد یا ناپای

 امری ضروری است. کنندهکنترلبینانه و طراحی برای تحلیل پیش

به دلیل  صلبشبههای منعطف ارائه شده است. در این میان، مدل سازی رفتار دینامیکی مکانیزمهای متعددی برای مدلروش

 ،های صلب و فنرهای پیچشی[. در این رویکرد، اجزای منعطف با لینک16–18ای یافته است ]سادگی و شفافیت مفهومی، کاربرد گسترده

هایی وجود، فرض این سازد. باسریع و درک شهودی رفتار سینماتیکی را فراهم می یهشوند که این امر امکان طراحی اولیسازی میمعادل

شدگی فتجهای بزرگ یا وجود شکل پذیری گسترده، دقت این مدل را در شرایط تغییرو نادیده گرفتن انعطاف سفتییر ثابت بودن نظ

های های دینامیکی مبتنی بر این رویکرد ممکن است پدیدهکند. در نتیجه، مدلتوجه بین حرکات انتقالی و دورانی محدود می قابل

د، های حرکتی بزرگ غالب هستنهای هندسی را که در دامنهتو غیرخطی تحت بارشوندگی سفتسینماتیکی، -ومهمی نظیر اثرات الاست

 های منعطفبرای تحلیل سینماتوستاتیکی و ارتعاشی مکانیزم  9پذیری دینامیکی[، روش ماتریس انعطاف19در ] درستی بازتاب ندهند. به

های کوچک استوار است و اثرات غیرخطی هندسی را در نظر روش بر فرض تغییرشکلحال، این  این در حوزه فرکانس معرفی شد. با

های مبتنی بر محیط پیوسته با استفاده از بندیدر مقابل، فرمول .ای داردگیرد؛ محدودیتی که در کاربردهای دقیق اهمیت ویژهنمی

مدل دینامیکی غیرخطی مبتنی بر  [20مرجع ] . برای نمونه، درکنندپذیری سازه را با دقت بالاتری مدل میتئوری تیر گسترده، انعطاف

لینکی  های چند، رفتار دینامیکی سازه[21] دیگر یو در پژوهش ارائه شده مکانیزم منعطف موازیشکل بزرگ برای  معادلات تیر با تغییر

 مرتبه دستگاه معادلاتها معمولاً به شده بررسی شده است. با وجود دقت بالا، این روش پذیری توزیعمنعطف با در نظر گرفتن انعطاف

 هایهای چند درجه آزادی، مانند پیکربندیبه سازه هاآنمحاسباتی زیادی داشته و تعمیم ی هشوند که هزینبالا و پیچیده منجر می

                                                        
1 Scanning Probe Microscope 
2 Microfabrication 
3 Double Parallelogram (DP) 
4 Paired Double Parallelogram (DP-DP) 
5 Psudo-Rigid Body Model (PRBM) 
6 Elliptic Integral 
7 Chain Algorithm 
8 Circle Arc Method 
9 Dynamic Compliance Matrix (DCM) 
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های مبتنی بر ماتریس جابجایی نیز اگرچه دقت بالایی ارائه بندیولهای اجزای محدود دقیق و فرم، دشوار است. روشموازی دوگانه

کننده طراحی کنترل های پارامتریک وها و طراحیشوند برای تحلیلاز آنجایی که منجر به یک رابطه فرم بسته نمی [، اما22،23دهند ]می

در  نآمنعطف، نمایش رفتار  هایمکانیزمیل دینامیکی سازی و تحلیکی از رویکردهای متداول در مدلهمچنین  چندان مناسب نیستند.

چند  منعطف مکانیزم یک دینامیک ،[25،24] در نمونه، برای. است دوم مرتبه مدهای به آن یتجزیه و خروجی-قالب تابع تبدیل ورودی

 صفرهای وقوع از جلوگیری برای کافی شرایط و شد بررسی مدی هایباقیمانده و هافرکانس یپایه بر میرایی بدون آزادیِدرجه 

-ورودی هایویژگی تحلیل برای رویکرد این اگرچه. گردید ارائه موقعیت خروجی و محرک ورودی بین تبدیل تابع در فازغیرکمینه

طور مستقیم تغییرشکل تیرهای ز بوده و بهمتمرک مکانیزم خطی مدیِ توصیف بر آن مدل است، مفید کنندهکنترل طراحی و خروجی

 .کندمنعطف و اثرات غیرخطی هندسی ناشی از ارتعاشات با دامنه محدود را مدل نمی

 دیقی مدل ها،آن میان در که اندیافته توسعه متعددی تحلیلی-های تقریبیمنظور ایجاد تعادل میان سادگی و دقت، چارچوببه

 حالی در شود،می توصیف انتهایی هایدوران و هاتغییرمکان اساس بر تیر شکل تغییر مدل، این در[. 27،26] دارد ایویژه جایگاه 1تیر

، مدل قیدی تیر بر اساس دامنه کاربرد متعارف .گرددمی حفظ دورانی و عرضی محوری، آزادی درجات میان غیرخطی شدگیجفت که

 با رویکرد این ترکیب .فراتر نرودطول تیر  10%مکان عرضی انتهای هر تیر از حدود  شود که تغییراین مدل زمانی معتبر فرض می

 کند؛می فراهم را دقیق حال عین در و فشرده غیرخطی دینامیکی هایمدل استخراج امکان لاگرانژ، معادلات و انرژی بندیفرمول

ر ی محاسباتی نسبتاً پایین دناشی از بار را با هزینه شوندگیسفت اثر و هندسی هایغیرخطی زیاد، پذیریانعطاف قادرند که هاییمدل

های منعطف چندسکویی، از جمله مکانیزم منعطف موازی ای مناسب برای تحلیل مکانیزمنظر بگیرند. از این منظر، مدل قیدی تیر گزینه

ری اهمیت اساسی دارند. با این حال، کاربردهای پذیها، هم دقت فیزیکی مدل و هم قابلیت تحلیلرود؛ زیرا در این سازهشمار میدوگانه، به

های ی مدل دینامیکی مکانیزمیا برای توسعه [ و28اند ]هایی متمرکز بودهبر تحلیل استاتیکی چنین سازهیا پیشین این چارچوب عمدتاً 

برای مکانیزم منعطف موازی دوگانه بندی دینامیکی منسجم ی یک فرمولتوسعه و [29]اند تر مانند مکانیزم موازی استفاده شدهساده

 .شودهمچنان یک خلأ پژوهشی قابل توجه محسوب می

های هندسی و تغییرات مؤثر سفتی، ذاتاً رفتاری شدگیهای بزرگ، جفتدلیل تغییر شکلهای منعطف بهاز سوی دیگر، مکانیزم

ها ضروری است. در حالی اخت دقیق پاسخ دینامیکی آندهند. بنابراین، تحلیل ارتعاشات غیرخطی برای شنغیرخطی از خود نشان می

تواند به خطاهای قابل توجه ها میتگرفتن غیرخطیی ارتعاشات کوچک اعتبار دارند، نادیدههای خطی معمولاً تنها در محدودهکه مدل

یین تنها در تبرتعاشات غیرخطی نهی پاسخ و شرایط رزونانس منجر شود. از این رو، بررسی اهای طبیعی، دامنهبینی فرکانسدر پیش

شونده اهمیت دارد، بلکه مبنایی قابل اعتماد برای طراحی بهینه، شونده یا نرمتفهایی مانند وابستگی فرکانس به دامنه و رفتار سپدیده

ی رفتار ارتعاشی غیرخطسازد. در مطالعات پیشین، ی راهبردهای کنترلی پیشرفته فراهم میی عملکرد پایدار و توسعهافزایش محدوده

[، بررسی شده و نتایج ارزشمندی 19های منعطف، مانند مکانیزم موازی ]تر مکانیزمهای ساده[ و برخی پیکربندی30تیرهای منفرد ]

 طیغیرخ آزاد ارتعاشات مندنظام تحلیل حال، این با است. شده گزارش هندسی هایغیرخطیت نقش و دامنه-ی تغییرات فرکانسدرباره

 است. نگرفته قرار توجه مورد کافی طوربه هنوز دوگانه موازی منعطف مکانیزم در

 ی مدلی یک مدل دینامیکی غیرخطی فشرده برای مکانیزم منعطف موازی دوگانه بر پایهی حاضر ارائهبر این اساس، هدف مقاله

های زمسازی دینامیکی مکانیهای استاتیکی یا در مدللیلدر امتداد مطالعات پیشین که مدل قیدی تیر را عمدتاً در تح قیدی تیر است.

ها مستقیماً در در پژوهش حاضر رفتار تغییرشکل تیرهای منعطف و اثرات غیرخطی هندسی آن، اندکار گرفتهتر بهمنعطف ساده

و پتانسیل اجزای سازه استخراج  های جنبشیدر این چارچوب، ابتدا انرژی .شودلحاظ میمکانیزم موازی دوگانه  بندی دینامیکیفرمول

های ارتعاشات آزاد آیند. در ادامه، ویژگیدست میشده و سپس با استفاده از معادلات لاگرانژ، معادلات حرکت غیرخطی مکانیزم به

ن صورت به ای شود. ساختار مقالههای تحلیلی مناسب بررسی میویژه وابستگی فرکانس به دامنه، با استفاده از روشغیرخطی سازه، به

گردد؛ در شود؛ سپس فرآیند استخراج مدل دینامیکی غیرخطی ارائه میسازی معرفی میاست: ابتدا ساختار مکانیزم و چارچوب مدل

بندی و نتایج اصلی پژوهش ارائه گیرد؛ و در پایان، جمعادامه، تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی و نتایج حاصل از آن مورد بحث قرار می

 .شودمی

                                                        
1 Beam Constraint Model (BCM) 
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 مکانیزم منعطف موازی -2

 ادهاستف مورد موازی، سینماتیکی ساختار با منعطف هایمکانیزم اغلب در اصلی یعنوان واحدهای سازنده بههای منعطف موازی مکانیزم

 ،است مقید سینماتیکی صورتبه مکانیزم متحرک سکوی. است شده داده نمایش 1 شکل در ،مکانیزم نوع این از نمونه یک. گیرندمی قرار

)نظر کردن است  در مقایسه با سایر درجات آزادی قابل صرف 𝒴محور  حول دوران که ایگونهبه ) 0[26] .این فرض،  بر اساس

گاه های محوری و عرضی سکوی حرکتی نسبت به تکیهتغییر مکانتوان بر حسب را می مکانیزمشده در  انرژی کرنشی غیرخطی ذخیره

 :تاس شده ارائه[ 26] مرجعآن در  بعدبی بیان نمود، که فرم عمومی
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 ای از یک مکانیزم منعطف موازیوارهطرح -1 شکل

Fig. 1. Schematic view of a parallelogram flexure mechanism 

𝑘11های خنثی آن است. درایهتار معرف شعاع ژیراسیون سطح مقطع تیر حول  𝒦بیانگر طول تیر و  𝐿، معادلهدر این 
به  (0)

𝑘11خطی الاستیک تعلق دارند، در حالی که ضرایب سفتی ماتریس 
𝑘11و  (1)

ناشی از بار را تشکیل شوندگی سفتهای های ماتریسمؤلفه (2)

ترتیب با متغیرهای های محوری و عرضی سکوی حرکتی بهتغییر مکان[ ارائه شده است. 26در مرجع ] هاآندهند که مقادیر عددی می

𝒰  و𝒲 ( نشان داده شده است.1در شکل ) هاآنشوند که تعریف هندسی مشخص می 

و نیروی عرضی  ℱ𝒳زمان تحت اعمال نیروی محوری همموازی  مکانیزم[، در صورتی که 26]مرجع شده در  مطابق نتایج ارائه

ℱ𝒵 زیر توصیف کرد: تغییر مکان-ونیرغیرخطی ی معادلهتوان از طریق قرار گیرد، رفتار حرکتی محوری سکوی حرکتی را می 

(2) 
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 .هستندممان دوم سطح برای هر یک از تیرها  𝐼مدول الاستیسیته و  𝐸 فوقمعادلات در 

 موازی دوگانهمنعطف مکانیزم -3
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های ساده توسعه های حرکتی مکانیزممکانیزم موازی دوگانه حاصل اتصال سری دو مکانیزم موازی است که با هدف غلبه بر محدودیت

( است که توسط یک جفت 1)سکوی « سکوی میانی»شود، این ساختار متشکل از یک هده میمشا 2 شکلطور که در یافته است. همان

 کند.( عمل می2)سکوی « سکوی نهایی»گاه متحرک برای گاه صلب متصل شده و خود به عنوان تکیهتیر منعطف به تکیه

های موازی ساده، حرکت در مکانیزم سازی هندسی خطا است. درگیری از جبرانوجه تمایز و مزیت اصلی این مکانیزم، بهره

شود. اما در مکانیزم موازی دوگانه، پیکربندی هندسی راستای درجه آزادی منجر به یک تغییر مکان ناخواسته در راستای درجه قیدی می

ت به ی )نسبای طراحی شده است که خطای جانبی ایجاد شده در سکوی میانی )نسبت به زمین(، با خطای جانبی سکوی نهایبه گونه

سبی روی ننشینی سکوی میانی در راستای قیدی، با پیشسکوی میانی( دقیقاً برابر اما در جهت مخالف باشد. به عبارت دیگر، عقب

هایی شود که تغییر مکان مطلق سکوی نکننده سبب میشود. در نتیجه، برآیند این دو حرکت خنثیسکوی نهایی نسبت به آن جبران می

( حاصل 𝑍ی آزادی )محور ( به سمت صفر میل کرده و حرکت تقریباً خالص خطی در راستای درجه𝑋جه قیدی )محور در راستای در

های گردد که امکان دستیابی به دامنهی آزادی میها منجر به کاهش سفتی کلی در راستای درجهشود. علاوه بر این، اتصال سری مکانیزم

 سازد.کمتر را فراهم می تر با اعمال نیروی محرکحرکتی بزرگ

 

 

 از یک مکانیزم منعطف موازی دوگانه ایوارهطرح -2 شکل

Fig. 2. Schematic view of a double parallelogram flexure mechanism 

 استخراج مدل دینامیکی -1-3

شود که بارگذاری تنها در راستای ، معمولاً فرض میاز جمله مکانیزم موازی دوگانههای منعطف، در طراحی و تحلیل مکانیزم

گردد که مکانیزم برای آن طراحی شده است. در اغلب شود؛ یعنی نیروی تحریک در همان جهتی وارد میآزادی اصلی اعمال می درجه

در مقایسه با  هاآنشوند، یا مقدار ادی هدف یا اساساً وارد نمیکاربردهای عملی، نیروهای جانبی یا در راستاهای غیرمرتبط با درجه آز

سازی حاضر نیز تنها نظر کرد. بر همین اساس، در مدلصرف هاآنتوان بدون کاهش دقت مدل از قدر ناچیز است که مینیروی اصلی آن

برای  .حذف شده است 𝑋 روی جانبی در راستایعنوان ورودی دینامیکی منظور شده و اثر هرگونه نی به 𝑍 نیروی اعمالی در راستای

و سکوی  𝑈2و  𝑊2، سکوی نهایی با 𝑈1و  𝑊1به ترتیب برای سکوی میانی با  𝑋و  𝑍در جهت  تغییر مکان استخراج مدل دینامیکی،

غیرهای تغییر مکان گذاری شده است. برای استخراج معادلات حرکت سیستم، از متنام 𝑈21و  𝑊21نهایی نسبت به سکوی میانی با 

دست آوردن تغییر ه( استفاده شده است. برای ب𝑈21و  𝑊21( و تغییر مکان نسبی سکوی نهایی )𝑈1و  𝑊1مطلق سکوی میانی )

 .شوداستفاده می (4)و  (3) معادلاتهای مطلق سکوی نهایی، از مکان
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(3) 
2 1 21W W W   

(4) 2 1 21U U U   

 به این معنی که مستقل از یکدیگر نیست، 𝑋و  𝑍آنچه در مکانیزم موازی بیان شد، تغییر مکان سکو در راستای همچنین مشابه  

𝑊21و  𝑊1به ترتیب به متغیرهای  𝑈21و  𝑈1متغیرهای  از آنجایی که در مکانیزم موازی دوگانه، دو مکانیزم موازی به  .وابسته هستند 

 از این رواستفاده کرد.  (2)ی معادلهتوان از هر یک از سکوها می 𝑊و  𝑈اند برای پیدا کردن ارتباط بین صورت سری به هم وصل شده

با در نظر گرفتن  و (2)ی پس از بابعدسازی معادله
XF 0  و 1

11k 0/ 𝑘11)مقدار عددی  6
 خواهیم داشت: آمده( [26]در مرجع  (1)
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های جنبشی و کرنشی و کار مجازی دست آوردن معادلات حرکت، ابتدا انرژیهببرای است.  طول هر یک از تیرها 𝐿که در معادلات فوق، 

حرکت دورانی انتهای تیرها ناچیز بوده و از آن صرف نظر شده  از آنجا که مطابق سینماتیک مکانیزم، شوند.نیروی خارجی محاسبه می

ع های سرعت انتقالی ناشی شده و توزیباشند. در نتیجه، انرژی جنبشی هر سکو صرفاً از مؤلفهسکوها تنها دارای حرکت انتقالی می است،

ز معادل در معادلات انرژی، از نظر دینامیکی جرم صلب تأثیری بر آن ندارد؛ لذا لحاظ کردن جرم کل هر سکو به صورت یک جرم متمرک

 آید:. با توجه به این موضوع انرژی جنبشی سیستم به شکل زیر بدست میکاملاً معتبر است
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2 2

1 1 1 2 1 21 1 21

1 1

2 2
KE m W U m W W U U       

ی مشتق نسبت به زمان دهندهعلامت نقطه نشانبوده و همچنین به ترتیب جرم سکوی میانی و نهایی  𝑚2و  𝑚1ی فوق در معادله

هانرژی جنبشی بر حسب متغیرهای مستقل ب ،(7)ی معادله( در (6)و  (5) معادلاتقیدی بین متغیرها )معادلات جایگذاری با . است

 آید:دست می
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و همچنین جایگذاری کردن مقادیر  و با بعد کردن آن مکانیزم یبرای هر یک از تیرهای سازنده (1) یمعادله در نظر گرفتنبا 

𝑈1  و𝑈21  کل مکانیزم به صورت زیر خواهد بود: با بعد انرژی کرنشی در آن، (6)و  (5)معادلات از 

(9) 
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ده شلازم به ذکر است که فرم عمومی انرژی کرنشی ارائه مدول الاستیسیته هستند. 𝐸ممان دوم سطح تیرها و  𝐼𝑌𝑌ی فوق، که در معادله

𝑘11های شامل ضرایب غیرخطی جمله دارای (1) یمعادلهدر 
𝑘11و  (1)

ل نبود نیروی محوری دلیحال، در مدل حاضر به این است. با (2)

خارجی XF 0 جمله کسری شامل ضرایب غیرخطی ،𝑘11
𝑘11و  (1)

 ( فرم ساده9) یشود. بنابراین، رابطهطور تحلیلی حذف میبه (2)

 خواهد بود: (10)ی معادلهنیز مطابق  𝐹𝑧مجازی نیروی خارجی کار  .انرژی کرنشی تحت شرط بارگذاری محوری صفر است یشده

(10)  2 1 21F z zF W F W W       

 𝐹𝑧( و کار نیروی خارجی (9)ی معادله( انرژی کرنشی )(8)ی معادلهدست آمده برای انرژی جنبشی )هبمعادلات با جایگذاری 

 د:نآیدست میهلاگرانژ، معادلات حرکت سیستم به صورت زیر بی معادله( در (10)ی معادله)
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(11) 
    

   

2 2 3

1 2 1 1 21 2 1 2 21

02 2 3

1 1 2 1 1 2 21 11 1

25 36 36 25

36 36 50 25 0YY z

L m m L W W Lm W L m W

LW m m W LW m W k W EI

W

F L

    

     
 

(12) 
   

 

3 3 2 2

21 2 1 2 1 2 2 1 21 2 21 1

02 3

2 21 21 11 21

36 25 25 36 36

36 50 25 0YY z

W Lm W L m L m Lm W W Lm W W

Lm W

W

W k W EI F L

    

   
 

 هستند متفاوت بزرگی مراتب و ابعاد با متعددی فیزیکی پارامترهای شامل( (12)و  (11) معادلاتشده ) معادلات حرکت استخراج

ل حل ، کاهش تعداد پارامترهای مستقل و تسهیترکلی نتایج به دستیابی منظور به. سازندمی دشوار را سیستم رفتار پارامتری تحلیل که

جملات  بزرگی یبعد، امکان مقایسه دقیق مرتبهبعدسازی معادلات امری ضروری است. علاوه بر این، تبدیل متغیرها به فرم بیعددی، بی

و تشخیص صحیح جملات  1چندگانه زمانی هاینظیر روش مقیاس اغتشاشاتهای نیاز اصلی برای اعمال روششکند که پیرا فراهم می

 :شوندبعد زیر تعریف میاست. بدین منظور، پارامترهای بی کوچک

(13) 

21
21

W
w

L
  1

1

W
w

L
  

0t   
2

.

Z
Z

YY

F L
f

E I
  

2

1

m
r

m
  

3 2

1 0

YYEI
B

L m
  

عنوان فرکانس  به 𝜔0در این مطالعه، شود. بعدسازی زمان به کار گرفته مییک فرکانس مرجع است که برای بی 𝜔0در روابط فوق، 

بعدسازی معادلات حرکت ظاهر است که در فرآیند بیسفتی بعد پارامتر بی 𝐵. همچنین در نظر گرفته شده است سیستم طبیعی اول

هبعد به شکل زیر ببعد فوق در معادلات حرکت اصلی، معادلات حرکت بیبا جایگذاری متغیرهای بی .نسبت جرمی است 𝑟و  شودمی

 آیند:دست می

(14) 

      

       

22 2

1 1 1 1 21 21 1 1 1

2 0

1 21 11 1

900 900 625 625 900 625 900 900

900 1250 625 0z

rw w r w rw w r w rw w w

rw w Bk w Bf 

         

   
  

(15) 
       

 

2 22

1 21 1 21 21 21 1 21 21

0

11 21

900 625 900 625 900 900

1250 625 0z

rw w r w rw r w rw w rw w

Bk w Bf

        

  

  

شده، معادلات حاکم کامل  بعد استخراجمعادلات بیبعد است. ی مشتق نسبت به زمان بیدهندهدر معادلات فوق، علامت پرایم نشان

 و هم پاسخ دینامیکی غیرخطی را در بر ،استاتیکی ناشی از نیروی محرک مکانر دهند که هم تغییرا تشکیل میموازی دوگانه  مکانیزم

رفته شده کار گهای متوسط بهشکل عنوان یک مدل تقریبی برای تغییرر این پژوهش بهد تیر یمدل قیدلازم به ذکر است که  گیرند.می

رو، برای  این شود. ازطول تیر محدود می 10%کمتر از  مکان عرضی انتهای تیر در حدود صورت معمول به تغییراست و اعتبار آن به

1 صورتحاضر، شرط اعتبار مدل به یمکانیزم منعطف دوگانه 2 1max( / | / )W L W W L 0/1  ،در نظر گرفته شد. در نتیجه

غیرخطی و  یشدهجفت به دلیل وجود جملات  .شوندتفسیر میمدل قیدی تیر  اعتبار یشده فقط در همین دامنه های گزارشپاسخ

کارکرد، تحلیل سیستم نیازمند تفکیک تعادل استاتیکی از نوسانات دینامیکی است. در نتیجه، در  یسیستم به نقطهتی فسوابستگی 

                                                        
1 Method of Multiple Time Scales (MTS) 
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اشی شود تا رفتار استاتیکی و دینامیک خطی و غیرخطی نتجزیه می بخش استاتیکی و دینامیکی به دو بخش بعدی، پاسخ کلی سیستم

 .راف موقعیت تعادل مورد بررسی قرار گیرداز آن در اط

 تحلیل معادلات خطی -3-2

پردازد. در یک سناریوی می موازی دوگانه آن در مکانیزم حولاین بخش به بررسی تعادل استاتیکی و مشخصات دینامیکی خطی 

 مکانیزم،ست. در نتیجه، پاسخ ا 𝑓𝑧,𝑑𝑦𝑛(𝜏) و مؤلفه دینامیکی 𝑓𝑧,𝑠𝑡 عملکردی کلی، نیروی محرک شامل هر دو مؤلفه استاتیکیِ 

یافته است.  کلش کند( و یک نوسان دینامیکی حول این وضعیت تغییریک تغییرشکل استاتیکی )که نقطه کارکرد را تعیین می نهیبرهم

شود. این تجزیه به تجزیه می 𝑤𝑛,𝑑𝑦𝑛(𝜏)ی و یک مؤلفه دینامیک 𝑤𝑛,𝑠𝑡 برای تحلیل این رفتار، پاسخ کلی به یک مؤلفه استاتیکی

 :گرددصورت زیر بیان می

(16)    1 ,1 ,1st dynw w w    

(17)    21 ,21 ,21st dynw w w    

(18)    , ,Z st z dyn zf f f    

است.  لمؤلفه دینامیکی بیانگر نوسان حول این نقطه تعادو  استاتیکی بیانگر تغییرشکل تعادلی سیستم تحت بار ثابت یمؤلفه 

دست هدست آوردن بخش دینامیکی خالص ابتدا باید بخش استاتیکی را به، برای ب(15)و  (14) تمعادلاپس از جایگذاری مقادیر فوق در 

دست آوردن بخش استاتیکی خالص کافی است هسپس آن را از معادلات کلی کم کرد تا بخش دینامیکی خالص باقی بماند. برای بآورد و 

دست هدست آمده، مقادیر دینامیکی خالص برابر صفر قرار گیرند. با انجام این کار معادلات استاتیکی به شکل زیر بهدر معادلات کلی ب

 آیند:می

(19)  0

11 ,1 ,1250 625 0st st zk w f   

(20)  0

11 ,21 ,1250 625 0st st zk w f   

 آیند:دست میهبا کم کردن معادلات استاتیکی از معادلات کلی، معادلات دینامیکی خالص به شکل زیر ب

A
C
C
E
P
T
E
D
 M

A
N

U
S
C
R
IP

T



9 

 

(21) 

 

      

 

2 2

,1 ,1 ,1 ,1 ,1

,21 ,1 ,21 ,1 ,1 ,21 ,1 ,21 ,21

2 2

,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,21

0

11 ,1

25
900 1 2

36

25
900

36

900 1 900

1250

dyn dyn st st dyn

st dyn dyn dyn st dyn st st dyn

st dyn dyn st dyn dyn

dy

dyn

r w w w w w

r w w w w w w w w w

r w w w r w w w

f
k w

 
    

 

 
     

 

     

 
,

0
2

n z
B

 
 

 

 

(22)   

    

,1 ,21 ,1 ,21 ,21 ,1 ,1 ,21 ,1

2
2 2

,21 ,21 ,21 ,21 ,21 ,21 ,21 ,1

2 0

,21 ,21 ,21 11 ,2

25
900

36

25
900 2 900

36

900 1250

st dyn dyn dyn st dyn st st dyn

dyn dyn st st dyn st dyn dyn

st dyn dyn dyn

r w w w w w w w w w

r w w w w w r w w w

r w w w k w

 
    

 

 
       

 

  
,

1 0
2

dyn zf
B

 
  

 

 

اینرسی )در جملات  شدگیدارای جفت و ،(، دارای ماهیت غیرخطی (22)و  (21)معادلات شده )معادلات دینامیکی استخراج

 ،دگانهچن زمانی هایسازی معادلات جهت اعمال روش مقیاسشتاب( هستند. برای تحلیل رفتار ارتعاشی بنیادین سیستم و همچنین آماده

ک، های نوسان کوچمشخصات دینامیکی خطی سیستم در اطراف نقطه تعادل استخراج شود. بدین منظور، با فرض دامنهابتدا لازم است 

ستم، برای این سی شوند. حل مسئله مقدار ویژهنظر شده و معادلات به فرم ماتریسی خطی استاندارد تبدیل می از جملات غیرخطی صرف

بخش خطی معادلات در مراحل  وا جفت کردندهد که ابزار اصلی برای دست میهرا ب تعادلحول نقطه  مدها های طبیعی و شکلفرکانس

چندگانه، معادلات دینامیکی حول زمانی های سازی معادلات جهت روش مقیاسو آماده مدالرای اعمال تحلیل ب .بعدی خواهند بود

 اند:بیان قابل زیر ماتریسی صورت به شدهخطی نتایج. شوندمی سازیخطی استاتیکی ی تعادلنقطه

(23)      ''

dyn dyn dynw wM K f           

بردار فوقی معادلهدر   ,1 ,21 dyn dyn dynw w w      ِمتحرک نسبت به موقعیت تعادل  سکوهایبیانگر انحرافات عرضی دینامیکی

استاتیکی بوده و بردار  , ,625 625  dyn dyn z dyn zf Bf Bf     است.یافته های صرفاً دینامیکی بارهای تعمیمشامل مؤلفه 

Mهای همچنین ماتریس


  2 2
Kو  


  2 2

 زیر است:معادلات مطابق  هاآنهای به ترتیب ماتریس جرم و سفتی هستند که مولفه 

(24)   2

11 ,1

25
900 1

36
stm r w

 
   

 
 

(25) 
12 21 ,1 ,21

25
900

36
st stm m r w w

 
    

 
 

(26) 2

22 ,21

25
900

36
stm r w

 
  

 
 

(27)  0

11 22 111250k k Bk   

(28) 
12 21 0k k   

ی ویژهمقادیر  جذر
1

M K


       ها بردار شکل مد متناظر های طبیعی و بردارهای ویژه متناظر با هر یک از مقدار ویژهفرکانس

 آیند:دست میههای طبیعی به صورت زیر بدهند. با انجام این کار فرکانسرا می موازی دوگانه مکانیزم
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(29) 
 

11
,1

2 2

11 22 11 22 12

2

4
n

k

m m m m m

 

   

 

(30) 

 

11
,2

2 2

11 22 11 22 12

2

4
n

k

m m m m m

 

   

 

 همچنین شکل مدها به صورت زیر خواهند بود:

(31) 
2

,1 22

1 2

,1 12

(0)

11
Φ  

250
1

1 n

n

mk

m

B 



 
 
  


 

(32) 
2

,2 22

2 2

,2 1

(0)

11

2

Φ
1 50

1
2 n

n

mk

m

B 



 
  
  


 

ل از های ارتعاشی با نتایج حاصدم های طبیعی و شکلشده شامل خیز استاتیکی تعادل، فرکانس نتایج تحلیلی استخراج ادامهدر 

در  1جدول  با مشخصات ذکر شده در موازی دوگانهبرای این منظور، مکانیزم  .گردندمقایسه و اعتبارسنجی می سازی المان محدودشبیه

به ترتیب  ℎو  𝑏نظر گرفته شده که این مشخصات به نحوی هستند که تمام فرضیات در نظر گرفته شده را پوشش دهند. در این جدول 

 فاده ازبا استبه نیروهای مختلف  موازی دوگانه مکانیزم عرض و ارتفاع سطح مقطع مستطیلی تیرها هستند. ابتدا پاسخ استاتیکی

 های طبیعی مکانیزمشوند. سپس فرکانسمقایسه می دست آمده از معادلاتهنتایج آن با نتایج بدست آمده و هسازی اجزای محدود بشبیه

دست آمده از هنتایج ببا  آن مده و نتایجدست آهسازی اجزای محدود ببا شبیه حول سه نقطه تعادل متفاوت یاد شده یموازی دوگانه

 شوند.مقایسه می معادلات

 ی استفاده شده برای مقایسه معادلات حرکت و تحلیل اجزای محدودمشخصات مکانیزم موازی دوگانه -1جدول 

Table 1. Specifications of the double-parallelogram mechanism used for the comparison between the equations 

of motion and the finite element analysis 

2m   1m   YYI   b h   L   E  

  kg0/ 5    kg0/ 5   
4 mm1/ 67   

2 mm20 1    cm12    GPa68 /9  

صورت ایجاد شد. انتهای متصل به زمین در دو تیر مکانیزم موازی اول به 1آباکوستجاری  افزاردر نرمصورت دوبعدی مدل اجزای محدود به

های این ناحیه مقید شدند. سکوهای میانی و نهایی با ای که تمام درجات آزادی انتقالی و دورانی گرهگونهگیردار در نظر گرفته شد؛ به

های انتهایی تیرهای متصل به هر سکو از طریق قید کوپلینگ مدل شدند. گره 𝑚2و  𝑚1های متمرکز نقاط مرجع متناظر و جرم

سینماتیکی به نقطه مرجع همان سکو متصل شدند تا حرکت صلب سکو و سازگاری تغییر مکان دو انتهای تیرهای موازی تأمین شود. 

 هبعدی س تیرهای منعطف با المان تیر دو .م اعمال شدنیروی خارجی نیز به نقطه مرجع سکوی نهایی و در راستای درجه آزادی مکانیز

 1سازی شدند. سطح مقطع تیرها مستطیلی بوده و خواص الاستیک و چگالی آلومینیوم مطابق جدول گسسته B22 گرهی مرتبه دوم

انجام  3غیرخطی هندسیزینه کردن گو با فعال 2استاتیکی عمومی ها اختصاص یافت. تحلیل تعادل استاتیکی با استفاده از گامبه المان

های طبیعی حول هر وضعیت تعادل، گام استخراج های هندسی غیرخطی لحاظ شود. سپس برای استخراج فرکانسشد تا اثر تغییرشکل

                                                        
1 ABAQUS 
2 Static general 
3 Geometric nonlinearity (Nlgeom) 
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 بیترتمنعطف به ریهر ت یهااز اندازه مش، تعداد المان جیاستقلال نتا یبررس یبرا .فرکانس پس از گام استاتیکی متناظر اجرا گردید

برابر با 
eN   یبه مقدار ثابت تیها، هر سه کمتعداد المان شینشان دادند که با افزا جی. نتادر نظر گرفته شدند 20 ،16 ،12 ،8 ،4 ،2

 انیتفاوت م ن،یبودند. بنابرا کسانیالمان تا هفت رقم اعشار  20و  16 یدارا یهامش یبرا 𝜔𝑛,2و  𝑊2 ،𝜔𝑛,1 ری. مقادشوندیهمگرا م

 20مش  شتر،یب نانیاطم یشد. برا دییمش تأ یاز اندازه جینبود و استقلال نتا صیشده قابل تشخگزارش یدو مش آخر در دقت عدد

 مورد استفاده قرار گرفت. ییدر محاسبات نها یالمان

سازی تغییر مکان استاتیکی سکوی نهایی و سکوی میانی بر حسب نیروهای مختلف با استفاده از معادلات حرکت و شبیه 3شکل 

حرکت سکوی میانی را نمایش  ،و خطوط آبیاصلی حرکت سکوی  ،خطوط قرمز 3شکل  دهد. درنمایش می را اجزای محدود غیرخطی

 دستبهپاسخ  یدهندهها نشانچینآمده با استفاده از معادلات حرکت و خط دستبهدهنده پاسخ دهند. همچنین خطوط پیوسته نشانمی

خوانی مناسبی دست آمده از معادلات همهشود که تغییر مکان استاتیکی بآمده با استفاده از تحلیل اجزای محدود هستند. مشاهده می

 با تحلیل اجزای محدود غیرخطی دارد.

 

 بر حسب نیروی وارده تغییر مکان استاتیکی مکانیزم موازی دوگانه -3شکل 

Fig. 3. Static displacement of the double-parallelogram mechanism versus the applied force 

سازی اجزای با استفاده از معادلات خطی شده و شبیه موازی دوگانه دست آمده برای مکانیزمههای طبیعی بفرکانس ،2جدول  در

 3جدول  راجزای محدود دسازی معادلات حرکت و تحلیل دست آمده با خطیهمحدود نشان داده شده است. همچنین شکل مدهای ب

تطابق دست آمده با هر دو روش ههای طبیعی و شکل مدهای بدهد که فرکانسنمایش داده شده است. نتایج این دو جدول نشان می

 دهد.دارند که هماهنگی بالای نتایج معادلات دینامیکی با نتایج تحلیل المان محدود را نشان می مناسبی

 اجزای محدود لیمعادلات و تحل یسازیبا خط موازی دوگانه زمیمکان (𝐇𝐳)ی عیطب یهارکانسف -2جدول 

Table 2. Natural frequencies (Hz) of the double-parallelogram mechanism from equation linearization and finite 

element analysis 

 
2  cmW 0    2  cmW 0/ 5   2  cmW 1  

𝜔𝑛1 𝜔𝑛2 𝜔𝑛1 𝜔𝑛2 𝜔𝑛1 𝜔𝑛2 

555/5 معادلات  544/14  553/5  442/14  547/5  148/14  

513/5 اجزای محدود  441/14  525/5  375/14  558/5  180/14  
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76/0 خطا )%(  70/0  51/0  47/0  20/0  23/0  

 اجزای محدود لیمعادلات و تحل یسازیبا خط موازی دوگانه زمیمکان شکل مدهایبردار  -3جدول 

Table 3. Mode shape vectors of the double-parallelogram mechanism from equation linearization and finite 

element analysis 

 مد دوم مد اول

 اجزای محدود معادلات اجزای محدود معادلات

 
 
 
 

0/ 5257

0/ 8507
  

 
 
 

0/ 5263

0/ 8503
  

 
 
 

0/ 8507

-0/ 5257
  

 
 
 

0/ 8471

-0/ 5314
 

 چندگانهزمانی های روش مقیاس -3-3

ی اینرسی هستند. وجود این جملات، تحلیل معادلات حرکت حاکم بر سیستم، دارای ماهیتی ذاتاً غیرخطی بوده و شامل جملات پیچیده

ردهای کارگیری رویکهای داخلی و تغییرات فرکانس را نیازمند بهرزونانسهایی نظیر دقیق رفتار دینامیکی سیستم و بررسی پدیده

ها جهت استخراج عنوان یکی از کارآمدترین روشچندگانه به زمانی هایسازد. بدین منظور، در این بخش از روش مقیاساغتشاشی می

معادلات دینامیکی خالص )که در بخش پیشین با شود. شایان ذکر است که این روش بر روی های ارتعاشی تقریبی استفاده میپاسخ

 اعمال خواهد شد.( ندحذف اثرات تغییرشکل استاتیکی و جداسازی جملات پایا استخراج گردید

های ویژه ترمچندگانه، ابتدا لازم است بخش خطی معادلات )به زمانی هایسازی استاندارد روش مقیاسبا این وجود، جهت پیاده

خارج شوند. در فرم فعلی، ماتریس جرم سیستم غیرقطری بوده و شده جفتاینرسی هستند( از حالت شدگی فتجشتاب که ناشی از 

سازد. معادلات دیفرانسیل حتی در حالت خطی نیز به یکدیگر وابسته هستند؛ امری که اعمال مستقیم عملگرهای اغتشاشی را دشوار می

کردن  اجفتوچندگانه، استفاده از یک تغییر متغیر مختصاتی ضروری است تا ضمن  مانیز هایبنابراین، پیش از آغاز فرآیند روش مقیاس

 بخش خطی، ساختار ریاضی معادلات را اصلاح نماید.

کیل ی نرمال شده تشهای آن را بردارهای ویژهپذیرد، ماتریسی که ستوناین تغییر مختصات با استفاده از ماتریس مدال صورت می

 شود:مختصات به صورت زیر در نظر گرفته می دهند. این تغییرمی

(33)      Φdyn modw w   

فوق، ی معادلهدر  Φ  ماتریس مدال و mod mod,1 mod,2w w  w     با انجام تغییر متغیر فوق در  باشند.ی مدال میرهایمغ

در  هاآنضرب کردن طرفین و  (22) و (21) معادلات Φ که فرم کلی آن به شکل زیر  شوندمی واجفت، بخش خطی معادلات حرکت

 است
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(34) 

 

 

 

2

1 1 1 1,1 1,2 1,3 2

2 2

1,4 1 1,5 2 1,6 2

1,7 1,8 1,9

1,10 1,11 1,12

2 2

mod, mod, mod,1 mod,2 mod,1 mod, mod,1

mod,1 mod, mod,2

2 2

mod,1 mod,2 mod,1 mod,2 mod,1

2 2

mod,1 mod,2 mod,1

w w w w w w w

w w w w w

w w w w w

w w w

   

  

  

  

    

  

     

      2mod,2 mod,w w

 

(35) 

 

 

 

2

2 2 2,1 2,2 2,3 2

2 2

2,4 1 2,5 2 2,6 2

2,7 2,8 2,9

2,10 2,11 2,12

2 2

mod,2 mod, mod,1 mod,2 mod,1 mod, mod,1

mod,1 mod, mod,2

2 2

mod,1 mod,2 mod,1 mod,2 mod,1

2 2

mod,1 mod,2 mod,1

w w w w w w w

w w w w w

w w w w w

w w w

   

  

  

  

    

  

     

      2mod,2 mod,w w

 

چندگانه برای تحلیل ارتعاشات آزاد زمانی های توان از روش مقیاساکنون میهستند.  𝑟ضرایب ثابتی بر حسب  𝛼𝑖,𝑗 ،فوقمعادلات در 

این مکانیزم استفاده کرد. با توجه به اینکه جملات غیرخطی ظاهر شده در معادلات حرکت از نوع درجه سوم هستند و جملات درجه 

ای زمانی مستقل هظاهر خواهند شد. از این رو مقیاس 𝜀2ی اثرات غیرخطی بر روی دامنه و فاز پاسخ در مرتبه یب است،اغ هاآندوم در 

 شوند.به صورت زیر در نظر گرفته می

(36) 
0T   

(37) 2

2T    

نویسی های جدید بازبه زمان ی اول و دوم نیز بر حسب مشتقات جزئی نسبتبندی، عملگرهای مشتق زمانی مرتبهمتناسب با این مقیاس

 گردند:می

(38) 2

0 2

d
D D

d



   

(39) 
2

2 2

0 0 22

d
D 2 D D

d



    

jD فوق معادلات در 
jT





به صورت بسط مجانبی زیر در  mod,2wو  mod,1wهمچنین پاسخ زمانی برای هر یک از متغیرهای  است. 

 :[31] شودنظر گرفته می

(40)      3

0 2 11 0 2 13 0 2, , ,mod,1w T T w T T w T T    

(41)      3

0 2 21 0 2 23 0 2, , ,mod,2w T T w T T w T T    

، دستگاه معادلات 𝜀های پارامتر سازی جملات بر اساس توانو مرتب (35)و  (34) در معادلات (39)تا  (36)معادلات با جایگذاری 

 به صورت زیر است: 𝜀1ضرایب  گردد.مراتب مختلف استخراج می دیفرانسیل جزئی در

(42) 
2 2

0 11 1 11D 0w w   

(43) 2 2

0 21 2 21D 0w w   

 :استبه صورت زیر  𝜀3 همچنین ضرایب
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(44) 

 

 

    
    

2 2 2 2 2

0 13 1 13 1,1 11 1,2 21 1,3 11 21 0 11

2 2 2

1,4 11 1,5 21 1,6 11 21 0 21

2 2

1,7 0 11 1,8 0 21 1,9 0 11 0 21 11

2 2

1,10 0 11 1,11 0 21 1,12 0 11 0 21 21 0 2 11

D D

D

D D D D

D D D D 2D D

w w w w w w w

w w w w w

w w w w w

w w w w w w

   

  

  

  

   

  

  

   

 

(45) 

 

 

    
    

2 2 2 2 2

0 23 2 23 2,1 11 2,2 21 2,3 11 21 0 11

2 2 2

2,4 11 2,5 21 2,6 11 21 0 21

2 2

2,7 0 11 2,8 0 21 2,9 0 11 0 21 11

2 2

2,10 0 11 2,11 0 21 2,12 0 11 0 21 21 0 2 21

D D

D

D D D D

D D D D 2D D

w w w w w w w

w w w w w

w w w w w

w w w w w w

   

  

  

  

   

  

  

   

 

ی نمایی مختلط در نظر نهی دو مولفهتوان به صورت برهمرا می( (43)و  (42)معادلات ) 1پاسخ عمومی معادلات دیفرانسیل خطی 

 :گرفت

(46)     1 0

11 0 2 1 2,
I T

w T T A T e cc


   

(47)     2 0

21 0 2 2 2,
I T

w T T A T e cc


   

فوق معادلات که در  1 2A T  و 2 2A T  دو تابع نامعلوم بر حسب
2T نندکمدت سیستم را تعیین می بلندکه رفتار دینامیکی  هستند 

 3در معادلات  1دیر پایشکل صریح این توابع با اعمال شرط حذف جملات  های نمایش داده شده است.مزدوج مختلط ترم ccو 

دست آمده برای هبرای این کار، مقادیر ب تعیین خواهند شد.
11w  و

21w شوند.جایگذاری می (45)و  (44) در معادلات 

(48) 1 0

2 2

1 2 1 2 1,6 2 2 1 2 1,8 2 2 12 2

0 13 1 13 2 2 2 2 2

1 1,2 2 2 1 1 1,7 1 1 1 1,1 1 1

2 D 2 2
D

2 3

I T
I A A A A A A A

w w e NST cc
A A A A A A A


    


     

    
    

   

.  

(49) 2 0

2 2

1 2 2 1 2,10 1 1 2 1 2,3 1 1 22 2

0 23 2 23 2 2 2 2 2

2 2,4 1 1 2 2 2,11 2 2 2 2,5 2 2

2 D 2 2
D

2 3

I T
I A A A A A A A

w w e NST cc
A A A A A A A


    


     

    
    

   

 

1های شامل ترماست و  2پای های نادیربیانگر ترم NST ،(49)و  (48)معادلات در  0I T
e

  2و  (48) یمعادلهدر 0I T
e

  (49) یمعادلهدر 

 هستند که باعث ناپایداری پاسخ شده و باید برابر با صفر شد. بنابرایندیر پای های ، ترمهاآنو مزدوج مختلط 

(50) 
2 2 2

1 2 1 2 1,6 2 2 1 2 1,8 2 2 1 1 1,2 2 2 1

2 2 2 2

1 1,7 1 1 1 1,1 1 1

2 D 2 2 2

3 0

I A A A A A A A A A A

A A A A

      

   

   

  
 

(51) 
2 2 2

1 2 2 1 2,10 1 1 2 1 2,3 1 1 2 2 2,4 1 1 2

2 2 2 2

2 2,11 2 2 2 2,5 2 2

2 D 2 2 2

3 0

I A A A A A A A A A A

A A A A

      

   

   

  
 

دست آوردن هبرای ب 1 2A T  و 2 2A T  شوندگرفته میدر نظر مختلط به فرم قطبی زیر فوق، این توابع معادلات از: 

                                                        
1 Secular 
2 Non secular terms 
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(52)    1 2

1 1 2

1

2

I T
A a T e


  

(53)    2 2

2 2 2

1

2

I T
A a T e


  

که در آن 
1a  و

2a ی واقعی نوسان و دامنه
1  و

2  .فوق در معادلاتمعادلات با جایگذاری فاز نوسان در مقیاس زمانی کند است 

 آیند:دست میهزیر بمعادلات  ،های حقیقی و موهومی هر یکو برابر صفر قرار دادن قسمت تفکیکو  (51)و  (50)

(54) 
1 2 1D 0a   

(55) 
2 2 2D 0a   

(56) 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3

1 1 2 1 1,6 2 1 2 1,8 2 1 2 1,2 1 1 2 1,7 1 1 1,1 1 18 D 2 2 2 3 0a a a a a a a a a                  

(57) 2 2 2 2 2 2 2 3 2 3

2 2 2 2 2,10 1 1 2 2,3 1 1 2 2,4 2 1 2 2,11 2 2 2,5 2 28 D 2 2 2 3 0a a a a a a a a a                  

، (55)و  (54)ی با حل دو معادله
1a  و

2a آیند:دست میهب 

(58) 
1 10a a  

(59) 
2 20a a  

 ثابت .ندمانکنند و ثابت باقی میهای نوسان در مقیاس زمانی کند تغییر نمیدهد که در غیاب جملات میرایی، دامنهاین نتیجه نشان می

مدال در مقیاس زمانی آهسته ناشی از ماهیت ارتعاش آزادِ یک سیستم پایستار و بدون میرایی است. در نبود تحریک  یماندن دامنه

شود، اما در مرتبه تقریب حاضر باعث بودن هندسی موجب تغییر فرکانس و تکامل فاز می کار اتلاف انرژی، غیرخطی و خارجی و ساز

که  ای نیست، بلکه بیانگر آن استمکان لحظه بودن تغییر بودن دامنه به معنای ثابت رو، ثابت این گردد. ازتغییر تدریجی دامنه نمی

شود. این نتیجه همچنین به فرض پاسخ کند و مقدار آن توسط شرایط اولیه تعیین میآهسته تغییر نمی زمانِ  مقیاسِ  دامنه نوسان در

دست آمده برای توابع هبا جایگذاری مقادیر ب .مدها محدود استمدی و عدم وقوع اندرکنش تشدیدی مؤثر میان  تک
1a  و

2a  در

و حل معادلات، توابع  (57)و  (56) معادلات
1  و

2 آیند:دست میهنیز مطابق زیر ب 

(60) 
2 2 2 2 2 2 2

1,6 2 20 1,8 2 20 1,2 1 20 1,7 1 10 1,1 1 10

1 2 10

1 1

3

4 4 4 8 8

a a a a a
T

         
 

 

 
        
 

 

(61) 
2 2 2 2 2 2 2

2,10 1 10 2,3 1 10 2,4 2 10 2,11 2 20 2,5 2 20

2 2 20

2 2

3

4 4 4 8 8

a a a a a
T

         
 

 

 
        
 

 

ه این کند کتغییر میها دهند که اگرچه دامنه نوسان ثابت است، اما فاز نوسان با نرخی وابسته به توان دوم دامنهنشان می معادلاتاین 

) در نهایت، با ترکیب نتایج دامنه و فاز، پاسخ تقریبی سیستم تا مرتبه اول دقت. امر منجر به تغییر فرکانس طبیعی سیستم خواهد شد
1 )شودبه صورت زیر بازنویسی می: 
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(62)  10 1 10cos Ωmod,1w a     

(63)  20 2 20cos Ωmod,2w a     

فوق معادلات در 
1Ω  و

2Ω آینددست میهزیر بمعادلات باشند که از های نوسان میهای طبیعی غیرخطی بر حسب دامنهفرکانس 

(64) 
2 2 2 2 2 2 2

1,6 2 20 1,8 2 20 1,2 1 20 1,7 1 10 1,1 1 10

1 1

1 1

3
Ω

4 4 4 8 8

a a a a a         


 

 
        

 
 

(65) 
2 2 2 2 2 2 2

2,10 1 10 2,3 1 10 2,4 2 10 2,11 2 20 2,5 2 20

2 2

2 2

3
Ω

4 4 4 8 8

a a a a a         


 

 
        

 
 

 و نتایج سنجیصحت -4-3

انجام  پاسخ دینامیکی غیرخطی سیستمی سنجی نتایج صرفاً بر پایهشده، صحت منظور ارزیابی دقت تحلیل ارتعاشات غیرخطی ارائه به

آمده از حل عددی معادلات  دستبههای چندگانه با پاسخ زمانی هایتحلیلی حاصل از روش مقیاسشده است. در این راستا، نتایج 

 اند.حرکت غیرخطی مقایسه شده

چندگانه استخراج گردید. این منحنی، وابستگی زمانی های سیستم با استفاده از روش مقیاس 1پشتیبان در گام نخست، منحنی

. گیردیمعنوان شاخص اصلی رفتار غیرخطی ارتعاشی مورد استفاده قرار  نوسان را نشان داده و به یفرکانس طبیعی سیستم به دامنه

صورت عددی و برای  سازی اضافی، بهسنجی این نتایج، معادلات حرکت غیرخطی اصلی، بدون اعمال هرگونه سادهمنظور صحتبه

 های اولیه مختلف حل شدند.دامنه

برای هر حل عددی، پاسخ زمانی سیستم استخراج شده و فرکانس غالب نوسان از طریق تحلیل سیگنال پاسخ محاسبه گردید. سپس 

 ندگانهچ زمانی هایروش مقیاس شده از استخراج پشتیبان های نوسان اولیه با منحنیعنوان تابعی از دامنه آمده به دستبههای فرکانس

 همان .دهدچندگانه را نشان می زمانی هایدست آمده با حل عددی معادلات و روش مقیاسهب پشتیبان منحنی 4شکل  مقایسه شدند.

تار یابد که بیانگر وجود رفمیتدریج کاهش  نوسان، فرکانس طبیعی سیستم به یشود، با افزایش دامنهگونه که در شکل مشاهده می

، اختلاف نسبی فرکانس 4شده در شکل ای بررسیدر تمام بازه دامنهناشی از اثرات غیرخطی هندسی در مکانیزم است.  شوندگینرم

؛ است 15/0حدود %های زمانی چندگانه و فرکانس حاصل از حل مستقیم معادلات حرکت برای هر دو مد شده با روش مقیاسبینیپیش

ی مدل توانای یدهندهاین تطابق مناسب نشان .شده در این شکل در محدوده اعتبار تقریب تحلیلی قرار دارددادهرو، کل بازه نمایشازاین

 .بینی دقیق تغییرات فرکانس وابسته به دامنه در سیستم مورد مطالعه استچندگانه در پیشزمانی های تحلیلی مبتنی بر روش مقیاس

شود که اختلاف بین فرکانس طبیعی حاصل از مدل خطی و فرکانس شده، مشاهده می توجه به نمودارهای پشتیبان ارائه همچنین، با

 11/0% که این انحراف نسبی از طورییابد؛ بهافزایش می غیرخطیصورت نوسان به یطبیعی غیرخطی وابسته به دامنه، با افزایش دامنه

0ia در 0/05 0 در 48/1% بهia 0/ شده نسبتاً محدود است، روند افزایشی آن نشان رسد. اگرچه این اختلاف در بازه بررسیمی 20

شود. بنابراین، در تحلیل ارتعاشات با دامنه نسبتاً بزرگ تر میتر محسوسهای ارتعاشی بزرگدهد که اثرات غیرخطی هندسی در دامنهمی

کی سیستم تری از رفتار دینامیتواند توصیف دقیقبینی بالایی موردنیاز است، استفاده از مدل غیرخطی میردهایی که دقت پیشیا در کارب

 .ارائه دهد
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 فرکانس طبیعی اولمنحنی پشتیبان  الف(

a) 1st mode backbone curve 

 
 فرکانس طبیعی دوممنحنی پشتیبان  ب(

b) 2nd mode backbone curve 

 چندگانه زمانی هایدست آمده با حل عددی و با روش مقیاسبهمنحنی پشتیبان  -4شکل 

Fig. 4. Backbone curve obtained from numerical solution and the method of multiple time scales 
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 هایهای روش مقیاسبینیهای زمانی حاصل از حل عددی معادلات کامل با پیشدقت مدل تحلیلی، پاسخمنظور ارزیابی  لاوه بر این، بهع

اول،  که در حالتطوری چندگانه مقایسه شدند. برای این منظور، رفتار سیستم در دو حالت تحریک مدال خالص بررسی گردید؛ به زمانی

صفر در نظر گرفته شد تا تنها مد اول در ابتدای حرکت دارای انرژی  یسرعت اولیه مد اول و متناسب با شکل تغییر مکان یشرط اولیه

ر، تنهایی تحریک گردد. به بیان دیگ مد دوم تعریف شد تا مد دوم به صورت مشابه متناسب با شکل باشد، و در حالت دوم، شرط اولیه به

مدال دیگر بدون انرژی  یصفر بوده و مختصه غیر یآغازین دارای دامنه یدر هر یک از این حالات تنها یکی از مختصات مدال در لحظه

های زمانی چندگانه ط روش مقیاسشده توسبینی های تحلیلی پیشهای زمانی حاصل از حل عددی با پاسخپاسخ 5شکل  .اولیه است

 ریشه میانگین مربعات خطاخطای پاسخ زمانی بر مبنای  ،های زمانیبرای ارزیابی کمی پاسخ .دهدمینمایش برای دو حالت ذکر شده را 

 زیر محاسبه شد یطبق معادله

(66)    
2

Ana Num

1

1 1
100

i

i

N

W k k

kW

Er W t W t
Amp N 

      

که در آن 
iWAmpی ارتعاش ، دامنه

,dyn iw  .برای خطاهای پاسخ زمانی مقدار است
,1dynw  و

,2dynw  در حالت تحریک مدال خالص

انطباق مناسب  .است 59/0و % 73/0بوده و در حالت تحریک مدال مد دوم، به ترتیب برابر % 60/1و % 91/3% ترتیب برابر بامد اول، به

 م است.سیستشوندگی نرمبین دامنه و فرکانس نوسانات در دو روش، بیانگر توانایی مدل تحلیلی در ثبت اثرات غیرخطی هندسی و 

 
 تحریک مدال خالص مد اول الف(

mode stexcitation of the 1Pure modal ) a 

            
  . 

  . 

  . 
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 دومتحریک مدال خالص مد  ب(

b) Pure modal excitation of the 2nd mode 

 هچندگان زمانی هایشده توسط روش مقیاسبینی های تحلیلی پیشهای زمانی حاصل از حل عددی با پاسخاسخی پمقایسه -5شکل 

Fig. 5. Comparison of the time responses obtained from the numerical solution with the analytical 

responses predicted by the method of multiple time scales 

چندگانه قادر است رفتار ارتعاشی غیرخطی مکانیزم  زمانی هایدهند که روش مقیاسسنجی نشان میدر مجموع، نتایج صحت

عنوان ابزاری معتبر برای تحلیل تواند بهشده می استخراجپشتیبان  بینی نماید و منحنیقبولی پیش منعطف مورد مطالعه را با دقت قابل

لی ن پژوهش، بررسی صریح رزونانس داخدر ایلازم به ذکر است که  و تفسیر پاسخ دینامیکی غیرخطی سیستم مورد استفاده قرار گیرد.

آمده برای مکانیزم مورد مطالعه  دستهای طبیعی بهدر چارچوب تحلیل حاضر انجام نشده است. با توجه به نسبت فرکانس

 2 1/   2 /  این برقرار نیست؛ از، 1:3 یا 1:1 های نزدیک به، شرایط لازم برای وقوع رزونانس داخلی مرتبه پایین، از جمله نسبت6

شده بر پایه فرض عدم  های ارائهرود. بنابراین، پاسخشده انتظار نمی رو، تبادل انرژی پایدار میان مدها در محدوده پارامترهای بررسی

 .اندوقوع رزونانس داخلی تفسیر شده

قطعیت بر روی پارامترهای اصلی سیستم های ساخت، تحلیل عدمهای منعطف و اهمیت تلرانسبا توجه به ماهیت دقیق مکانیزم

, (شامل ابعاد هندسی تیرها ,L b h( و جرم سکوها) 1 2,m m(  .یهر پارامتر نسبت به مقدار نام راتییتغ ل،یتحل نیدر اانجام شد 

و  یبرابر با مقدار نام عیتوز نیانگیهر پارامتر، م یشد. برا یسازمدل ±2% ینرمال در بازه عیتوز کیو با استفاده از  وستهیصورت پبه

. نتایج حاصل از این بررسی نشان داد که در حضور خطاهای احتمالی ساخت، با در نظر گرفته شد یمقدار نام %1برابر با  اریانحراف مع

ها گیرند. این بازههرتز قرار می 00/15تا  09/14 و هرتز 73/5تا  38/5های به ترتیب های طبیعی اول و دوم در بازهفرکانس 95%احتمال 

ی های طبیعدهند که بیانگر پایداری و حساسیت پایین فرکانسنسبت به مقادیر نامی نشان می ±1/3% انحراف محدودی را در حدود

 .ناپذیر ساخت استهای اجتنابقطعیتشده در برابر عدماستخراج

 گیرینتیجه -4

صحیح  بینیروند، پیشهایی که برای کاربردهای دقیق و سرعت بالا به کار میویژه مکانیزمهای منعطف، بهدر تحلیل و طراحی مکانیزم

های صلب، تغییر شکل اعضای شود که برخلاف مکانیزمهای اساسی است. این چالش از آنجا ناشی میرفتار دینامیکی یکی از چالش

شدگی های نسبتاً بزرگ، جفتنبی نیست، بلکه خود مبنای ایجاد حرکت در مکانیزم است. در نتیجه، تغییرشکلمنعطف تنها یک اثر جا

طور قابل توانند رفتار ارتعاشی سیستم را بهمیان درجات آزادی، وابستگی سفتی مؤثر به موقعیت تعادل و اثرات غیرخطی هندسی می

       
  .  

  . 

  .  
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های نندهکاین چالش برای طراحی دقیق، افزایش محدوده عملکرد پایدار و توسعه کنترل توجهی تحت تأثیر قرار دهند. روشن است که حل

وازی ویژه مکانیزم منعطف مهای چندسکویی، بهقابل اعتماد اهمیت زیادی دارد. با این حال، به دلیل پیچیدگی هندسی و دینامیکی سازه

برخوردار باشد و هم ساختاری فشرده و قابل تحلیل داشته باشد، دوگانه، توسعه یک مدل دینامیکی غیرخطی که هم از دقت کافی 

در این پژوهش تلاش شد بخشی از این خلأ با توسعه یک مدل دینامیکی غیرخطی . شودهمچنان یک مسئله باز و قابل توجه محسوب می

 بندی انرژی و معادلات لاگرانژ استفادهفرمولبرای مکانیزم منعطف موازی دوگانه برطرف شود. برای این منظور، از مدل قیدی تیر در کنار 

ررسی آمده امکان بدستهای دینامیکی توصیف شود. مدل بهشدگیهای هندسی و جفتشد تا رفتار مکانیزم با در نظر گرفتن غیرخطی

ک ترتیب، به جای اتکا به یکند. به این زمان پاسخ استاتیکی، دینامیک خطی حول نقاط تعادل و ارتعاشات آزاد غیرخطی را فراهم میهم

های ارتعاشی سیستم را در اثر تغییرشکل و دامنه نوسان تواند تغییرات مشخصهمدل صرفاً استاتیکی یا خطی، چارچوبی ارائه شد که می

 .نیز بازتاب دهد

کی و سه پاسخ استاتیبینی رفتار مکانیزم دارد. مقایآمده نشان داد که مدل پیشنهادی توانایی مناسبی در پیشدستنتایج به

خوانی بسیار خوب دو دهنده هممدهای حاصل از مدل تحلیلی با نتایج تحلیل اجزای محدود نشان های طبیعی و شکلهمچنین فرکانس

صلی های اتواند با وجود سادگی نسبی و ماهیت تحلیلی خود، ویژگیشده می بندی ارائهکند که فرمولروش بود. این موضوع بیان می

تار مکانیزم را با دقت قابل قبول استخراج کند. همچنین، تحلیل ارتعاشات آزاد غیرخطی نشان داد که فرکانس طبیعی سیستم به رف

های شود. این نتیجه اهمیت در نظر گرفتن غیرخطیشوندگی در مکانیزم ظاهر میدامنه نوسان وابسته است و با افزایش دامنه، رفتار نرم

بینی تواند منجر به پیشدهد؛ زیرا نادیده گرفتن این اثرات میهای منعطف موازی دوگانه نشان میینامیکی مکانیزمهندسی را در تحلیل د

 عنوان ابزاری تحلیلی وتواند بهیافته در این مقاله میدر مجموع، چارچوب توسعه. و محدوده عملکرد پایدار شود تشدیدنادرست شرایط 

های منعطف موازی دوگانه مورد استفاده قرار گیرد. این مدل علاوه بر فراهم کردن درک نامیکی مکانیزمکارآمد برای مطالعه رفتار دی

تواند مبنایی برای طراحی بهینه، تحلیل حساسیت، انتخاب های دینامیکی، میشدگیهای هندسی و جفتفیزیکی بهتر از نقش غیرخطی

 رفته باشد.محدوده کاری مناسب و توسعه راهبردهای کنترلی پیش

های پژوهش حاضر، در نظر نگرفتن میرایی ساختاری و میرایی ناشی از خواص ماده در مدل دینامیکی است. در این یکی از محدودیت

منظور تمرکز بر استخراج و تحلیل رفتار غیرخطی ذاتی مکانیزم، ارتعاش آزاد یک سیستم پایستار و بدون میرایی بررسی شده مطالعه، به

نوسان، تغییر پهنای ناحیه تشدید و تأثیر میرایی بر پایداری پاسخ در مدل  یرو، اثرات اتلاف انرژی، کاهش تدریجی دامنه این است؛ از

های لیاپانوف یا فلوکه انجام نشده های غیرخطی با استفاده از روشدر این پژوهش، تحلیل پایداری پاسخ همچنین، اند..حاضر لحاظ نشده

 بدون و پایستار مدل در دامنه ماندن ثابت و هستند آزاد ارتعاش دامنه-های پشتیبان فرکانسصرفاً منحنی ،شده ارائههای است. منحنی

. شوند فسیرت احتیاط با باید هاپاسخ پایداری به مربوط نتایج رو،از این . نیست تناوبی مدارهای پایداری یکنندهاثبات تنهاییبه میرایی،

سازی دینامیکی ارائه های پژوهش حاضر است. مدلعدم انجام اعتبارسنجی تجربی در این مرحله، یکی دیگر از محدودیتعلاوه بر این، 

محدود( بنا شده است؛ در حالی که برای اطمینان از عملکرد دقیق مکانیزم  اجزایهای عددی )شده بر پایه مفروضات تئوریک و تحلیل

های های ساخت، عیوب هندسی احتمالی و رفتار واقعی ماده، انجام آزمونراتی نظیر تلورانسدر کاربردهای صنعتی و لحاظ کردن اث

ینده های آتوانند در پژوهشمانند بررسی اثرات میرایی، تحلیل پایداری و اعتبارسنجی تجربی می موارداست. از این رو،  مفیدتجربی 
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