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   ينرخ ين اولرياديبندر معادلات  يته فضائيسيتانسور الاست

 2ي، زهرا عباس٭1يخزائ يژن عباسيب

 چكيده
رند. در مختصات يگيمورد استفاده قرار م ين نرخياديبزرگ، معادلات بن يهارشکلييتغل يبه طور معمول در تحل

د. تانسور ينمايرشکل مرتبط مييرخ تغک تانسور تنش را به ني يني، نرخ عييته فضايسي، تانسور الاستيفضائ

ها ن آنيافتن رابطه بيمختلف، متفاوت است و  ين نرخياديک ماده مشخص در معادلات بني يبرا ييته فضايسيالاست

براي چند مدل  فقطها محدود بوده و نتايج آن نهيزمتحقيقات انجام شده در اين  ن است.ياز محقق يمورد علاقه برخ

ن ياديته در معادلات بنيسيالاست ين تانسورهايح بيو صر يک رابطه عموميق ين تحقيدر ات.  خاص ارائه شده اس

  چپ و بردارهاي ويژه آن است. کاوشي–گريناين رابطه تابعي از تانسور  ارائه شده است.

 ، نرخ تنش همگرديته فضائيسي، تانسور الاستين نرخياديمعادله بن: كلمات كليدي 

Spatial Elasticity Tensor in Eulerian Rate Type 

Constitutive Equations   
B. Abbasi Khazaei, Z. Abbasi 

ABSTRACT 

In finite deformation analysis, the use of constitutive equations in rate form is often required. In a spatial 

setting, elastic modulus tensor relates some objective rate of a spatial stress tensor to the rate of deformation. 

It is important to know that, the spatial elastic modulus tensors of a material in different constitutive 

equations differ and relation between them may be interest for some researchers.  In this paper, a general 

explicit formulation between the spatial elastic modulus tensors of some constitutive equations expressed. 

This formulation is a function of left Cauchy-Green tensor and its eigenvectors.   

KEYWORDS : Rate type constitutive equation, spatial elasticity tensor, Corotational stress rate 

هاي تنش . همه نرخ]1[معادلات بنيادين اولري نرخي الزامي است
ماننيين نييرخ  1هيياي همدييردکلييي نييرخ تيينان در دو دسيي هرا مييي

  و ]9[4نقييني-، گييرين]7و8[3ييياومن-، زارمبييا]2-6[2لديياري مي
 -، کيياتر]11[6ماننيين نييرخ تييروزد   5غييير همدييرد  هيياينييرخ

يي  مين    بنيني نميند. در   دسي ه ]12[8و اولنرويين  ]11[7رينلين
همدرد بر عکس من  غير همدرد، نداشت ي  م غير تانسينري از  
منقعيت تغييرشکل نياف ه به منقعييت تغييرشيکل ياف يه، يينري     

       زميان دايار اعنجيا     -مخ صات فضيا  شند که سيس مانجام مي
 .]6[شندنمي

 مقدمه -1

دلييل تغييير وينسي ه    هاي بزرگ اجسيام، بيه  در تحليل تغييرشکل
-لازم است معادله بنيادين مس قل از ناظر و يا بيه  منقعيت جسم،

تنانين نسيبت بيه    . معادليه بنييادين ميي   ]1[باشين  9عبارتي عينيي 
منقعيت تغييرشکل ياف ه و يا تغييرشکل نياف ه به عننان منقعيت 
مبنا بنست آين. اگر منقعيت تغييرشکل ياف ه بيه عنينان منقعييت    

 اس فاده از  شند،  ن خابا  بنيادين  معادله  اس خرا   براي  مبنا
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 ين اولريادي ه در معادلات بنيسيتانسنر مرتبه اهار الاس 

 ن. ينمانرخ تغييرشکل را به نرخ تنش مرتبط مي ، مقنار11ينرخ

م فاوت است.   هيسين مخ لف تانسنر الاس ياديمعادلات بن يبرا

بنست آوردن  ،ي  منضنع منرد علاقه براي برخي از محققين

 ه در معادلات مخ لف است. يسيالاس  يتانسنرها رابطه بين

محنود بنده و ن ايج ار يبس نهيزمتحقيقات انجام شنه در اين 

عننان شنه است. بهآنها نيز تنها براي انن من  خاص ارائه 

ن بر اساس ياديدر معادلات بن يمماس يهان منو يمثا  رابطه ب

   ارائهح ياومن و نرخ تروزد  بطنر صري-زارمبا ينرخ ها

سازي نيروهاي تنان براي خطياز اين رابطه مي .]1و13[اننشنه

در روش المان محنود لاگرانژي بهندام شنه  ،داخل گرهي

تنان از ي  با اس فاده از اين رابطه مي ني. هم اناس فاده نمند

هاي مخ لف براي بهندام جاي الدنري مهگيري ب الدنري م ان درا

در برنامه المان محنود م کي بر  هاي اولرينمندن تنش

  .]13[معادلات هيپنالاس يسي ه اس فاده نمند

  يسينماتيكروابط  -2
در اين بخش روابط سينماتيکي که در ادامه منرد اس فاده 

 شننن:مرور مي ،قرار خناهنن گرفت

تغييرشكل، گراديان سرعت، نرخ  گراديان -2-1

 تغييرشكل

Xتتغيير شکل منضعي ي  ذره با بردار منقعي (x, ) t 

وسيله تانسنر گراديان به نسبت به ي  سيس م مخ صات مبنا

 :شندتعريف مي ريرابطه زبصنرت  ،Fتغييرشکل

(1) ;det


  


x
F F

X
 

 Xو منقعيت نسبت به مخ صات تغيير شيکل ياف يه    بردار xکه
 منقعيت نسبت به مخ صات تغيير شکل نياف ه است. ردارب

بخش و (D)، نرخ تغيير شکل(L)هاي گراديان سرعتکميت

ان ي( ب2روابط) يز بصنرت( نWان سرعت)يرم قارن گراديغ

 :شنننيم

(2) 

1, ,

,
2 2

T T


 


 

L F F L D + W

L + L L L
D W

 

 :ميداربا اس فاده از تجزيه قطبي گراديان تغييرشکل 

(3) F = RU = VR  

 راست ينگيبه ترتيب تانسنر کشVوUو دوران تانسنر Rکه

 آينن: بنست مي (4رابطه ) از که هس نناپ و 

(4) 2 2,T T   C F F U B FF V  

B وC گرين اپ و راست  -به ترتيب تانسنرهاي کاوشي

 هس نن.
به ترتيب  BوVمقادير ويژه تانسنرهاي اگر 1 ,..., n  

و 1 ,..., n  1 و ،باشنن 3n  غير  تعناد مقادير ويژه

2رابطه ، آنداهکنننيکسان را مشخص  ( 1,..., )n     
 برقرار خناهن بند. 

        بنست (5رابطه )بصنرت ، Bمقادير ويژه تانسنر

 :]4[يننآمي

3
2

2

3

2

1 1
( 2 3 cos ( 2 )

3 3

2 9 . 27
arccos ;

2( 3 )

1,2,3

I I II

I I II III

I II

  





   

  
  

 



 

(5) 

 Bنام غيرهاي اصلي تانسنر IIIو I،II(5)در رابطه

 :عبارتنن از کههس نن 

2 2

3 2 3

;

1
(( ) );

2

1 1 1
det ( ) ( )( )

6 2 3

I tr

II tr tr

III tr tr tr tr



 

   

B

B B

B B B B B

 

(6) 

هرگاه 1,..., nB B تانسينر  11وييژه  تصاويرB  يهيا يژگي يبيا و 

 :باشنن( 7رابطه )

(7) 
1

,
n

    





  B B B B I 

 :]14[خناهن بند (8رابطه )بصنرت  Bتجزيه ييفي

(8) 
1

,
n

n n    





  B B B 

 )Vبردار وييژه تانسينر   nکرونکر، يدل ا بالا روابطدر 

عملدر ( 7)در رابطه . تانسنر واحن از مرتبه دوم است I( وBيا

اسي فاده   شند. بيا هاي تکراري انجام نميروي اننيس جمع

 آين:مي(، رابطه سيلنس ر بنست 8) از رابطه

(9) 
1

1,

n

n





    




  


 




B I
B 

تانسور و  يتنش اولر ينيع يهات، نرخينياصل ع -2-2

 ييته فضايسيالاست

و  ننيددر اارانب مکاني  کلاسي ، فرض براين است که 

در مخ صات  ،سنجش منقعيت و زمان نسبت به ي  ناظر

شند. از آنجا که منقعيت ناظر زمان انجام مي-اي فضاگاليله

اه با حرکت و ي  تئنري فيزيکي همر ني، بنابرادلخناه است
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منن شند. براساس تنانن نسبت به هر ناظري نظامتغييرشکل، مي

 اصلعننان اصل مس قل از ناظر بندن که ما در اينجا از آن با 
، ي  تئنري فيزيکي نسبت به ناظرهاي ميبرينام م 12عينيت

ن ايج يکساني را ارائه دهن. اين منضنع بياندر اين ن يبامخ لف 

 ماده مس قل از ناظر است.  حقيقت است که رف ار

)دو ناظر با منقعيت هاي )  و( را در مخ صات گاليله  (

نسبت به دو ناظر  زمان در نظر بديرين. روابط-اي فضا

   :يابننان قا  مي (11رابطه )بصنرت 

(11) ( ) ( ) ( ) ( )t t t b t  x Q x 
( )tx و( )t

x ذره م حرک نسبت بيه دو  يت يمنقع يبردارها  

)يهييا منقعيييتنيياظر بييا  )و( )هسيي نن. tلحظييه در ( )tQ  و

( )b t ب تانسنر دوران و بردار ان قيا  )تيابع زميان(    يز به ترتين

)هس نن. واضح است که مخ صيات نياظر   )،    هميان مخ صيات

)ياهيه است که با سرعت زاويناظر اول ) ( )Tt t


Ω Q Q   در حا

)ارخش است و به اننازه )b t   نه اسيت. ان قيا  داده شيQ  يي  

  است: ريز يهايژگيو با 13اورتنگننا  تانسنر

( ) 0T T T

T

T

D

Dt

 



  



Q Q Q Q Q Q

Q Q I

G = QGQ

 

(11) 

له رابطهيبنس v  برداري دانيميمهمانطنرکه  v Qv    ان قيا

 ي  فضيا يي  ،Gدوممرتبه  ي  تانسنر اولري يابن. از يرفييم

 uماننيين يدييريرا بييه بييردار د  vاسييت کييه بييردار   يبييردار

vبصنرت Gu تنان ننشت:ين مي. بنابرانينمايمرتبط م 

T

T

  



   v Qv QGu QGQ Qu G u

G = QGQ
 

(12) 

بصنرت Gيه دوم اولرتانسنر مرتب
T

G = QGQ   ان قا

 يهاتيابنن کمييصنرت ان قا  من يه اکه ب ييهاتيابن. کمييم

  ي يتنان نشان داد که برايهس نن. م "عيني" ايمس قل از ناظر 

شهف ريک-نلايماننن تانسنر مرتبه دوم تنش و يت لاگرانژيکم

رابطه ان قا   ،شندينشان داده م S که با 14دوم

بصنرت S S .خناهن بند 

 ،نياديدر معادله بن ير اساسيت هر م غينيبر اساس اصل ع

کنا  که  يهار شکلييتغ ين براياديباشن. معادله بن ينيعن يبا

بصنرت  ،  استيکرنش در محنوده الاس -اندر رابطه تنشيب

 :شنديان مي( ب13رابطه )

(13) tr

2 1 2

e 

  
 



σ σ
ε I 

تيينش  σکيه در آن  بييه قياننن هينک مشييهنر اسيت    رابطيه بيالا  

e،يکاوشيي
ε  يکييرنش الاسيي،   ب وناسيينن،يضيير   ميينو

نکيه  يتانسنر واحن از مرتبه دوم است. با تنجيه بيه ا   Iو يبرش

eو σيهيا تيي کم نيبنابرا ،رف ار ماده مس قل از ناظر است
ε  در

هيا  تيي ن کميتنان نشان داد که ايباشنن. م ينيع نيبا( 13) رابطه

ر ييي تغ ين رابطه تنها برايتنجه داشت که ا ينبا اما .هس نن ينيع

ر شيکل  ييي مخ صيات تغ  کيه يزمان ،کنا  برقرار است يهاشکل

 ي( را برا13) رابطهاگر اف ه بر هم منطبقنن. ير شکل يياف ه و تغين

لازم اسيت رابطيه بصينرت     ،ميم دهي يبزرگ تعم يهار شکلييتغ

( نسبت به زمان از 13)رابطه از  يريگان شند. با مش قيب ينرخ

آن بصنرت  ياف ه، شکل نرخيرشکل نييت تغين ناظر در منقعيد

 :خناهن بند( 14رابطه)

(14) 
2 1 2

e tr

  

 


 


σ σ
ε I 

)علامييت )


نشييان دهنيينه مشيي ق زميياني نسييبت بييه منقعيييت    

اصل عينييت   بارهتغييرشکل نياف ه است. با تنجه به آنچه که در

( نييز  14) ( لازم اسيت معادليه نرخيي   13)رابطيه  ماننن  ،گف ه شن

   عينييي باشيين. بييه عبييارت ديديير هرگيياه دو نيياظر مخ لييف در    

هاي تغييرشيکل نياف يه و تغييرشيکل ياف يه کمييت نيرخ       منقعيت

ن يايج يکسياني    نيي بارا سنجش نماينن، هر دو ناظر  15تغيير شکل

تغييرشکل )دوران و ان قيا ( در  مقنار  اگر. بنيهي است نننيببرا 

 کيه  تنان فيرض نميند  مي ،هاي کنا  باشنمحنوده تغييرشکل

هاي اوليه و جاري بر هم منطبيق بينده و اصيل عينييت     منقعيت

هاي بيزرگ  ضنع براي تغييرشکلاين من جهين برقرار است. اما 

( نسيبت بيه دو   14) به عبارت ديدر رابطه .ستا ديدري بصنرت

دهين و اصيل عينييت    ج يکسياني را ارائيه نميي   ناظر مخ لف ن ياي 

هياي زيرا کمييت  .برقرار نيست


σ و


ε     عينيي نبينده و از قياننن

هياي عينيي   بيا کمييت  باين و  کرده( ويروي ن12) ان قا  در معادله

مقنارجايدزين شننن. 


ε  با کميت نرخ تغيير شکل  انتنميراD 

نسينر  اکه ي  کميت عيني است جايدزين نميند. اميا در مينرد ت   

اولري


σ ،تنان نشان داد که اگراهميσ اميا مشي ق    ،عيني است

زماني آن يعني


σ ،بت به ناظر واقع در مخ صات تغييرشيکل  نس

dبنيابراين نمين تينش يعنيي      .نياف ه عيني نيست = dt


σ σ   عينيي

ممکن  ،در معادله بنيادين نرخي σبعننان نمن dσکميتو نيست 

خناهين  طير   است مناسب نباشن. به عبارت ديدر ايين سيئنا  م  

که آيا شن


σ       واقعيا نيرخ تغيييرات تنسينر تينش کاووشييσ   را

 .]6[دهن؟ نسبت به هر مرجعي ارائه مي

 و سپس ]7[ زارمبا لهيبنساب نا  شنه،گف ه حل ويامنراه

ياومن معروف -ارائه شنه است که به نرخ زارمبا ]8[ ياومن
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 :که عبارت است از ست.ا

(15) ZJ


  σ σ σW Wσ 

( رشيکل  يينسيبت بيه مخ صيات تغ    يدهننه مش ق زماننشان (

)اف هي ) تيکم جانياست. در اZJ
σاندر نيرخ  يي بينده و ب  يني يع

اف يه اسيت. شيکل    ير شيکل ييي نسبت به مخ صات تغ σرات ييتغ

 اصلا  گردد:( 16رابطه )تنانن بصنرت ي( م14) رابطه ينرخ

(16) ZJ ZJ( )

2 1 2

e tr

  
 



σ σ
D I 

 هياي ديديري از قبييل اولنرويين    ياومن، نيرخ -وس از نرخ زارمبا

–، گيرين ]11[ريينلين  -، کياتر ]11[، تروزد ]12[ينييي و وايبالا

از دوران سيه   بنسيت آمينه  ي بر وايه اسپين يهاو نرخ ]9[نقني 

، ارائه شنه ]2-6 [و نرخ لداري مي   ]15[تائي اولري و لاگرانژي

 باشين، هياي عينيي   نيرخ  هميه  عمينمي کيه بيياندر    ياانن. رابطيه 

 :]9[ارائه شنه است (17رابطه )بصنرت 

(17) 
    σ σ σΩ Ω σ 

J ازرابطهبا اس فاده  τ σ تنان ننشتيم: 

(18) 
    τ τ τΩ Ω τ 

 Fگراديييان تغيييير شييکل دترمينييان Jو رشييهفيتيينش ک τکييه

است.
Ω هزميان اسيت و بي    نيز ي  تانسنر اسپين اولري تابع-

تنانين  است که مي عبارت ديدر ي  تانسنر وادم قارن تابع زمان

)بصنرت ) Ω Ω F,L  بيا  . دو دس ه نيرخ عينيي   شندتعريف

هيياي غيرهمدييرد بيير اسيياس هيياي همدييرد و نييرخنييرخ عنيياوين

اينکييه
Ω 16وادم قييارن ( 

Ω Ω
   17( و يييا غيرويياد م قييارن  

( Ω Ω
 هيياي نييرخ ،وجييند دارد. بعنيينان مثييا   ،( باشيين

ازاء يني و نرخ تروزد  بيه يي و وايين بالااولنرو
Ω ،  معيادL، 

L1و

2
tr L L هياي غيرهمديرد و نيرخ زارمبيا    عننان نرخب-

نقني بيه ازاء -و گرين ياومن
Ω   معيادWوT



R R  عنينان  هبي

 انن.نرخ همدرد شناخ ه شنه

 برقرار است:( 19)هاي همدرد رابطه براي نرخ

(19) 
 

T

Ω Ω Q 
تييييابع  يهيييياشييييکل همييييهتيييينان نشييييان داد کييييه  يميييي

)يتانسنر ) Ω Ω F,L  ،يني يع يهيا ف از نرخيت تعرينهايب 

نسبت به  يبخش کناک فقطنها ين، ايدهنن. با وجند ايرا ارائه م

ت نرخ همدرد ينهايف ممکن هس نن. واضح است که بيتمام تعار

سي نن.  ين يني يهميه آنهيا ع  م بطنر حي   که افتيتنان يمرا  مخ لف

 دارد يبسي د  Ωنيبه تانسنر اسيپ  ،  نرخ همدرديبندن  ينيع

   ( آورده1) مشييهنر در جيينو  ينيييع يهييانييرخ يبرخيي .]5و4[

σlogکييييه يانيييين. جائشيييينه σ ZJ τ ZJ σ GN, , , ,C C C C  تانسيييينر ...

 يگف ني . دهن يدر معادلات مخ لف را نشان م يي ه فضايسيالاس 

  ه گف ه شينه يسيالاس  يتانسنرهاکسان، ي  ماده ي است  براي

کسان فرض شننن، رف ار ماده با ي کهيدرصنرتس نن و يکسان ني

کيه  يدر حيال  .کسان نخناهين بيند  يبکار رف ه  يها  از نرخيهر 

 يل وجيند ناظرهيا  يي بيه دل  فقيط  ،م فياوت  يهيا اس فاده از نيرخ 

    نيييباکسييان بيينده و ني يکيييزينه فييي  وننسييبت بييه يييمخ لييف 

که نيرخ  نيا يعننان مثا  براهرا ارائه دهنن. ب يم فاوت يهاجناب

ZJياومن از تييييينش کاوشييييي يييييي-زارمبيييييا
σ تييييينش و

ZJکيرشييهف
τلازم اسييت  ،را ارائييه دهنيين يکسيياني يهيياواسييخ

σZJC يعني ي  ه مربنييه يسي يالاس  يتانسنرها نيب (21)رابطه ijkl و
τZJC ijkl 1[رقرار باشن ب[:   

(21) τZJ ZJJ( )  C Cijkl ijkl ij kl 

σTrCيهيياتييين کميبيي  رابطييه ن اسيي نلايبييا هميي  ijkl، τZJC ijkl  و         
τZJC ijkl 1[ عبارت است از[:   

]:  

(21) σTr -1 τZJ= J    C Cijkl ijkl ik jl jl ik 

(22) σTr -1 σZJ= J      C Cijkl ijkl ik jl jl ik ij kl 

اسيت   آنت يي اهم بانک ه کرونکر است.  يدل ا ijδدر روابط بالا 

 ه يسي يها، رابطه بيين تانسينر الاس   براي برخي از من  فقطکه  

آنها در دس رس است. اين  اين سنا  مطر  است که رابطه بين 

؟ در واسيخ بيه ايين    دارد ه تا اه اننازه اهميت يسيتانسنر الاس 

سنا  باين گفيت کيه بيا در دسيت داشي ن رابطيه بيين تانسينر         

بيه   ين نرخي ياديي  ه، نه تنهيا امکيان تبينيل معيادلات بن    يسيالاس 

تعييين   ماننين هياي ديدير،   يکنيدر وجند دارد بلکه برخي قابلييت 

ماتريس سخ ي در برناميه الميان محينود و ييا اسي فاده از يي        

 ين اولير ياديي تنش براي هر معادليه بن  گيري ازالدنري م ان درا 

 ي. با تنجه به اهميت رابطه بين تانسينرها شند، فراهم ميينرخ

  ه در ادامييه بييه دو منضيينع اخييير بطيينر مخ صيير  يسيييالاس 

 .شنه استورداخ ه

 تعيين ماتريس سختي در برنامه المان محدود -3
، رابطه يبهندام شنه نرخ يدر برنامه المان محنود لاگرانژ

intƒiIيداخل يروهاين يت زمانراييتغ
      ،uر مکانييو نرخ تغ 

 يس سخ يماتر يهننس و يبخش ماد لهيوسبه

 شند: يان ميب( 23رابطه )بصنرت  geoKوmatKيعني

(23) int mat geoƒ = (K + K )uiI 
بيراي روش   19و سيخ ي هننسيي   18يهياي سيخ ي مياد   ماتريس

 آينين بنسيت ميي   (25( و )24از روابيط ) لاگرانژي بهنديام شينه   

]13[: 
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(24) 1 τTr

, ,
V̂

ˆK dVmat

rsIJ I k ri kijl J l sjJ N N   C 

(25) 1

, ,
V̂

ˆK τ dVgeo T

rsIJ I j jk J k rsJ N N   

tr (،42) در رابطيييه

kijl

τ
C ،N ،V̂  و   تانسييينر بيييه ترتييييب

نرخ تروزد  تنش کيرشهف، تابع شکل، حجم ناحيه    هيسيالاس 

     دييينه  همييان ييينر کييهان درالديييري و دل يياي کرونکيير هسيي نن. 

براي محاسبه مقنار ان درا  و بنسيت آوردن مياتريس    ،شندمي

نيرخ مينرد     هيسي يتانسينر الاس  بطه سخ ي مادي لازم است را

تيروزد  مشيخص    ه نيرخ  يسي يتانسينر الاس  برحسب  ،اس فاده

هاي عندي اين کمييت را  باشن. اگراه با اس فاده از برخي روش

شند که اس فاده از  تنجهتنان بطنر نمني محاسبه نمند اما مي

روابط دقيق و صريح رياضيي نيه تنهيا ميا را در فهيم و تحلييل       

بلکيه ممکين    ن،يي نماآمنه از حل معادلات کمي  ميي   ن ايج بنست

 تري را نيز ارائه دهن. است ن ايج دقيق

 از تنش گيريانتگرال -4

المان محنود  يهاها در روشاز تنش يريگمرحله ان درا 

تانسنر ن يمعلنم بندن رابطه ب .ار مهم استيبس ينرخ

 يريگنرخ منرد اس فاده و نرخ تروزد  در ان درا   هيسيالاس 

 ي،در برنامه المان محنود بهندام شنه نرخ ياولر يهاتنش

 منرد نظر يهانرخهمه  ي م را براي  الدنريامکان اس فاده از 

بهندام  يبرا ي  رابطه عمنمي ،. به عننان مثا نينمايفراهم م

       : ]16و17[شنه است ( ارائه26رابطه )ها بصنرت کردن تنش

(26) 

2

1

2 2 2

( : )t

T

t t t t t t t

Tr T T

t t t t t t tt
t t t

t

  

 

    
  



 
  
 

τ F τ F

F F D F FC
 

t 1 ياويييو ين دو تنقييف زمييانياخيي لاف بييt   2وt  وTr
C 

 ،ن رابطيه يبا اس فاده از ا  ه نرخ تروزد  است.يسيتانسنر الاس 

، مقنار تينش در  يلدر لحظه قب هاتير کميها و سابا داش ن تنش

نکيه رابطيه   ي. با تنجه بيه ا نمندتنان محاسبه يرا م يلحظه جار

ر معيادلات  يبرناميه بير اسياس سيا    انانچيه   ،است يفنق عمنم

Trتيلازم است در معادله فنق کم شند، يسازادهيو ينرخ
C،  با

ن يدزيمينرد اسي فاده جيا   تينش  عبارت معاد  آن برحسب نيرخ  

نرخ تيروزد    ه يسيتانسنر الاس ن با داش ن رابطه يد. بنابراشن

        مي  الديينريييتيينان از يميي ،هييار نييرخير آن در سيياييينظ اييي

 ها اس فاده نمند.نرخ همه يبرا يريگان درا 

 تهيسيالاست يتانسورهابين  رابطه -5

عبارت  Sو تنش وينلاي دومτرشهفيرابطه بين تنش ک

 است از:

(27) T  τ F S F 
تينش   ينسبت به مخ صات ماد ي،زمان اتنکه مش قيبا تنجه به ا

س نن، از مش قات آنها نسيبت  ين ينيع يا تنش کاوشيو  کيرشهف

شند. رابطه نرخ تروزد  و ياس فاده م يي  مخ صات فضايبه 

  ( بييان 29( و )28روابيط ) رت رشيهف بصين  يتينش ک  ينرخ ماد

 :شنننيم

(28) Tr σ ZJ ( )trace    σ = :D D σ σ D D σC 

(29) Tr σ ZJ σ Tr( )    σ σ I :D :DC C C 

رابطيه   بصينرت   ،اومنين نرخ تروزد  و نرخ ين رابطه بيبنابرا

 :( خناهن بند31)

(31) σ Tr σ ZJ σ ZJ      σ IC C C C C 

 م داشت:ين خناهيبنابرا

(31)     : D D σ σ DC 

(32)    σ IC C 

1
( σ σ σ σ ) σ

2
ijkl ik jl il jk jk il jl ik kl kl         C 

(33) 

تنجييه بييه اينکييه بييا  σ I I σاگراييه  ، بنييابراينC يدارا 

 را ننارد. اين تقارن Cاست اما  21يتقارن کل

تانسنر  نيب ژهيو  رابطه ي ،شنادهنشان دينرکه همان

اومن بنست آمن. در ادامه يتروزد  و  يهانرخ در  هيسيالاس 

همدرد ارائه  يهانرخ يبرا ي  رابطه عمنميکه شند يم يسع

 شند. 

 :نيآي( بنست م34رابطه ) (،27) رابطه ي ازريبا مش ق گ

(34) T
T T        τ F S F F S F F S F 

 رابطه با اس فاده از F L F  تنان ننشتيم: 

T T      τ L τ F S F τ L                                      )35( 

T T

T

Tr C

            = J( + trace( ) )

            = J

      

   



F S F τ L τ τ L

σ L σ σ L L σ

σ σ

   

(36)   

Cبالا  رابطهدر 
σ ،22مشي ق ليي   يعبارتيا بهو  21نرخ ان قا  ياف ه 

 :شنديمتعريف ( 37رابطه)نرت بصاست که تنش کيرشهف 

(37) C τ Tr :T     τ τ L τ τ L DC 
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(38) 
1 C T

1 T T( )

 

 



    

S F τ F

S F τ L τ τ L F

 

نييرخ تييروزد  تيينش    ه دريسيييالاس  ين تانسيينرهايرابطييه بيي

τTr رشهفيک
C  ينرخ تروزد  تنش کاوشوσTr

C انن از:عبارت 

(39) σTr 1 τTrJ C C 
(41) Tr 1 CJ σ τ 

 يهانرخ يعمنمخانناده  يبرا( 41)رابطه لازم است  حا 

Cنيب رابطهن يبادر يم داده شند. بعبارت ديهمدرد تعم
τوτ 

 يخانناده عمنم ي. برامينا کني، وهمدرد يهانرخ همه يبرارا 

 :ر وجند دارديزرابطه  ،همدرد يهانرخ

(41) :     τ τ τ Ω Ω τ DC 

 يبيرا  يي ه فضايسيتانسنر الاس  Cو  ارخش تانسنر Ωکه 

 است. تنش  يهانرخ يخانناده عمنم

 است: (42)رابطه بصنرت  ارخشتانسنر  يخانناده عمنم

(42)  Ω W N 

 :]4و5 [شنديممعرفي ( 43رابطه )بصنرت  Nکه تانسنر

3

1 2 3

1 2 3

2 2

1 2

1 2 3 1

0

[ ]

[ ] [ ] [ ]

if

v if

v v v

if

  

  

   

  

  

   

  

N

N BD

N BD DB B D B DB

 
(43) 

rبالا رابطه در s r s s r    B D B DB B DBبطنريکه ، 

, 0,1,2r s   و
i ژه تانسنرير ويمقادB که:ييجا هس نن 

3

1 23

3 3

2 31 3 12

1 2 2 3 3 1

31 2
12 31 23

2 1 3

( 1)
[

]

( )( )( )

( ), ( ), ( )

k
k

k

k k

v

h h h

 

   

     

 
  

  



 


 



 

    

  

 
(44) 

تنان يم( 41( در رابطه )42) با قرار دادن معادله حا 

 :ننشت
 

(45) ( ) ( )    τ τ τ W+N W+N τ 

(46) ZJ    τ τ τ N N τ 
Lاز رابطيه   اسي فاده بيا  در ياز يرف د W+ D ، ( 37) معادليه

  شند:يم يسيبازنن (47ه )رابطبصنرت 

 

(47) 
C

ZJ

( ) ( )

      

T    

 

τ τ W+D τ τ W+D

τ τD-Dτ

 

ZJآوردن مقينار  بنسيت با  اکننن
τ( و قيرار دادن آن در  46از )

 (48)رابطييه نييرخ ان قييا  ياف ييه تيينش کيرشييهف بصيينرت  ،(47)

 آين: بنست مي

(48) C      τ τ τ Ν Ν τ τD-Dτ 

، يمماسي  يس سخ يل اس اننارد از ماتر  شکيبه  رسينن يبرا

از  يبصنرت تيابع  (48) لازم است تمام اجزا سمت راست رابطه

 بيا اسي فاده از رابطيه    جيه يدر ن . تبنيل نمند Dر شکليينرخ تغ

  تانسنر مرتبه اهاري(، 42)
ijklM شيند يف ميتعر يگننه اهب 

رشيکل را بيه تانسينر مرتبيه     يير مرتبيه دوم نيرخ تغ  که تانسين 

 تنان ننشت:يين مان قا  دهن. بنابرا Νدوم

(49) 
klΝ Dij ijkl M 

 :انن ازعبارت ijklMتانسنر يهالفهنم

 

(51) 

2 2 2 2

3 ik jl ik jl 2 ik jl ik jl

1 ik jl ik jl

(B B B B ) (B B )

(B B )

ijkl    

  

    

 

M

 

 :ميينمايم يسير بازننيز بصنرترا ( 48) رابطه

(51) C ( : ) ( : )     τ τ τ D D τ τD-DτM M 

شيند  يف مي يي تعر يينر Lتانسنر مرتبه اهاردر ياز يرف د

 :که

(52) : ( : ) ( : )     D τ D D τ τD-DτL M M 

 Lتانسينر   يهيا منلفيه  يات تانسينر يي عمل يبا اس فاده از برخ

 نن:يآيمبنست 

(53) irkl rjklijkl rj ri ik jl jl ik      τ τL M M 

τ:با اس فاده از رابطيه حا   DC  ( رابطيه 52و رابطيه ،) (51 ) 

 :نيآي( بنست م54رابطه )بصنرت 

(54) C : : ( ) :   τ D D DC L C L 

 ين تانسييينرهايبييي رابطيييه ،(54( و )37) سيييه روابيييطيبيييا مقا

 بصينرت  ،ها  و خانناده عمنمي نرخنرخ تروزد  ه دريسيالاس 

 آين:بنست مي (55رابطه )

(55) τTr τTr, kijl kijl kijl   C C L C C L 

که
τTr

kijlC  ه براي نرخ تروزد  تنش کيرشهف يسيتانسنر الاس 

نرخ منردنظر و دلخناه از  ي ه برايسيتانسنر الاس  Cو 

تنش است. با اس فاده از اين رابطه  يهانرخ يخانناده عمنم
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 يکاف يتعيين ماتريس سخ  يي  نرخ تنش منردنظر برا يبرا

است مقادير 
kijlC و

kijlL  نرخ تنش منرد نظر محاسبه و کميت

kijl kijlC L  جايدزينτTr

kijlC ( شند. در اين 24در رابطه )

فقط با اس فاده از ي  الدنري م بهندام کردن تنش و  شرايط

تغيير مقادير 
kijlC و

kijlL ياولر ين نرخياديهر معادله بن يبرا 

 در روش المان محنود را تعيين نمند. يتنان ماتريس سخ يم

 يريگنتيجه  -6

 ه يسيالاس  يتانسنرهامقاله ي  رابطه صريح بين  در اين

نرخ تروزد  و با  ينرخ ين اولرياديدر معادلات بن ييفضا

ارائه شنه است. اين رابطه  ،خانناده عمنمي نرخهاي همدرد

و بردارهاي ويژه آن  Bکاوشي اپ–تابعي از تانسنر گرين

در  ،ي نيروهاي داخل گرهيسازامکان خطي ،است. اين رابطه

روش المان محنود لاگرانژي بهندام شنه را براي برخي 

تنان مي آنبا اس فاده از  ن.ينمامعادلات نرخي اولري فراهم مي

هاي اولري در برنامه گيري از تنشاز ي  الدنري م براي ان درا 

 هاي همدرد اس فاده نمند. نرخ همهالمان محنود براي 

 تشكر تقدير و  -7

وهشي دانشداه ژمقاله از معاونت مح رم و گانننيسنن

 ن.ننمايمي اين تحقيق تشکر از حمايت ليدلهب ،رازي

  مئضما -8

 : برخي معادلات هيپوالاستيسيته(1جدول )
log (Logarithmic rate)ي مينرخ لدار σlog

σ = :DC  
ي ز تييينش کاوشيييااومن يييي-نيييرخ زارمبيييا

(Zaremba-Jaumann rate) 
ZJ σ ZJ

σ = :DC  

 رشييهفياومن  از تيينش کييي-نييرخ زارمبييا 

(Zaremba-Jaumann rate) 
ZJ τ ZJ
τ = :DC  

GN (Green-Naghdi rate)ي نقن-نينرخ گر σ GN
σ = :DC  

 ي ه اييرخش محيينر لاگرانييژ ييينييرخ بيير وا 

(Lagrangian triad based rate) 
L σ L

σ = :DC  

 ي ه ارخش محنر اولرينرخ بر وا

Eulerian triad based rate)) 
E σ E

σ = :DC  

Tr  (Truesdell rate) نرخ تروزد  σ Tr
σ = :DC  

CR (Cotter-Rivlin rate) نينلير-نرخ کاتر σ CR
σ = :DC  

UO  (Upper Oldroyd rate)يي ن بالاينرخ اولنرو σ UO
σ = :DC  

LO (Lower Oldroyd rate)ي نيين واينرخ اولنرو σ LO
σ = :DC  

C (Convected rate) اف هينرخ ان قا   σ C
σ = :DC      
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 يمنلها "وارسا،  يبي، محمن حبيخزائ يژن عباسيب [17]

 يه علمي، نشر"آنها يري ه و ان درا  وذيسيپنالاس يه

کم يدانشداه نهران، سا  اهل و  يدانشکنه فن يوژوهش

 1386، 1111( صفحه111 ياوي)و 8شماره

 هازيرنويس -11

                                                           
1 Corotational rate 
2 Logarithmic rate 
3 Zaremba-Jaumann rate 
4 Green-Naghdi rate  
5 Non-corotational rate 
6 Green-Naghdi rate  
7 Green-Naghdi rate  
8 Green-Naghdi rate  
9 Objective  
11 Rate type constitutive equations 
11 Eigen projection 
12 Objectivity  
13 Orthogonal Tensor  
14 Second Piola-Kirchhof Stress Tensor 
15 Rate of deformation 
16 Symmetric  
17 Skew-Symmetric 
18 Material stiffness 
19 Geometrical stiffness 
21 Major Symmetry  
21 Convected rate 
22 Lie Deviator 
 

 


