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شکل  مستطیلی  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی  مدرج  صفحه  غیرخطی  و  خطی  آزاد  ارتعاشات 
براساس نظریۀ تغییر شکل برشی مرتبه سوم
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تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک مورد  آزاد خطی و غیرخطی یک ورق مستطیل شکل مدرج  ارتعاشات  مقاله  این  در  چکیده: 
بررسی قرار گرفته است. با شرایط مرزی مساله به صورت تکیه گاه ساده در نظر گرفته شده است. بر این اساس معادلات حرکت 
ورق مستطیل شکل بر پایه تئوری برشی مرتبه سوم و با محهسبه مقادیر انرژی جنبشی و پتانسیل و بر اساس اصل هامیلتون 
به دست آمده اند. سپس با توجه به خواص مدرج بودن صفحه، سطوح بالا و پایین ورق تحت اختلاف پتانسیل های الکتریکی 
و مغناطیسی قرار داده شده و با استفاده از قوانین گاوس برای حالت های الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک، رفتار الکتریکی و 
مغناطیسی  مدل شده  است. پس از تبدیل معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی به معادلات دیفرانسیل معمولی ، معادله حرکت 
با استفاده  و رابطه ای تحلیلی برای تعیین فرکانس طبیعی خطی، نسبت فرکانس طبیعی غیرخطی به فرکانس طبیعی خطی 
از تئوری اغتشاشات و به روش لیندشتات پوانکاره به دست آمده اند. پس از صحه گذاری مدل پیشنهادی با استفاده از مقایسه 
فرکانس های طبیعی خطی با نتایج موجود و منتشر شده، تعدادی مثال عددی برای بررسی اثر پتانسیل های الکتریکی-مغناطیسی 
و تغییر پارامترهای هندسی و نوع پراکندگی ساختار در ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک بر روی رفتار ارتعاشی خطی و 

غیرخطی ورق های مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک ارائه شده است.
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مقدمه-11
توجه  مورد  تابعی1  مدرج  مواد  از  جدیدی  نوع  اخیر  سال های  طی  در 
ویژه قرار گرفته اند. این مواد تحت عنوان مواد مدرج تابعی مگنتو-الکترو-

شامل  را  تابعی  مدرج  مواد  از  جدیدی  دسته  و  می شوند  شناخته  الاستیک2 
می شوند که همبستگی بین میدان های مکانیکی، الکتریکی و مغناطیسی را 
در بردارند و چون می توانند انرژی را میان این سه شکل تبدیل کنند، کاربرد 
مستقیمی در حسگرها و محرک ها، کنترل ارتعاشات در سازه ها و غیره دارند. 
صورت  تنش-کرنش  روابط  طریق  از  مواد  این  مگنتوالکتریک  همبستگی 

می گیرد.
فریرا و همکاران ]1[ بسامدهای طبیعي ورق مربعي شکل مدرج تابعی را 
برای شرایط مرزي مختلف به دست آوردند. حسینی هاشمي و همکاران ]2، 
3[ ارتعاشات آزاد ورق مستطیلي شکل مدرج تابعی را به ازای شرایط مرزی 
مختلف بررسی نموده و پاسخ تحلیلی برای آن به دست آوردند.  ارتعاشات 
غیرخطی ورق های مدرج تابعی نیز موضوع تحقیقات زیادی بوده است ]6-

.]4
پاسخ دینامیکی خطی و غیرخطی ورق های پیزوالکتریک از نوع مدرج 
و  رِدي  است.  گرفته  قرار  مطالعه  مورد  زیادی  محققان  توسط  نیز  تابعی 

1 Functionally graded materials (FGM)
2 Functionally graded magneto-electro-elastic (FGMEE)
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یک  اتصال  فرض  با  و  گرفته  درنظر  را  تابعی  مدرج  ورق  یک   ]7[ چنگ 
اعمال  با  و  تابعی  مدرج  ورق  این  فلزی  سطح  روی  بر  پیزوالکتریک  لایه 
هیبریدی  ورق  ارتعاش  سرامیکی،  سطح  روی  بر  ترمومکانیکی  بارگذاری 
حاصل را بررسی کرده و دامنه ارتعاشات را با استفاده از اعمال ولتاژ به لایه 
رفتار پس کمانش ورق های مستطیلی   ]8[ لیو  نمودند.  پیزوالکتریک خنثي 
شکل مدرج تابعی را که عملگرهای پیزوالکتریک بر سطح آن چسبانده شده 
است، براساس نظریۀ برشی مرتبه سوم تحلیل نمود. کوپیال ]9[ بسامدهای 
شرایط  بـا  را  شکل  مستطیلي  پیزوالکتریک  ورق  مودهاي  شکل  و  طبیعي 
مرزي ساده براي دو نوع شرط مرزي الکتریکي مدار باز و مدار بسته مورد 
بررسي قرار داده است. شِن ]10[ پس کمانش پوسته استوانه ای مدرج تابعی 
بارهای  با  ترکیب شده  فشار محوری  اثر  در  را  پیزوالکتریک  با عملگرهای 
الکتریکی در محیط گرم تحلیل نموده است. چِن ]11[ از روش گلرکین فاقد 
مستطیلی  ورق های  پایداری  بررسی  و  کمانش  تجزیه وتحلیل  برای  المان3 
نیروها، گرما و  تابعی که در معرض توزیع غیریکواخت  پیزوالکتریک مدرج 
روش های   و   ]12-14[ محدود  اجزا  روش  از  نمود.  استفاده  می باشند،  ولتاژ 
ورق  غیرخطی  ارتعاش  مسأله  حل  برای  نیز   ]15-17[ پرتوربیشن  تحلیلی 
مدرج تابعی تحت بارهاي حرارتي، مکانیکي و الکتریکي استفاده شده است.

نزدیک دو دهه است که تحلیل و بررسی حرکت استاتیکی و دینامیکی 
سازه های مگنتو-الکترو-الاستیک مورد توجه قرار گرفته است. پان ]18[ در 

3 Element-free Galerkin method
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سال 2001 برای اولین بار یک ورق چندلایه ای مگنتو-الکترو-الاستیک را 
برحسب  را  چندلایه ای  ورق  جواب های  و  کرده  بررسی  تحلیلی  به صورت 
روش  از   ]20  ،19[ گانسان  و  بانگل  نمود.  بیان  ماتریسی  تکثیرکننده های 
پوسته های  و  ورق ها  ارتعاشات خطی  تحلیل  برای  ترتیب،  به  محدود،  اجزا 
استوانه ای مگنتو-الکترو-الاستیک چندلایه ای و مدرج تابعی استفاده نمودند. 
مگنتو-الکترو-الاستیک  مستطیلی شکل  ورق های  تصادفی  و  آزاد  ارتعاش 
در تماس با سیال ]21[، کمانش و ارتعاش پوسته استوانه ای مگنتو-الکترو-

الاستیک براساس نظریۀ برشی مرتبه بالا ]22[ نیز مورد بررسی قرار گرفته اند. 
چن و همکاران ]23[ مسأله ارتعاش آزاد ورق های مگنتو-الکترو-الاستیک 
ژانگ  و  لی  نمودند.  حل  گیردار/آزاد  ترکیبی  مرزی  شرایط  با  چندلایه ای 
]24[، رضوی و شوشتری ]25[ از نظریۀ برشی مرتبه اول، به ترتیب، برای 
تعیین بسامدهای طبیعی ورق و پوسته دو انحنایی مگنتوالکترو-الاستیک بر 
روی یک بستر الاستیک استفاده کرده و اثرات ضرایب بستر و بسامد های 
و  انصاری  نمودند.  تعیین  طبیعی  بسامد  روی  بر  را  مغناطیسی  و  الکتریکی 
همکاران ارتعاش غیرخطی نانو تیر مگنتو-الکترو-الاستیک را براساس مدل 
تیر تیموشنکو و نظریۀ الاستیسیته غیرموضعی1 ]26[ و نظریۀ برشی مرتبه 

سوم غیرموضعی ]27[ تحلیل نمودند.
استاتیکی  غیرخطی  حرکت  درباره  مختلفی  تحقیقات  اینکه  وجود  با 
و  چندلایه ای  مگنتو-الکترو-الاستیک  پوسته های  و  ورق ها  دینامیکی  و 
تک لایه ای ]34-28[ و کنترل ارتعاشات غیرخطی سازه های هوشمند مدرج 
تابعی مکنتو-الکترو-الاستیک توسط کاتیمانی و رای ]35[ انجام شده است؛ 
اما تاکنون هیچ مطالعه تحلیلی درباره ارتعاشات خطی و غیرخطی این نوع 
از مواد و ورق های هوشمند مدرج تابعی بر مبنای نظریۀ برشی مرتبه سوم و 
همچنین تأثیر پارامترهای هندسی و پراکندگی ساختار در مواد مدرج تابعی بر 

این بسامدها انجام نشده است. 
در این تحقیق، از نظریۀ برشی مرتبه سوم برای تعیین معادلات حرکت 
ورق استفاده شده است تا نتایج مدل ارائه شده برای ورق های نسبتاٌ ضخیم 
نیز قابل استفاده باشند. ورق به صورت مستطیلی بوده و دارای تکیه گاه ساده 
در هر چهار لبه خود می باشد )شکل 1(. رفتار الکتریکی و مغناطیسی ورق با 
استفاده از قانون گاوس در حالت های الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک تعیین 
گردیده اند. پس از تعیین معادلات حرکت، از روش تحلیلی برای تعیین معادله 

حرکت ورق استفاده شده است.

معادلات1ساختاری-21
معادلات ساختاری برای مواد مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک خطی 

به صورت زیر نوشته می شوند ]36[:
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1 Nonlocal
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ایزوتروپ  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی  مدرج  ورق  یک  برای  که 
ضرایب در حالت بسط یافته به صورت زیر می باشند ]32[:
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در روابط بالا σ و ε به ترتیب بردار تنش و کرنش، D و B به ترتیب 
بردار جابه جایی الکتریکی و چگالی شار مغناطیسی، E و H به ترتیب بردار 
میدان الکتریکی و میدان مغناطیسی، C ، ∈ و μ به ترتیب ضرایب ماتریس 
الاستیک، دی الکتریک و نفوذپذیری مغناطیسی، e و d ، q به ترتیب ضرایب 

ماتریس پیزوالکتریک و پیزومغناطیس، مگنتو-الکتریک هستند.

مدل1تحلیلی1خواص1مؤثر1مواد1مدرج1تابعی-31
پیزوالکتریک           فاز  دو  از  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی  مدرج  ورق  اگر 
BaTiO3 (B) و پیزومغناطیس CoFe2O4 (C) طوری تشکیل شده باشد که 

Fig. 1. FGM rectangular plate and It’s electrical and magnetic load

شکل1:11صفحه1مدرج1تابعی1با1نحوه1بارگذاری1مربوطه
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تغییر تدریجی خواص ماده در راستای ضخامت و از سطح پایین به سطح بالا 
باشد، )شکل 1(، کسر حجمی فاز B در جهت ضخامت و مطابق قانون توانی 

به صورت زیر توصیف می گردد ]20[:
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 aaaaaaa معرف مختصه ضخامت که z ،ضخامت ورق h که در آن
و p پارامتر تواني حقیقی و مثبتی است. همچنین قانون مخلوط ها و نخسین 
قانون خطی کلاسیک ترکیب ها برای مواد دو جزئی به ترتیب  به صورت زیر 

نوشته می شوند ]20[:
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الاستیک،  مؤثر  خواص  تغییرات   )6( تا   )5( معادلات  ترکیب  با 
پیزوالکتریک، پیزومغناطیس، دی الکتریک و نفوذپذیری مغناطیسی در دمای 

ثابت به صورت زیر بیان می شوند:
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در   p توان  مورد مختلف  چند  برای  مؤثر  تغییرات ضریب دی الکتریک 
عرض ضخامت ورق در شکل 2 نشان داده شده است.

لی ]38[ با استفاده از تجزیه وتحلیل میکرومکانیکی ماده مرکب متشکل 
از دو فاز B-C نشان داد که اندازه مدول مگنتو-الکتریک )d33( غیر صفر بوده 
و وابسته به عواملی مانند روش ترکیب مواد و کسر حجمی هر یک از دو فاز 
است. تحقیقات اخیر نشان داده اند در حالتی که ورق تحت پتانسیل الکتریکی 
یا مغناطیسی قرار دارد و هدف مطالعه رفتار دینامیکی ارتعاشی ورق باشد اثر 
ضریب مگنتو-الکتریک بر بسامد ارتعاشی بسیار ناچیز است و می توان از آن 

صرف نظر نمود.

مدل1سازی1مسأله-41
با صرف نظر کردن از اثرات ترم های اینرسی صفحه ای و دورانی معادلات 
حاکم بر ارتعاشات آزاد عرضی یک ورق مگنتو-الکترو-الاستیک مدرج تابعی 

در نظریۀ برشی مرتبه سوم به صورت زیر نوشته می شوند ]39[:
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تعمیم  مکان های  تغییر  به  نسبت  نسبی  مشتق   ’,‘ علامت  آن  در  که 
 )z=0  تغییر جابه جایی های یک نقطه از ورق در صفحه( w0 و v0 ، u0 یافته
و ϕy ، ϕx )چرخش  نرمال های عرضی، به ترتیب، حول محورهای y و x( و 
 Qαβ ،2منتجه های ممان Mαβ ،1منتجه های نیروی صفحه ای Nαβ کمیت های

1 In-Plane Force Resultants
2 Moment Resultants

0 ≤ z ≤ h

Fig. 2. Change  of dielectric coefficient  ∋33 for some amount of P

p1شکل1:21تغییرات1ضریب1دی1الکتریک331∈1برای1چند1مورد
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746

 Ii منتجه های تنش مرتبه بالاتر2 و Rαβ و Pαβ منتجه هاي نیروي عرضي1 و
ممان های اینرسی جرمی3 هستند که برای ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-

الاستیک در نظریۀ برشی مرتبه سوم به صورت زیر است ]39[:
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در واقع معادلات حرکت )8( الی )12( را می توان با استفاده از محاسبه 
تغییرات انرژی جنبشی و پتانسیل برحسب توابع تنش، کرنش و استفاده از 
آورده نشده  بالای محاسبات  به علت حجم  تعیین نمود که  اصل همیلتون 

است. 
از جملات  نظر است، می توان  ارتعاشات عرضی مد  این که  به  توجه  با 
اینرسی مربوط به جابه جایی های تعمیم یافته v0 ، u0 و دوران های عرضی  
ϕy ، ϕx صرف نظر شود که در این صورت معادلات )8( تا )12( به صورت 

زیر کاهش می یابند:
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با جایگذاری معادلات )1(-)4( به همراه کرنش های غیرخطی متناظر در 
معادلات )13( و با فرض این که میدان های الکتریکی و مغناطیسی در راستای 
ضخامت )z( باشند، منتجه های نیرو ممان و منتجه های تنش مرتبه بالا در 

معادلات )14(-)18( به صورت زیر تعیین می گردند:
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1 Transverse Force Resultants
2 Higher-Order Stress Resultants
3 Mass Moments Of Inertia
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مؤلفه های ماتریس های فوق که بیانگر اثر مؤلفه های مربوط به خواص 
شده اند.  آورده  )الف(  پیوست  در  هستند،  ورق  مگنتو-الکتریک  و  الاستیک 
همچنین از روابط Ez=-Φ,z و Hz=-Ψ,z در معادلات بالا استفاده شده است 

که Φ پتانسیل الکتریکی و Ψ پتانسیل مغناطیسی می باشند.
به  مگنتواستاتیک،  و  الکترواستاتیک  حالت های  برای  گوس  قوانین 

صورت زیر هستند:
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و  الکتریکی  پتانسیل های  گرادیان    )25( و   )24( معادله  دو  از  استفاد  با 
مغناطیسی به صورت زیر به دست می آیند:
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همبستگی  سختی های   Bij کششی،  سختی های   Aij معادلات،  این  در 
 Hij و Fij ، Eij .سختی های خمشی نامیده می شوند Dij خمشی-کششی و
سختی های مرتبه بالای ضخامت را شامل می شوند که سهم تأثیر کمی در 

پاسخ ورق های نازک یا نسبتاً نازک همگن دارند.
مشخصات هندسی و شرایط مرزي تکیه گاه ساده در هر چهار لبه  و بدون 
امکان حرکت صفحه اي در لبه ها1 ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک 

در شکل 3 نشان داده شده است.
زیر  صورت  به  مرزی  شرایط  این  با  متناظر  چرخش ها  و  جابه جایی ها 
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مود  نشان دهنده   )m.n( و  بوده   β=nπ/b و   α=mπ/a طوری که  به 
حرکتی ورق می باشد و توابع Y.X.W.V.U توابع زمانی مربوط به هریک از 

جابه جایی ها می باشند.
با جایگذاری رابطه )35( در معادلات )30( و )31( و )33( )34( و اعمال 
)برای  معمولی  دیفرانسیل  معادلات  معادله،  پنج  هر  روی  بر  گلرکین  روش 
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و  معادله )32( با استفاده از این روش به صورت زیر نوشته می شود:
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حال با توجه به این که در این مقاله نوسانات عرضی مد نظر می باشد، 
همه متغیرهای زمانی روابط )35( با استفاده از دستگاه معادلات )36( برحسب 
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حرکت  معادله   ،)37( معادله  در   )41(  -  )38( معادلات  جایگذاری  با 
ساده  زیر  صورت  به  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی  مدرج  ورق  غیرخطی 

می شود:
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در رابطه فوق، Zi  (i=1.2….5) ضرایب ثابتي هستند که تابع خواص 
ورق مي باشند: Z1 و Z5 تابع چگالي و مؤلفه هاي سفتي ورق بوده و واحدشان 
kg5m5/s8 مي باشد؛ در حالي که Z3 ، Z2 و Z4 فقط تابع مؤلفه هاي سفتي 

ورق بوده و واحدشان kg5m5/s10 مي باشد. مقدار ضرایب Lr,s ، Ki,j و Zl در 
پیوست )ب( آورده شده اند.

 ]31[ τ=(t/a)√C11max  
/ ρ0max

در ادامه با معرفی زمان بی بعد به صورت 
C11max ضریب الاستیک ماده 

که در آن t زمان، τ زمان بی بعد و a طول ورق 
به   )42( معادله  هستند.  مگنتواستریکتیو  ماده  چگالی   ρ0max

و  پیزوالکتریک 
صورت بی بعد زیر نوشته می شود:
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در رابطه بالا، ω فرکانس طبیعي خطي بي  بعد، α3 ، α2 و ضریب جمله 
سختي غیرخطي است که فقط شامل مؤلفه هاي ماتریس هاي سختي مي باشد 
مؤلفه هاي  بر  علاوه  که  مي باشند  غیرخطي  اینرسي  α1 ضرایب جملات  و 
سختي، شامل ترم های چگالي نیز است و مقادیر آنها در پیوست )پ( آمده اند.

حل1معادله1غیرخطی1حرکت-51
در این بخش به حل معادله دیفرانسیل غیرخطی بی بعد به دست آمده، 
یعنی معادله )43( با استفاده از روش تقریبی- تحلیلی لیندشتات- پوانکاره 

پرداخته می شود ]40[.
در ابتدا با جاگذاری T=ωNLτ در معادله )43( به دست می آید:
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W به صورت زیر بسط  ωNl و  توابع  به روش حل مورد نظر  با توجه  و 
داده می شود:

Fig. 3. Geometrical characteristic and boundary conditions of FGMEE 
plate
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اگر نتیجه در ترم های توانی از پارامتر ε که یک پارامتر بی بعد کوچک 
است باز نویسی شود، معادلات زیر به دست می آیند:
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جواب معادله )47( به صورت زیر است:
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که در آن r=wmax /h  اشاره به جابه جایی بی بعد اولیه دارد. اگر معادله 
)50( در معادله )48( جایگذاری شود، رابطه زیر به دست می آید:
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برای این که معادله )51( دارای جواب های متناوب باشد و همگرایی حل 
برآورده گردد، ضریب cos(Θ) باید برابر صفر باشد؛ بنابراین:
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سپس از جایگذاری معادلات )50(، )51( و )52( در معادله )49( به دست 
می آید:
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همانند معادله )51( ضرایب cos(Θ) در معادله )53( باید مساوی صفر 
باشند؛ بنابراین به دست خواهد آمد:
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از جایگذاری معادلات )54( و )52( در معادله )45( نسبت بسامد طبیعی 
غیرخطی به بسامد طبیعی خطی به صورت زیر به دست خواهد آمد که  بیانگر 
تابعی مگنتو- برای بسامد طبیعی غیرخطی ورق مدرج  رابطه تحلیلی  یک 

الکترو-الاستیک می باشد.
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بررسی1نتایج1و1تأثیر1پارامترها-61
حال با توجه به روابط به دست آمده در بخش قبل ابتدا به صحه گذاری 
نتایج به دست آمده پرداخته می شود و سپس اثر پارامترهای مختلف هندسی 
و خواص مواد بر بسامدهای طبیعی خطی و غیرخطی برای مسأله مورد نظر 

تحقیق می گردد.
در جدول 1 خواص مواد سازنده ورق آمده است. همان طور که قبلًا بیان 
گردیده بود ورق FGMEE  مورد نظر از دو فاز پیزوالکتریک باریوم تیتانات 
 )C( یا فاز CoFe2O4 و فاز پیزومغناطیس فریت کبالت )B( یا فاز )BaTiO3(
طوری تشکیل شده باشد که تغییر تدریجی خواص ماده در راستای ضخامت 
ماده  از  غنی  ورق  بالای  یعنی سطح  باشد،  بالا  به سطح  پایین  از سطح  و 

پیزوالکتریک و سطح پایین ورق غنی از ماده پیزومغناطیس باشد.

در جدول های 2 تا 5 بسامد های خطي بي بعد ورق ایزوتروپ، پیزوالکتریک 
و پیزومغناطیس برای a=b=1m و h=0/3m آورده شده است. ذکر این نکته 
ضروری است که مقدار بسامد طبیعی خطی اول سامانه )ω( از رابطه )43( و 

از ضریب W به دست می آید. 
از مقایسه نتایج این تحقیق و نتایج HSDT مشخص می شود که نتایج 
به دست آمده در این تحقیق مطابقت خوبی با نتایج ذکر شده دارند و اختلاف 
ناچیزی بین نتایج تحقیق حاضر و نتایج مرجع ]42[ موجود است. دلیل این 

BaTiO3 (B) CoFe2O4 (C)

166/0 286/0 C11 (109 N/m2)

77/00 173/0 C12

43/00 45/30 C44

44/50 56/50 C66

11/60 0/000 e15 (C/m2)

-4/400 0/000 e31

11/60 0/093 ∋33 (10-9 C2/Nm2)

10/00 157/0 μ33 (10-6 Ns2/C2)

0/000 550/0 q15 (N/Am)

0/000 580/3 q31

0/000 0/000 dij (10-9 Ns/VC)

5800 5300 ρ (Kg/m3)

جدول1:11خواص1ماده1مگنتو-الکترو-الاستیک1]32[
Table 1. Properties of Magneto-Electro-Elastic Materials [32]
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اینرسی دورانی و صفحه ای می باشد.  از ترم های  اختلاف، صرف نظر کردن 
در این حالت نتایج هم برای مواد پیزو الکتریک )B( و مواد پیزو مغناطیس 

)C( تطابق خوبی دارد.

در جدول 6 بسامدهای خطی برای چند مورد مختلف ورق مدرج تابعی 
مگنتو-الکترو-الاستیک برحسب تغییرات گرادیان خواص مؤثر مواد )p ( و 
مشخصات هندسی برای مود )m,n( محاسبه شده است. مشاهده می گردد که 

با افزایش  پارامتر توانی p بسامد طبیعی ورق افزایش می یابد.

 )Ω0( و پتانسیل مغناطیسی )V0( در شکل 4 و 5 اثر پتانسیل الکتریکی
بر روی بسامد طبیعی خطی بی بعد ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک 
پتانسیل  اختلاف  که  می شود  مشاهده   4 شکل  از  است.  شده  داده  نشان 
الکتریکی مثبت باعث کاهش مقدار بسامد طبیعی خطی و اختلاف پتانسیل 
نیز   5 شکل  از  می شود.  بسامد  این  مقدار  افزایش  باعث  مثبت  مغناطیسی 
افزایش مقدار  باعث  الکتریکی منفی  پتانسیل  اختلاف  مشاهده می شود که 
بسامد طبیعی خطی و اختلاف پتانسیل مغناطیسی منفی باعث کاهش مقدار 
این بسامد می شود.  علاوه بر این، از مشاهده همین دو شکل نتیجه می شود 
که تأثیر اختلاف پتانسیل الکتریکی در افزایش یا کاهش مقدار بسامد در ورق 
با خواص مؤثر نزدیک پیزوالکتریک )فاز B(، بیشتر از تأثیر آن در افزایش یا 
کاهش مقدار این بسامد در ورق با خواص مؤثر نزدیک به پیزومغناطیس )فاز 
C( است و نیز تأثیر اختلاف پتانسیل مغناطیسی در افزایش یا کاهش مقدار 
این بسامد در ورق با خواص مؤثر نزدیک پیزوالکتریک )فاز B(، کم تر از تأثیر 
آن در افزایش یا کاهش مقدار این بسامد در ورق با خواص مؤثر نزدیک به 

پیزومغناطیس )فاز C( است.
مفهوم  دو  طبیعی خطی  بسامد  در  هندسی  پارامترهای  اثر  درک  برای 
به طول کل  نسبت عرض کل  و   )h/a( به طول کل  نسبت ضخامت کل 
)b/a( معرفی می شوند. همان طور که در شکل 6 نشان داده شده است، نتیجه 
بسامد خطی طبیعی  مقدار  به طول  نسبت ضخامت  افزایش  با  می شود که 
بی بعد افزایش می یابد و با کاهش نسبت ضخامت به طول مقدار این بسامد 
بسامد  تغییرات  و  پارامتر هندسی  این  تغییرات  اثر  درنتیجه  کاهش می یابد؛ 

طبیعی خطی بی بعد باهم نسبت مستقیم دارند.
نسبت عرض  افزایش  با  می شود  نتیجه   7 مشاهده شکل  از  همچنین، 
کل به طول کل بسامد طبیعی خطی بی بعد کاهش می یابد و این کاهش در 
بیشتر است.  بزرگ تر  به طول  بسامد طبیعی خطی بی بعد در نسبت عرض 

(m,n)
روش1حل

)3,1( )2,2( )1,2( )1,1(

7/1689 6/2256 4/5594 2/3965 تحقیق حاضر
6/5982 6/5002 4/6874 2/3997 *HSDT

* از مرجع ]42[

جدول1:21بسامدهای1خطی1بی1بعد1ورق1ایزوتروپ1با1خواص1مؤثر1الاستیک1
B1فاز

Table 2. Non-dimensional linear natural frequency of isotropic plate in 
phase (B)

(m,n)
روش1حل

)3,1( )2,2( )1,2( )1,1(

5/9688 5/2149 3/8838 2/0722 تحقیق حاضر
6/0090 5/1963 3/8334 2/0646 *HSDT

* از مرجع ]42[

جدول1:31بسامدهای1خطی1بی1بعد1ورق1ایزوتروپ1با1خواص1مؤثر1الاستیک1
C1فاز

Table 3. Non-dimensional linear natural frequency of isotropic plate in 
phase (C)

(m,n)
روش1حل

)3,1( )2,2( )1,2( )1,1(

7/1783 6/2346 4/5678 2/3229 تحقیق حاضر
6/6193 6/5052 4/6930 2/4046 *HSDT

* از مرجع ]42[

B1جدول1:41بسامدهای1خطی1بی1بعد1ورق1پیزوالکتریک1فاز
Table 4. Non-dimensional linear natural frequency of piezoelectric 

plate phase (B)

(m,n)
روش1حل

)3,1( )2,2( )1,2( )1,1(

5/9740 5/2197 3/8918 2/7600 تحقیق حاضر
6/0105 5/1980 3/8357 2/6672 *HSDT

* از مرجع ]42[

C1جدول1:51بسامدهای1خطی1بی1بعد1ورق1پیزوالکتریک1فاز
Table 5. Non-dimensional linear natural frequency  of piezo-magnetic 

plate phase (C)

(m,n)
P

)2,2( )1,2( )1,1(

4/9004 3/6054 1/8533 0/2
5/1071 3/7775 1/9692 1/0
5/2820 3/9240 2/0690 5/0
5/4510 4/0630 2/1660 1000

جدول1:61بسامد1های1خطی1بی1بعد1ورق1مدرج1تابعی1مگنتو-الکترو-الاستیک1
1C11وB1متشکل1از1دو1فاز

Table 6. Non-dimensional linear natural frequency of FGM-MEE plate 
with phase B and C
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دلیل این امر می تواند در افزایش مقدار اینرسی ورق نهفته باشد؛ به عبارت 
دیگر با افزایش نسبت عرض به طول، ورق از حالت مربعی به ورق مستطیلی 
تغییر شکل می دهد که این امر باعث افزایش قابل توجه اینرسی سامانه و در 
نتیجه کاهش بسامد خطی سامانه می شود؛ به طوری که در نسبت عرض به 

طول 10 بسامد خطی کمترین مقدار را دارد.

ورق  خطی  طبیعی  بسامد  به  غیرخطی  طبیعی  بسامد  نسبت  ادامه  در 
مذکور  پارامترهای  در  تغییر  ازای  به  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی  مدرج 
مورد بررسی قرار گرفته اند و نتایج در جدول های 7 و 8 و شکل های 8 تا 
از شکل  داده شده  اند.  همان طور که  دامنه-بسامد( نشان  )منحنی های   11
به  پیزوالکتریک  از  ورق  مؤثر  تغییر خواص  و جدول 7 مشاهده می شود   8
پیزومغناطیس باعث افزایش نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی 

خطی می گردد.

Fig. 4. Non-dimensional linear natural frequency with the effect of 
positive electric and magnetic load

شکل1:41تغییرات1بسامد1طبیعی1خطی1بی1بعد1در1اثر1اعمال1پتانسیل1
الکتریکی1و1مغناطیسی1مثبت

Fig. 5. Non-dimensional linear natural frequency with the effect of 
negative electric and magnetic load

شکل1:51تغییرات1بسامد1طبیعی1خطی1بی1بعد1در1اثر1اعمال1پتانسیل1
الکتریکی1و1مغناطیسی1منفی

Fig. 6. Change of linear non-dimensional natural frequency with ratio 
of thickness to dimension of plate

شکل1:61تغییرات1بسامد1طبیعی1خطی11بی1بعد1برحسب1نسبت1ضخامت1کل1
)h/a(1به1طول

Fig. 7. Change of linear non-dimensional natural frequency with ratio 
of thickness aspect ratio of plate
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طول  به  کل  ضخامت  نسبت  افزایش   9 شکل  به  توجه  با  طرفی،  از 
طبیعی  بسامد  به  غیرخطی  طبیعی  بسامد  نسبت  افزایش  باعث   )h/a( کل 
خطی و کاهش نسبت ضخامت کل به طول کل باعث کاهش نسبت بسامد 

طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی خطی می گردد. از مشاهده شکل 10 نتیجه 
می شود که افزایش نسبت عرض کل به طول کل )b/a( باعث افزایش نسبت 
بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی خطی و کاهش نسبت عرض کل 
به طول کل باعث کاهش نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی 

خطی می گردد.

Fig. 8. Effect of changing the amount of  (p) on the non-dimensional 
ratio of non-linear natural frequency

شکل1:81اثر1تغییر1گردیان1مؤثر1خواصp(1(1بر1نسبت1بسامد1غیرخطی

Fig. 9. Effect of ratio of thickness to dimension on nonlinear frequency-
response curve

شکل1:91اثر1تغییر1نسبت1ضخامت1کل1به1طول11کلh/a(1(1بر1روی1منحنی1
دامنه1-بسامد1غیرخطی

Fig. 10. Effect of aspect ratio on nonlinear frequency-response curve

شکل1:101اثر1تغییر1نسبت1عرض1کل1به1طول11کلb/a(1(1بر1روی1منحنی1
دامنه1-بسامد1غیرخطی

Fig. 11. Effect of  positive and negative electric and magnetic potential 
on nonlinear frequency- response curve near phase (B)
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اثر پتانسیل الکتریکی و مغناطیسی بر روی نسبت بسامد طبیعی غیرخطی 
به بسامد طبیعی خطی متفاوت از تأثیر این پارامتر در بسامد طبیعی خطی 
پتانسیل    ،)11 )شکل  مثبت  الکتریکی  پتانسیل  که  به طوری  است؛  بی بعد 
بسامد طبیعی غیرخطی  نسبت  افزایش  باعث  منفی )شکل 12(  مغناطیسی 
پتانسیل  و   )12 )شکل  منفی  الکتریکی  پتانسیل  خطی،  طبیعی  بسامد  به 
مغناطیسی مثبت )شکل 11( باعث کاهش نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به 

بسامد طبیعی خطی می شوند.

    همچنین با توجه به دو شکل 11 و 12 و نمودار 7 مشاهده می شود 
در ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک اگر گرادیان خواص مؤثر ورق 
نزدیک فاز p( B های پایین یا پیزوالکتریک( باشد اثر پتانسیل الکتریکی بر 
منحنی دامنه بسامد و نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی خطی 
تابعی  مدرج  ورق  در  اگر  از طرفی،  است.  مغناطیسی  پتانسیل  اثر  از  بیشتر 
 C مگنتو-الکترو-الاستیک گرادیان خواص مؤثر ورق نزدیک به خواص  فاز
اثر پتانسیل مغناطیسی بر روی منحنی  یا پیزومغناطیس(  باشد )pهای بالا 

دامنه بسامد و نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی خطی بیشتر از 
اثر پتانسیل الکتریکی است.

نتیجه1گیری-71
در این مقاله ارتعاشات آزاد خطی و غیرخطی ورق های هوشمند مدرج 
ساده  تکیه گاهی  شرط  با  شکل  مستطیلی  مگنتو-الکترو-الاستیک  تابعی 
قوانین  گرفت.  قرار  بررسی  مورد  سوم،  مرتبه  برشی  نظریۀ  از  استفاده  با  و 
الکترواستاتیک و مگنتواستاتیک به منظور دستیابی  گاوس برای حالت های 
به معادلات حرکت غیرخطی و روش لیندشتات پوانکاره برای تعیین رابطه ای 
تحلیلی جهت نسبت بسامد طبیعی غیرخطی به بسامد طبیعی خطی استفاده 
گردید. همپنین چندین مثال عددی برای بررسی اثر پارامترهای مختلف، از 
مغناطیسی  و  الکتریکی  بارگذاری  مؤثر،  خواص  هندسی،  پارامترهای  جمله 
تابعی مگنتو-الکترو- ارتعاشات غیرخطی ورق های هوشمند مدرج  رفتار  بر 

الاستیک ارائه شد.  با توجه به پارامترهای مؤثر در ارتعاشات غیرخطی این 
بردن آن در ساختار سازه های  به کار  با  تابعی و  از مواد هوشمند مدرج  نوع 
هوشمند می توان با تغییر نسبت ضخامت به طول ورق و یا انتخاب مناسب 
نسبت عرض به طول آن و یا تغییر خواص مؤثر مواد مدرج تابعی مقدار بسامد 
طبیعی مورد نظر در ارتعاشات آزاد را در این نوع سازه های هوشمند ایجاد و 

اثرات نامطلوب نوسانی را پیش بینی و کنترل نمود.
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پیوست )الف(

ایزوتوروپ  الاستیک  مگنتو-الکترو  تابعی  مدرج  ورق  برای  زیر  روابط 
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در  و مگنتو-الکتریک  الاستیک  به خواص  مربوط  ماتریسی  مؤلفه های 
معادلات )19( – )23( ورق مدرج تابعی مگنتو-الکترو-الاستیک که در آنها 

Fig. 12. Effect of  positive and negative electric and magnetic potential 
on nonlinear frequency- response curve near phase (C)

شکل1:121اثر1پتانسیل1الکتریکی1و1مغناطیسی11مثبت1و1منفی1بر1منحنی1
C1دامنه1-1بسامد1غیرخطی1در1خواص1مؤثر1نزدیک1فاز

wmax  /h
P

1/0 0/8 0/6 0/4 0/2 0/0

1/38586 1/26063 1/15387 1/07112 1/01825 1/00000 0
1/39719 1/26861 1/15878 1/07347 1/01886 1/00000 0/2
1/43500 1/29534 1/11753 1/08143 1/02097 1/00000 1/0
1/47210 1/32172 1/19171 1/08939 1/02309 1/00000 5/0
1/47314 1/32246 1/19216 1/08960 1/02314 1/00000 1000

) p(1جدول1:71نسبت1بسامد11طبیعی1غیرخطی1به1بسامد1طبیعی1خطی1ورق1مدرج1تابعی1مکنتو-الکترو-الاستیک1به1ازای1تغییر1در1خواص1مؤثر
Table 7. Change of nonlinear natural frequency to linear natural frequency ratio of FGM-MEE plate with the changing op parameter (p)
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δi ها شامل 
me ها و χij

me ها مؤلفه های مربوط به خواص الاستیک و χij
ela

مؤلفه های مربوط به اثر مگنتو-الکترو است که مؤلفه های ماتریسی آن ها  به 
صورت زیر تعریف می شوند:
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