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لنگش آزاد و اجباری محورهای حامل دیسک‌های نامیزان تحت اثر نیروی محوری
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چکیده: در این پژوهش معادلات حاکم بر لنگش آزاد و اجباری یک محور حامل تعداد دلخواه دیسک استخراج شده‌است. محور با استفاده 
از تئوری تیر تیموشنکو و افزودن اثرات ژیروسکوپی مدل‌سازی شده و دیسک‌‌ها به صورت اجرام متمرکز دارای اینرسی‌‌‌‌های انتقالی و دورانی 
در نظر گرفته شده‌‌اند. دو نوع گسترده و متمرکز از نیروی محوری نیز بر روی هر دیسک در نظر گرفته‌شده که تابعی از زمان بوده و محل 
نیروی متمرکز نیز نقطه‌ای دلخواه بر روی دیسک در نظر گرفته شده‌است. نیروی عرضی ناشی از نامیزانی جرم در دیسک‌‌ها و وزن کل 
مجموعه در تحلیل لنگش اجباری در نظر گرفته شده‌‌اند. برای شرایط مرزی ساده در دو طرف محور و با استفاده از روش گالرکین لنگش 
آزاد محور بررسی شده و سپس با استفاده از روش‌‌‌‌های گالرکین و نیومارک- بتا، لنگش اجباری محور مورد تحلیل قرار گرفته‌است. در تحلیل 
لنگش آزاد فرکانس‌‌‌‌های پیشرو و پسرو و همچنین دیاگرام کمپبل برای محور رسم شده‌‌اند و در تحلیل لنگش اجباری نمودار تغییرات زمانی 
خیز، گشتاور خمشی و نیروی برشی در نقاط دلخواه از محور رسم شده‌‌اند. از نکات برجسته‌ی این تحقیق می‌توان به این مورد اشاره نمود 
که در مقایسه با تحلیل لنگش آزاد، لنگش اجباری محورها بسیار کم مورد توجه محققین قرار گرفته‌است که این مورد در این مقاله بررسی 
شده‌است. همچنین در نظر گرفتن سرعت زاویه‌ای متغیر با زمان، نیروی محوری متغیر با مکان و زمان و عدم وجود محدودیت در تعداد 
دیسک‌‌های موجود بر روی محور از دیگر نقاط برجسته‌ی این پژوهش می‌باشند؛ این موارد باعث شده‌اند که مساله‌ی بررسی شده هر چه 

بیشتر به‌آنچه در واقعیت رخ می‌دهد نزدیک‌تر باشد.
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مقدمه-11
کاربرد بالای تجهیزات دوار در صنایع مختلف مانند سامانه‌‌‌‌های انتقال 
قدرت، پمپ‌‌ها و توربین‌‌ها بر کسی پوشیده نیست. در طراحی مناسب یک 
محور مسائل گوناگونی باید در نظر گرفته شوند که از آن جمله می‌توان به 
تحلیل‌‌‌‌های تسلیم و یا خستگی در اثر تنش‌‌‌‌های ناشی از خمش، پیچش و 
نیروی محوری و همچنین تحلیل تغییر شکل محور در اثر بارهای خارجی 
وارد شده بر آن اشاره نمود. یکی از مسائلی که در طراحی محورها از اهمیت 
مسأله  این  اهمیت  می‌باشد؛  آن  دینامیکی  تحلیل  است،  برخوردار  ویژه‌ای 
به‌حدی است که اگر محور با ضریب اطمینان بالا در تحمل تنش و یا تغییر 
نیروی  یک  باشد،  نشده  تحلیل  دینامیکی  نظر  از  ولی  شده  طراحی  شکل 
افزایش  به  به محور می‌تواند منجر  اعمال شده در سرعت بحرانی  کوچک 
نیروی عکس‌العمل  افزایش  ناخوشایند،  تولید صدای  محور،  نوسانات  دامنۀ 
بنابراین به منظور  ناگهانی محور گردد؛  در تکیه‌گاه‌‌ها و در نهایت شکست 
ایمن یک محور لازم است سرعت‌‌‌‌های بحرانی آن  انجام طراحی موفق و 

نیز تعیین شوند.
در نظریه تیر اویلر-برنولی و به دلیل صرف‌نظر کردن از اینرسی دورانی، 
اثر ژیروسکوپیک قابل مدل‌سازی نبوده و سرعت دورانی محور در معادلات 
ظاهر نمی‌گردد؛ بنابراین تعیین دور بحرانی محور عملًا ممکن نمی‌باشد. در 
مدل‌های تیر رایلی و یا تیر تیموشنکو به‌دلیل در نظر گرفتن اینرسی دورانی 
بنابراین بیشتر تحقیقات  اثر ژیروسکوپیک قابل مدل‌سازی خواهد بود ]1[؛ 

rafeeyan@yazd.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات

صورت گرفته در زمینۀ دینامیک محورها از مدل‌‌‌‌های تیر رایلی و یا تیموشنکو 
استفاده نموده‌اند. لازم به ذکر است که در بین این دو نظریه‌، نظریه تیموشنکو 

به‌دلیل در نظر گرفتن تغییر شکل‌های برشی، دقت بالاتری دارد.
با استفاده از نظریه تیر تیموشنکو، گریبوس ]2[ تأثیر در نظر گرفتن تغییر 
نمود. چوی و  بررسی  بر روی سرعت‌های بحرانی محورها  را  شکل برشی 
همکاران ]3[ معادلات حاکم بر ارتعاشات عرضی دو صفحه‌ای و ارتعاشات 
پیچشی یک محور با ممان اینرسی نابرابر در دو صفحه را استخراج نمودند. 
با بهره‌گیری از نظریه تیر رایلی، جی و لی ]4[ سرعت‌های بحرانی لنگش 
با  نمودند.  استخراج  را  دیسک‌های صلب  با  یکنواخت  نامتقارن  محور  یک 
استفاده از همین مدل تیر، لنگش آزاد و اجباری محور ویسکوالاستیک توسط 
استورلا و آرجنتو ]5[ بررسی شد. جون و کیم ]6[ تأثیر گشتاور پیچشی را 
به   ]7[ زو  و  کارونندیران  نمودند.  بررسی  محورها  خمشی  لنگش  روی  بر 
زو  و  شبانه  و  پرداخته  ارتجاعی  تکیه‌گاه‌های  با  محورهای  لنگش  بررسی 
]8[ تحلیل لنگش آزاد و اجباری سامانه محور و دیسک واقع شده بر روی 
محور  لنگش  بر  حاکم  معادلات  نمودند.  بررسی  را  الاستیک  تکیه‌گاه‌های 
مدل شده براساس نظریه تیر تیموشنکو با اینرسی‌های دورانی نابرابر در دو 
راستا توسط رافا و واتا ]9[ استخراج شد. گو و چنگ ]10[ با استفاده از مدل 
تیر تیموشنکو پاسخ دینامیکی یک محور گردان با سرعت خیلی بالا، حامل 
جرم‌های متمرکز را مورد بررسی قرار دادند. شئو و یانگ ]11[ تحلیل لنگش 
آزاد محور رایلی را برای شش شرایط مرزی معمول ارائه کردند و بسامدهای 
طبیعی و شکل مودهای متناظر را به‌دست آوردند. افشاری و همکاران ]12[ با 
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بهره‌گیری از روش جزئی تفاضلات مربعی به تحلیل لنگش محور تیموشنکو 
ناگهانی در مقطع و چندین تکیه‌گاه نمودند. تحلیل عددی  تغییر  با چندین 
میانی  تکیه‌گاه‌های  تعداد  و  در طول محور  پله‌دار  مقاطع  تعداد  نظر  از  آنها 
را  مربعی  تفاضلات  روش   ]13[ همکاران  و  ایرانی  نبود.  محدودیت  دارای 
به کارگرفته و حلی عددی برای لنگش طولی-پیچشی-خمشی یک محور 
کامپوزیتی مدل شده براساس نظریه تیر تیموشنکو ارائه نمودند. با استفاده از 
روش ماتریس انتقال و براساس مدل تیر تیموشنکو، ترابی و همکاران ]14[ 
یک حل دقیق و بسته برای لنگش محورهای دارای چندین تغییر ناگهانی در 

مقطع خود و حامل چندین جرم و اینرسی متمرکز ارائه نمودند.
تحقیقاتی  محدود  اجزا  روش  به  آوردن  روی  با  زیادی  محقیقن  اخیراً 
با استفاده  انجام داده‌اند. چاتزیساواس و همکاران ]15[  را بر روی روتورها 
معادلات  همزمان  به‌شکل  محدود،  تفاضلات  و  محدود  اجزاء  روش‌های  از 
جفت‌شدۀ دینامیکی برای محور و رینولدز در تکیه‌گاه‌ها را به شکلی عددی 
رفتار  روی  بر  را  تکیه‌گاه‌ها  در  هیدرودینامیکی  نیروی  تأثیر  و  نموده  حل 
دینامیکی غیرخطی محور بررسی نمودند. براساس مدل تیر تیموشنکو، مدل 
اجزاء محدود دو گره‌ای برای تحلیل حرارتی- مکانیکی محور ترک‌دار ساخته 
شده از مواد مدرج تابعی توسط گاین و همکاران ارائه شد ]16[.  با استفاده 
محدود  اجزاء  مدل  یک   ]17[ همکاران  و  روی  بالا،  مرتبه  نظریه‌های  از 
دیسک  چندین  با  لایه  چند  ویسکوالاستیک  روتور  دینامیکی  تحلیل  برای 
متمرکز ارائه نمودند. روی و دات ]18[ مدل اجزا محدود روتورهای پلیمری 
و روتورهای کامپوزیتی پلیمری را ارائه نموده و سرعت‌های بحرانی و پاسخ 
روتور به نامیزانی را استخراج نمودند. براساس مدل ماکسول- وایچرت برای 
مواد ویسکوالاستیک، گانگولی و همکاران ]19[ مدل اجزا محدود را برای 

تحلیل نوسانات میرای محورهای دوار ارائه نمودند.
لنگش  زمینۀ  در  به‌خصوص  گرفته  انجام  کارهای  گسترش  هدف  با 
اجباری  و  آزاد  لنگش  بر  حاکم  معادلات  پژوهش  این  در  محورها،  اجباری 
محور دارای چندین دیسک متمرکز نامیزان، تحت نیروهای محوری متغیر 
با زمان به‌دست آمده‌‌اند. روش گالرکین و روش نیومارک-بتا به کار گرفته 
تکیه‌گاه‌‌‌‌های  با  محور  برای  عددی  شکلی  به  مذکور  معادلات  تا  شده‌‌اند 
اجباری  و  آزاد  تحلیل‌‌‌‌های  در  شده  ارائه  عددی  مثال‌‌‌‌های  شوند.  ساده حل 

نشان‌دهندۀ دقت بالای تحلیل ارائه شده می‌باشند.

استخراج معادلات حاکم-22
با  در حال چرخش   d قطر   ،L به طول  1، یک محور  با شکل  مطابق 
سرعت دورانی Ω و حامل تعداد دلخواه دیسک در نظر گرفته شده است. با 
توجه به این که محور از حالت سکون شروع به دوران کرده تا به سرعت 
نامی Ω0 برسد؛ در این پژوهش و به‌منظور نزدیک کردن معادلات به آنچه در 
عمل رخ می‌دهد، از رابطه )1( برای تقریب تغییرات زمانی سرعت در تحلیل 

لنگش اجباری محور استفاده می‌گردد:
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که در این رابطه t0 زمان رسیدن محور به سرعت نامی خود می‌باشد. در 
شکل 2 نمودار تغییرات سرعت نشان داده شده است. لازم به ذکر است که 

در تحلیل لنگش آزاد از سرعت نامی محور استفاده می‌شود.

جرم‌‌ها  این  از  یک  هر  متمرکز،  جرم‌‌‌‌های  اینرسی  مدل‌سازی  به‌منظور 
 zi+dz تا zi ام( را می‌توان به شکل جرم گسترده که در فاصله‌ی-i جرم(

توزیع شده است، در نظر گرفت؛ بنابراین:
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نظر گرفتن جرم متمرکز  نقطه‌ای در  با فرض  تابع هویساید می‌باشد. حال 

می‌بایست dz را به سمت صفر میل داد که منجر به رابطه )3( می‌گردد:
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Fig. 1. Rotor and concentrated discs

شکل 1: محور حامل دیسک‌های متمرکز

Fig. 2. Rotational speed versus the time

شکل 2: نمودار تغییرات سرعت زاویه‌ای از آغاز حرکت تا رسیدن به 
سرعت نامی
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با در نظر  تابع دلتای دیراک می‌باشد.  δ نشان‌دهندۀ  رابطه  این  که در 
تمامی  برای  را   )4( رابطه‌  می‌توان  محور  روی  بر  متمرکز  جرم   N گرفتن 
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q(t( در محل هر یک از دیسک‌‌ها نیروی محوری گسترده متغیر با زمان
به دیسک و در نتیجه به محور وارد می‌شود. از طرفی مطابق شکل 3، به هر 
دیسک نیروی محوری متمرکز متغیر با زمان )F(t نیز وارد می‌شود؛ بنابراین 
کل نیروی محوری وارد بر محور در محل هر دیسک ))P(t( را می‌توان به 

شکل رابطه‌ )6(  بیان نمود:
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با توجه به این که نیروی گسترده به صورت یکنواخت در راستای مماسی 
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گشتاور خمشی در محل هر دیسک به محور وارد می‌شود که براساس شکل 

3 به صورت رابطه‌ )7( قابل بیان است:
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Fig. 3. situation of concentrated force  on each disc

شکل 3: موقعیت نیروی متمرکز روی هر دیسک



نشریه مهندسی مکانیک امیرکبیر، دوره 50، شماره 1، سال 1397، صفحه 175 تا 188

178

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

که در این رابطه Iy ، Ix ، A و Ip نشان‌دهندۀ مساحت مقطع محور، ممان 
پیچشی آن  اینرسی  y و ممان  و   x اینرسی خمشی محور حول محورهای 
حول محور z می‌باشند. fx  و fy  نیروی عرضی بر واحد طول در راستاهای 
x و y می‌باشند. همچنین φx ، uy ، ux و φy به ترتیب نشان دهنده‌ جابجایی 
راستاهای x و y و چرخش حول این دو محور بوده، ρ بیانگر چگالی ماده‌ی 
از طرفی     می‌باشد.   z محور  محور حول  دورانی  Ω سرعت حرکت  و  محور 
Mx ، Fy ، Fx و My به ترتیب بیانگر نیروی برشی و گشتاور خمشی موجود 

در محور در راستاهای x و y می‌باشند که طبق نظریه تیر تیموشنکو به شکل 
معادلات )12( بیان خواهند شد ]1[:

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

که در این رابطه E و G بیانگر مدول یانگ و مدول برشی ماده بوده و 
k ضریب تصحیح تنش برشی می‌باشد که برای یک مقطع دایروی بر حسب 

ضریب پواسون )ν( از رابطه‌ )13( قابل محاسبه می‌باشد ]20[:

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

با صرف نظر کردن از جملات دارای عبارت dz(2( و با توجه به دایروی 
بودن مقطع محور و دیسک‌‌ها که منجر به تساوی )14( می‌گردد:

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

می‌توان روابط )15( را بیان نمود:

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

همچنین با جایگذاری رابطه )14( در رابطه )12( نیز می‌توان روابط )16( 
را به‌دست آورد:

((1)

( ) ( )

( ) ( )

2

2

2

2
1

2

2

2

2
1

,

,

x x x
x x

N
x x

x i i
i

y y y
y y

N
y y

y i i
i

x
x

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u uP f x t A M z z dz
z t

F u uPF dz F P dz dz
z z z z

u u
P f x t A M z z dz

z t

MM dz M
z

ρ δ

ρ δ

=

=

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +  ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂∂ + − + + +   ∂ ∂ ∂ ∂  
∂ ∂ − + = + − ∂ ∂ 

∂
+ −

∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

y
x y x

N
i x

x x i
i

N
yi

p p i
i

y x
y y x y

N
yi

y y i
i

N
i x

p p i
i

x
x

F
F dz dz m

z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

M FM dz M F dz dz m
z z

I I z z dz
t

I I z z dz
t

uF kGA
z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

=

=

=

=

∂ 
− + + = ∂ 

∂ + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − + + + = ∂ ∂ 
∂ + −  ∂ 

∂ − + − Ω  ∂ 

∂
= −

∂

∑

∑

∑

∑

( )

( )

( )

( )

( )

2

2

2

2
1

2

2
1

6 1
7 12 4

2 2 2

,

,

x
y x x

y y
y x y y

p x y

x x
x

N
x

i i
i

y y
y

N
y

i i
i

x
y

M EI
z

u
F kGA M EI

z z

k

I I I I

F uP f x t
z z z

uA M z z
t

F u
P f x t

z z z

u
A M z z

t
M F
z

ϕϕ

ϕ
ϕ

υ
υ υ

ρ δ

ρ δ

=

=

∂  =  ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

+
=

+ +

= = =

∂ ∂∂  + + ∂ ∂ ∂ 
∂ = + −  ∂ 

∂ ∂ ∂
+ + ∂ ∂ ∂ 

∂ = + −  ∂ 
∂

− +
∂

∑

∑

( )

( )

( )

( )

2

2
1

1

2

2
1

1

2

2

N
x

x i i
i

N
y

i i
i

N
y y

x y i i
i

N
x

i i
i

x x
x y x

y y
y x y

m I I z z
t

I I z z
t

M
F m I I z z

z t

I I z z
t

uF kGA M EI
z z
u

F kGA M EI
z z

ϕρ δ

ϕ
ρ δ

ϕ
ρ δ

ϕρ δ

ϕϕ

ϕ
ϕ

=

=

=

=

∂ = + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + + = + − ∂ ∂ 
∂ − + − Ω  ∂ 

∂ ∂ = − = ∂ ∂ 
∂ ∂ 

= + = ∂ ∂ 

∑

∑

∑

∑

به  توجه  با  و   )15( رابطه‌  در   )16( و   )10(  ،)8( روابط  جایگذاری  با  و 
یکنواخت بودن مقطع محور می‌توان معادلات حاکم را به شکل )17( بیان 

نمود:

)الف(

)ب(
Fig. 4. An element of rotor a) shear forces and bending moments,

b) axial force

شکل 4: جزء نمونه از محور )الف( نیروهای برشی و گشتاورهای خمشی 
)ب( نیروی محوری
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بنابراین معادلات حاکم به شکل )23( بیان می‌شوند:

((2)

( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

1
1

2
2

1

1

2

1

2 2

2 2
1

0

,

cos
,

sin

,

cos

sin

n

i i
i

N
ip

i i i
i i

n

i i
i

N
ip

i i i
i i

N

i i
i

i

f x t Ag M g z z

t
f x t m e z z

j t

f x t Ag M g z z

t
m e z z

j t

u uA M z z kGA j
t z z

R P t H z

ρ δ

θ
δ

θ

ρ δ

θ
δ

θ

ϕρ δ

=

=

=

=

=

= − − −

Ω + 
= Ω − 

+ Ω +  

= − − −

Ω + 
+Ω − 

+ Ω +  

 ∂ ∂ ∂ − + − + +   ∂ ∂ ∂   

− + −

∑

∑

∑

∑

∑

( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

2

2
1

1

2

1

2

1
2

2
1

1

2

2

sin

cos

2

i

N

i
i

N

i i
i

N
p
i i i i

i
N

p
i i i i i

i

N

i i
i

N

i i
i

j
i i

uz
z

uP t z z
z

Ag j m e t z z

M g m e t z z

I I z z
t

j I I z z
t

uEI kGA j
z z

F R e z zϕ

δ

ρ θ δ

θ δ

ϕρ δ

ϕρ δ

ϕ ϕ

δ

=

=

=

=

=

=

−

∂ 
  ∂ 

∂
− −

∂

= − Ω Ω + −

 + − Ω Ω + − 

∂ − + −  ∂ 
∂ + + − Ω  ∂ 

∂ ∂ + − − ∂ ∂ 

= − −

∑

∑

∑

∑

∑

∑

( )
1

N

i
i =
∑

به  می‌توان  را  گشتاور خمشی  و  برشی  نیروی  مختلط  همچنین شکل 
شکل رابطه‌ )24( بیان نمود:
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که با استفاده از رابطه‌ )16( به شکل رابطه‌ )25( قابل بیان است:
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جابه‌جایی  مقادیر  می‌باشد،  ساده  تکیه‌گاه‌‌‌‌های  دارای  که  برای محوری 
و گشتاور خمشی در دو طرف محور برابر با صفر می‌باشد؛ به عبارت دیگر 

براساس رابطه‌ )25( داریم:
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حل معادلات به روش گالرکین-33
به منظور حل معادلات به‌دست آمده از روش گالرکین استفاده شده است. 
به این منظور ابتدا باید پاسخ مسأله به گونه‌ای که شرایط مرزی را ارضا کند، 
در نظر گرفته شود. با توجه به رابطه‌ )26(، روابط زیر در نظر گرفته می‌شوند:
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که در این رابطه an و bn توابعی مجهول در حوزۀ زمان می‌باشند. هر چند 
از نظر ریاضی تعداد جملات سری در این روابط بی‌نهایت می‌باشد؛ ولی در 
عمل تعدادی محدود )Nt( نیز کافی می‌باشد. بدیهی است که با افزایش تعداد 

این جملات حجم محاسبات و البته دقت پاسخ‌‌ها افزایش می‌یابند.
با جایگذاری رابطه‌ )27( در رابطه‌ )23(، ضرب کردن روابط اول  حال 
دادن  قرار  صفر  و   cos[(m-1)πz/L[ و   sin(mπz/L( در  ترتیب  به  دوم  و 

انتگرال‌‌‌‌های خطا، معادلات )28( به‌دست می‌آیند:
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و درایه‌‌‌‌های آنها نیز با جزئیات در پیوست ب ارائه شده‌‌اند.
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مشابه  تعریف  دارای   )38( رابطه‌  در  شده  ظاهر  ماتریس‌‌‌‌های  همچنین 
اجباری در معادلات )29( و )30( و همچنین  ارائه شده در لنگش  با موارد 
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با استفاده از رابطه‌ )41( بسامد‌‌‌‌های طبیعی برای حرکت لنگش به‌دست 
خواهند آمد. لازم به ذکر است که با توجه به وجود ضرایب مختلط در ماتریس 
سفتی، تمامی ریشه‌‌‌‌های معادله‌ )41( -که تعداد آنها بستگی به تعداد جملات 
محض  موهومی  صورت  به  می‌باشد-   )37( رابطه‌  در  شده  گرفته  نظر  در 
خواهند بود که دارای قسمت موهومی برابر نمی‌باشند )ریشه مزدوج مختلط 
بسامد‌‌‌‌های  نشان‌دهنده‌  آمده  به‌دست  مثبت  مقادیر  بود(.  نخواهند  یکدیگر 

پیشرو و مقادیر منفی بیانگر بسامد‌‌‌‌های پسرو می‌باشند.

لنگش اجباری-55
به منظور به‌دست آوردن پاسخ زمانی سامانه از روش عددی نیومارک-بتا 
ارائه گردید  استفاده خواهد شد که در سال 1959 میلادی توسط نیومارک 
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نتایج عددی-66
شد.  خواهند  ارائه  شده  انجام  تحلیل  برای  عددی  نتایج  بخش  این  در 
در تمامی مثال‌‌‌‌های پیش‌رو در این بخش مقادیر عددی زیر برای محور و 

]دیسک‌‌ها در نظر گرفته می‌شوند: ] [ ] [ ]
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سایر مقادیر نیز به شکل جداگانه در حل مورد، بیان می‌شوند.
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با در نظر گرفتن چهار جمله اول سری در رابطه‌ )37(، بسامد‌‌‌‌های پیشرو 
و پسرو به‌دست آمده و در جدول 1 بر حسب رادیان بر ثانیه ارائه شده‌اند. در 
این جدول نتایج به‌دست آمده از حل دقیق ارائه شده در رابطه‌ )41( نیز ارائه 
شده‌اند؛ همانگونه که در این جدول نشان داده شده است، تحلیل ارائه شده از 
دقت بسیار بالایی برخوردار می‌باشد. دلیل تطابق بسیار بالای نتایج به‌دست 
آمده با حل دقیق ارائه شده در مرجع ]1[ آن است که توابع استفاده شده در 
رابطه‌ )37( دقیقاً همان توابعی هستند که در حل دقیق ارائه شده در مرجع 

مذکور به کار رفته‌اند.
قرارگیری  محل  تأثیر  بررسی  و  کمپبل  نمودار  ترسیم  منظور  به  حال 
و              L=4 m هندسی  مشخصات  با  محور  یک  آن،  روی  بر  دیسک‌ها 
قطر  با  دیسک  دارای یک  محور  این  گرفته می‌شود.  نظر  در   d=50 mm

بیرونی 80 میلی‌متر و ضخامت 10 میلی‌متر در موقعیت دلخواه zm می‌باشد. 
برای دو مود اول و در موقعیت‌‌‌‌های L/3 ، L/4 و L/2 برای دیسک، نمودار 
کمپبل در شکل‌‌‌‌های 5 و 6 رسم شده‌‌اند. همانگونه که در این شکل‌‌ها نشان 
داده شده است برای محور ساکن بسامد‌‌‌‌های پیشرو )خطوط توپر( و پسرو 
افزایش سرعت  و  آغاز حرکت محور  با  و  بوده  برابر  یکدیگر  با  )خط چین( 
نامی آن، بسامد‌‌‌‌های پیشرو افزایش یافته و بسامد‌‌‌‌های پسرو کاهش می‌یابند 
که دلیل این پدیده اثر ژیروسکوپیک می‌باشد. این شکل‌‌ها همچنین نشان 
اول  مود  بسامد‌‌‌‌های  محور،  مرکز  به  دیسک  شدن  نزدیک  با  که  می‌دهند 
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کاهش یافته و بسامد‌‌‌‌های مود دوم افزایش می‌یابند. دلیل این مسأله نیز آن 
است که نقطه میانی محور در مود اول یک نقطه پادگره می‌باشد؛ در حالی 
که در مود دوم این نقطه یک گره می‌باشد. لازم به ذکر است که وجود جرم 
منجر به کاهش بسامد‌‌ها می‌گردد و مقدار این کاهش با حرکت از نقاط گره 

به سمت نقاط پادگره بیشتر و بیشتر می‌گردد ]14[.
نقاط تقاطع  نیز رسم شده است؛  نیمساز ربع اول  در شکل‌‌‌‌های 5 و 6 
از  و  می‌باشند  محور  بحرانی  دورهای  بیانگر  نیمساز  این  با  کمپبل  دیاگرام 

حرکت محور در نزدیکی این سرعت‌‌ها باید پرهیز گردد.
با هدف بررسی تأثیر نیروی محوری بر روی نمودار کمپبل، یک محور 
این  d=30 mm در نظر گرفته می‌شود.  L=4 m و  با مشخصات هندسی 
محور در موقعیت L/3 حامل یک دیسک میزان با قطر بیرونی 60 میلی‌متر  

و ضخامت 15 میلی‌متر می‌باشد که فاقد نیروی محوری متمرکز و تنها دارای 
نیروی محوری گسترده با شدت ثابت می‌باشد. برای مقادیر مختلف شدت 
نیروی گسترده، نمودار کمپبل دو مود اول در شکل‌‌‌‌های 7 و 8 رسم شده‌‌اند. 
این شکل‌ها نشان می‌دهند که وجود نیروی محوری بر روی روتور می‌تواند 
به شکل همزمان موجب افزایش برخی بسامد‌ها و کاهش برخی دیگر گردد؛ 
دلیل این مسأله در آن است که حضور نیروی محوری خارجی بر روی روتور 
منجر به آن می‌گردد که قسمتی از روتور تحت کشش قرار گرفته )افزایش 
سفتی و بسامد( و قسمتی دیگر تحت فشار قرار گیرد )کاهش سفتی و بسامد(. 
نکته‌ای که حتما باید در نظر داشت آن است که ضمن کاهش هر یک از 
بسامد‌ها، در صورت افزایش مقدار نیروی محوری مقدار بسامد به صفر رسیده 

که این مسأله موجب ناپایداری و کمانش محور می‌گردد.
با توجه به محدودیت کارهای انجام شده در زمینه لنگش اجباری محورها، 
از  ارائه شده در این پژوهش می‌توان  به منظور بررسی میزان دقت تحلیل 
مفاهیم پایه و بررسی برقراری آنها در یک مثال خاص استفاده نمود. به همین 
منظور یک محور با مشخصات L=3 m و d=30 mm در نظر گرفته می‌شود 

بسامد‌های پیشرو )رادیان بر ثانیه(

تحلیل ارائه شده حل دقیق ]1[ n

310/5705434 310/5705434 1
1231/569879 1231/569879 2
2732/53272 2732/53272 3
4767/684397 4767/684397 4

بسامد‌های پسرو )رادیان بر ثانیه(

تحلیل ارائه شده حل دقیق ]1[ n

309/9311112 309/9311112 1
1229/087614 1229/087614 2
2727/210496 2727/210496 3
4758/811385 4758/811385 4

جدول 1: اعتبارسنجی نتایج به‌دست آمده
Table 1. Validation of results

Fig. 5. Campbell diagram for first mode

شکل 5: نمودار کمپبل برای مود اول محور

Fig. 6. Campbell diagram for second mode

شکل 6: نمودار کمپبل برای مود دوم محور

Fig. 7. Campbell diagram for first mode

شکل 7: نمودار کمپبل برای مود اول محور
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.در وسط این محور یک دیسک با قطر بیرونی 50 میلی‌متر و ضخامت 10 
میلی‌متر قرار گرفته است. سرعت نامی این محور 20rpm و مدت زمان لازم 
برای رسیدن به این سرعت برابر با یک ثانیه می‌باشد. دیسک واقع شده بر 
روی محور دارای یک نامیزانی به‌‌اندازۀ me=1500 g.mm بوده که در آغاز 
حرکت دقیقا بر محور x منطبق شده است. نیروی محوری نیز در این مثال 

خاص وجود ندارد تا محور دارای یک شرایط کاملًا متقارن باشد.
زمانی  گام  و   )27 )رابطۀ  سری  در  اول  جمله  پنج  گرفتن  نظر  در  با 
Δt=0/05s در روش نیومارک-بتا، نمودار تغییرات زمانی جابه‌جایی، گشتاور 

خمشی و نیروی برشی در وسط محور در شکل‌‌‌‌های 9 تا 14 رسم شده‌اند. 
همانگونه که در این شکل‌ها نشان داده شده است، محور دارای یک پاسخ 
گذار بوده و پس از آن به یک حالت پایدار رسیده و مؤلفه‌های جابه‌جایی، 
گشتاور خمشی و نیروی برشی بین دو مقدار نوسان می‌کنند؛ به عبارت دیگر 
استاتیکی  تعادل  با آغار چرخش محور حول نقطه  نامیزانی موجود  به دلیل 
خود شروع به نوسان کرده و این نوسان منجر به ایجاد گشتاور خمشی متغیر 

با زمان می‌گردد که در تحلیل خستگی برای محور بسیار لازم می‌باشد.
مقایسۀ بین شکل‌های 9 و 10 و همچنین شکل‌های 11 و 12 نشان 
مراتب  به   x-z در صفحه‌ی  گشتاور خمشی  و  جابه‌جایی  مقدار  که  می‌دهد 
بیشتر از مقادیر متناظر در صفحۀ متقابل می‌باشند که دلیل این مسأله کم 
بودن مقدار نامیزانی در این محور در مقایسه با نیروی گرانش و وزن خود 
محور و دیسک واقع بر آن می‌باشد. این نمودارها همچنین نشان می‌دهند که 
مقدار نیروی برشی در وسط محور برابر با صفر می‌باشد )مقدار ناچیز به‌دست 
آمده ناشی از تقریب حل عددی می‌باشد( که با توجه به تقارن محور تأییدی 

بر صحت تحلیل ارائه شده می‌باشد.
داده شده  نشان  در شکل 15  نیز  تار خنثی  همچنین خط سیر حرکت 
است. این شکل نشان می‌دهد که روتور ابتدا یک چرخش گذرا داشته و پس 
از آن و به دلیل نامیزانی موجود، روتور یک لنگش حول نقطه تعادل استاتیکی 
خود انجام می‌دهد. این شکل به خوبی نشان می‌دهد که دامنۀ حرکت پایدار 
دایروی  در یک شکل  تقریباً  محور  لنگش  و  بوده  یکسان  راستا  دو  هر  در 

Fig. 8. Campbell diagram for second mode

Fig. 9. The x component of displacementشکل 8: نمودار کمپبل برای مود دوم محور

x شکل 9: جابه‌جایی در راستای

Fig. 10. The y component of displacement

y شکل 10: جابه‌جایی در راستای

Fig. 11. The x component of bending moment

x شکل 11: ممان خمشی حول محور
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صورت می‌پذیرد. لازم به ذکر است که در حالت کلی لنگش در یک مسیر 
بیضوی رخ می‌دهد ]1[.

مشخصات   با  محور  یک  نامتقارن،  محور  یک  از  مثال  یک  عنوان  به 
محور                 نامی  سرعت  است.  شده  گرفته  نظر  در   d=60 mm و   L=5 m

ثانیه  با دو  برابر  این سرعت  به  برای رسیدن  100rpm و مدت زمان لازم 

می‌باشد. بر روی این محور سه دیسک قرار گرفته‌اند که مشخصات آنها و 
نیروی محوری وارد بر هر یک در جدول 2 ارائه شده‌اند.

زمانی  گام  و   ))27( )رابطه‌  سری  در  اول  جمله  پنج  گرفتن  نظر  در  با 
Δt=0/05s در روش نیومارک-بتا، نمودار تغییرات زمانی جابه‌جایی، گشتاور 

خمشی و نیروی برشی در وسط محور در شکل‌‌‌‌های 16 تا 21 رسم شده‌اند. 
مقایسه‌ بین نتایج این محور با محور بررسی شده در مثال قبلی نشان می‌دهد 
که هر چند در این مثال قطر محور دو برابر مثال قبلی می‌باشد؛ ولی مقادیر 
جابه‌جایی، گشتاور خمشی و نیروی برشی ایجاد شده در آن بیشتر از مقادیر 
آن طول  دلایل  که  می‌باشند  قبلی  مثال  در  شده  بررسی  محور  در  متناظر 

بیشتر محور، تعداد بیشتر دیسک‌های نامیزان واقع بر آن و البته بیشتر بودن 
مقدار سرعت نامی آن می‌باشند. نکته‌ دیگری که می‌توان به آن اشاره نمود 
آن است که با دقت در این شکل‌ها می‌توان نتیجه گرفت که در این محور 
مقدار مؤلفه‌های جابه‌جایی، گشتاور خمشی و نیروی برشی در هر دو صفحه 
تقریباً هم‌اندازه و قابل مقایسه با یکدیگر می‌باشند؛ دلیل این مسأله در آن 
است که تعداد دیسک‌های نامیزان و سرعت نامی محور نسبت به حالت قبلی 

بیشتر بوده و نیروی نامیزانی ایجاد شده در این مثال قابل توجه می‌باشد.
داده شده  نشان  در شکل 22  نیز  تار خنثی  همچنین خط سیر حرکت 
است. این شکل نشان می‌دهد که به دلیل نامیزانی موجود، روتور یک لنگش 
حول نقطه تعادل استاتیکی خود انجام می‌دهد. مقایسه این شکل با شکل 
15 نشان می‌دهد که خط سیر تار خنثی محور همواره به شکل دایره نزدیک 
مستقیم  مسیر  یک  در  تقریباً  محور  خنثی  تار  خاص  مثال  این  در  و  نبوده 

حرکت می‌کند.

Fig. 12. The y component of bending moment

y شکل 12: ممان خمشی حول محور

Fig. 13. The x component of shear force

x شکل 13: نیروی برشی در راستای

Fig. 14. The y component of  shear force

y شکل 14: نیروی برشی در راستای

Fig. 15. Neutral trajectory at the center point of shaft

شکل 15: خط سیر تار خنثی در نقطه مرکزی محور
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Fig. 16. The x component of displacement

x شکل 16: جابه‌جایی در راستای

Fig. 17. The y component of displacement

y شکل 17: جابه‌جایی در راستای

Fig. 18. The x component of bending moment

x شکل 18: ممان خمشی حول محور

Fig. 19. The y component of bending moment

y شکل 19: ممان خمشی حول محور

Fig. 20. The x component of shear force

x شکل 20: نیروی برشی در راستای

Fig. 21. The y component of  shear force

y شکل 21: نیروی برشی در راستای
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جمع بندی نتایج-77
اجباری  و  آزاد  لنگش  بر  حاکم  معادلات  دستگاه  پژوهش  این  در 
نیروهای  تحت  نامیزانی،  دارای  متمرکز  دیسک  چندین  حامل  محورهای 
محوری گسترده و متمرکز متغیر با زمان به دست آمدند. روش‌های عددی 
گالرکین و نیومارک-بتا استفاده شده‌‌اند و برای محور با تکیه‌گاه‌‌‌‌های ساده 
معادلات به‌دست آمده حل شده‌اند. مثال‌های ارائه شده نشان دادند که تحلیل 
ارائه شده دارای دقت قابل قبولی بوده و نتایج با دقت خوبی به‌دست می‌آیند. 
تحلیل نمودار کمپبل در ارتعاشات آزاد نشان داد که مقدار بسامدهای پیشرو 
و پسرو محور با تغییر محل دیسک‌ها و تغییر شدت نیروی وارد بر آنها تغییر 
می‌کند. نکته مهمی که در این زمینه باید در نظر داشت، آن است که وجود 
نیروی محوری باعث افزایش برخی بسامد‌ها و کاهش برخی دیگر می‌گردد 
ناپایداری در محور دوار و  تا حدی که این کاهش می‌تواند منجر به ایجاد 

کمانش آن گردد.
با توجه به نتایج به‌دست آمده در تحلیل ارتعاشات اجباری می‌توان گفت 

هنگامی که مقدار نامیزانی و یا سرعت دورانی محور کوچک باشند، تأثیر جرم 
خود محور و اجزای متصل به آن بر پاسخ دینامیکی روتور به مراتب بیشتر 
بوده و هنگامی که مقدار نامیزانی و یا سرعت دورانی محور قابل توجه باشند، 
تأثیر نامیزانی در مقایسه با جرم خود محور و اجزای متصل به آن قابل توجه 
می‌باشد. نتایج عددی نشان دادند که مسیر لنگش محور در حالت کلی به 
شکل بیضی بوده و بسته به مشخصات مسأله، این مسیر می‌تواند به دایره و 

یا حتی خط صاف نزدیک گردد.
نکته‌ آخری که می‌توان به آن اشاره نمود، آن است که در صورت تغییر 
شرایط مرزی اگر بتوان تابع شکل مناسب را برای ارضای آن شرایط پیدا نمود 
)رابطه‌ )27((، می‌توان تحلیل ارائه شده را به محورهای دارای سایر شرایط 

مرزی نیز تعمیم داد.

پیوست
پیوست الف

درایه‌‌‌‌های ماتریس‌‌‌‌های جرم، سفتی و اثر ژیروسکوپیک و بردار نیرو که 
در رابطه‌ )28( ظاهر شده‌‌اند به شکل زیر می‌باشند:
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پیوست ب
درایه‌‌‌‌های ماتریس ]K0[ و بردار }Q{ که در رابطه‌ )32( ظاهر شده‌‌اند 

[L/4  L/2  3L/4] موقعیت دیسک‌ها

[80  90  85] mm ،قطر بیرونی
[10  15  15] mm ،ضخامت

[1000  3000  500] g.mm ،مقدار نامیزانی

[45  80  120] موقعیت نامیزانی نسبت به محور x در 
آغاز حرکت، درجه

[20  40  50] × sin(20t) kN/m2 ،نیروی محوری گسترده
[10  5  20] × sin(20t) kN ،نیروی متمرکز

[35  40  40] mm ،شعاع اثر نیروهای متمرکز
[0  100  220] زاویه اثر نیروهای متمرکز، درجه

جدول 2: مشخصات دیسک‌ها و نیروی وارد بر هر یک از آنها
Table 2. Properties of the unbalanced discs

Fig. 22. Validation of results

شکل 22: خط سیر تار خنثی در نقطه مرکزی محور
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به شکل زیر می‌باشند:
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