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تحلیل دینامیکی ضربه‌های غیرهم‌زمان سرعت پایین روی ورق چندلایه کامپوزیتی
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تحلیل  پژوهش،  این  در  است.  به سازه  بررسی ضربه‌های غیر هم‌زمان  برخورد،  پدیده  در  کاربردی  از مسائل  چکیده: یکی 
دینامیکی ضربه‌های سرعت پایین در زمان‌ها و محل‌های دلخواه روی ورق‌های چندلایه کامپوزیتی ارتوتروپ صورت گرفته 
است. ابتدا معادلات دینامیکی ورق با استفاده از اصل همیلتون و با فرض نظریه کلاسیک و تغییر شکل‌های کوچک و در نظر 
گرفتن قانون تماس هرتز در مدل‌سازی برخورد ضربه‌زننده با هدف به‌دست آمده است. در ادامه، حل دقیق مسأله با بسط میدان 
جابه‌جایی و بارگذاری به صورت توابع فوریه دوبعدی ارائه شده است. صحت‌سنجی نتایج به‌دست آمده در قیاس با مقالات به 
همراه تحلیل همگرایی پاسخ دینامیکی، نشان‌دهنده اعتبار آن‌هاست. نتایج به‌دست آمده حاکی از آن است که زمان و محل 
ضربه‌ها نقش مؤثری در برهم نهی امواج ایجاد شده و در نتیجه مقدار حداکثر نیروی تماس، کمینه و بیشینه جابه‌جایی عرضی 
ایجاد شده در سازه و همچنین مقدار انرژی جذب شده توسط آن را دارد. مدل‌سازی ضربه‌های غیرهم‌زمان سرعت پایین در 
آزمایش سقوط آزاد، یکی دیگر از نتایج قابل توجه به‌دست آمده در این پژوهش است که می‌تواند جایگزین آزمایش‌های متعدد 

شده و هزینه‌های آزمایش را کاهش دهد.
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مقدمه-11
که  هستند  کامپوزیتی  لایه‌های  از  ترکیبی  کامپوزیتی1  چندلایه‌های 
ترکیب لایه‌ها  دارند.  قرار  با یکدیگر  اتصال کامل  در  ماده  در هر لایه، دو 
قبیل سفتی  از  به خصوصی  باشد که خواص مکانیکی  به گونه‌ای  می‌تواند 
درون‌صفحه‌ای، سفتی خمشی، مقاومت شکست و ... را در سازه حاصل شاهد 
بود. نسبت مقاومت به وزن بالای این مواد سبب شده تا در بسیاری از صنایع 
نیز  عمومی  کاربرهای  حتی  و  دریایی  صنایع  هوافضا،  صنعت  خصوص  به 

کاربرد ویژه داشته باشند.
کاهش چشم‌گیر مقاومت این سازه‌ها حتی در ضربه‌های سرعت پایین 
سبب شده تا بررسی رفتار آن‌ها در چنین بارگذاری‌هایی حائز اهمیت باشد. 
تقسیم‌بندی‌های مختلفی در مبحث ضربه روی سازه‌های مکانیکی وجود دارد 
که با توجه به پارامترهایی نظیر سرعت و جرم ضربه‌زننده، تعداد ضربه‌زن‌ها 
و هم‌زمانی و متوالی بودن ضربه‌ها و ... صورت می‌پذیرد. از جمله مهم‌ترین 
آنها می‌توان به 1- ضربه سرعت پایین2 و سرعت بالا3 2- ضربه سبک وزن4 
و سنگین وزن5 3- تک ضربه6 و چند ضربه7 و 4- تک ضربه و ضربه‌های‌ 
1 Laminated composites
2 Low Velocity Impact
3 High Velocity Impact
4 Small mass impact
5 Large mass impact
6 Single Impact
7 Multiple Impacts
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صورت  به  ضربه‌ها  اصابت  امکان  ضربه،  چند  حالت  در  کرد.  اشاره  مکرر8 
هم‌زمان9 و یا غیرهم‌زمان )متوالی10( وجود دارد. یکی از مهم‌ترین و در عین 

حال واقعی‌ترین انواع ضربات، ضربات غیرهم‌زمان به سازه است.
این سازه‌ها صورت  پاسخ  تاکنون روش‌های نظریۀ مختلفی در تحلیل 
گرفته است. در یک تقسیم‌بندی کلی می‌توان به روش‌های لایه منفرد11، 
 .]1-4[ کرد  اشاره  الاستیسیته  روابط  مبنای  بر  حل  و  لایه‌ای12  روش‌های 
در کنار تحلیل رفتار ورق‌های کامپوزیتی به کمک نتایج آزمایش، از دیرباز 
پژوهش‌های گوناگونی مشتمل بر روش‌های تحلیلی و عددی در تعیین پاسخ 
دینامیکی آن‌ها به ضربه صورت پذیرفته است  ]9-5[. از آنجایی که پدیده 
با در  پیچیده و غیرخطی است، کیان و سوانسون ]10[  پدیده  برخورد یک 
و هدف  بین ضربه‌زننده  در فصل مشترک  تماس هرتز  نیروی  نظر گرفتن 
ورق‌های  دینامیکی  تحلیل  در  موجود  مختلف  روش‌های  دقت  مقایسه  به 
کامپوزیتی پرداختند. نتایج برای تک ضربه با دو روش ریلی- ریتز و تبدیل 
لاپلاس به‌دست آمد و با نتایج تجربی و اجزا محدود موجود مقایسه شد. در 

انتها، محدوده دقت پاسخ‌های به‌دست آمده گزارش شده است.
به  پرداختند.  ضربه  در  تماس  قانون  تخمین  به  پژوهش‌ها  از  گروهی 
عنوان نمونه، تان و سان ]11[ قانون نفوذ در حالت استاتیک را در تحلیل 

8 Repeated Impacts
9 Simultaneous impacts
10 Non-simultaneous (Sequential) impacts
11 Single layer theory
12 Layer-wise theory
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ضربه روی ورق‌های کامپوزیتی چندلایه خود به‌کار بردند.
پاسخ تحلیلی ضربه  از نظریۀ لایه‌ای  استفاده  با  نثیر و همکاران ]12[ 
سرعت پایین ورق‌های چندلایه کامپوزیتی را به کمک نتایج تحلیل مودال1 
محدود  اجزا  تحلیل  از  استفاده  با   ]13[ مدوری  و  نایک  آوردند.  به‌دست 
سه‌بعدی گذرا، اثر لایه‌چینی را در ضربه سرعت پایین روی کامپوزیت‌های 
کردند.  مقایسه  موجود  تجربی  نتایج  با  و  آوردند  به‌دست  پلیمری  ماتریس 
پایین روی ورق‌های  مطالعات قابل توجهی در زمینه تحلیل ضربه سرعت 
کامپوزیتی صورت گرفته ولی با عنایت به موضوع پژوهش حاضر، در ادامه به 
اختصار پژوهش‌های صورت گرفته در خصوص چند ضربه و ضربه‌های مکرر 

روی ورق‌های کامپوزیتی عنوان می‌شود.
از دیرباز تحقیقات تجربی متعددی در این زمینه انجام شده است. در این 
میان با توجه به اهمیت موضوع ایجاد خرابی و مقاومت باقیمانده چند‌لایه‌های 
کامپوزیتی در ضربات سرعت پایین، عده‌ای از محققین به بررسی این موضوع 
پرداختند ]14 ، 15[. شروع و گسترش خرابی در تک ضربه و ضربات مکرر 
توسط  بدون وصله  و  اپوکسی وصله‌دار2  کامپوزیتی شیشه-  روی ورق‌های 
هسوور و همکاران ]16[ بررسی شد. ایشان از روش التراسونیک سی- اسکن3 
برای این منظور استفاده کردند. یکی دیگر از مؤلفه‌های مهم مورد بررسی 
محققان  توسط  که  است  بارگذاری  این  در  خرابی  تجمع  مکرر،  در ضربات 
می‌توان  این دست  از  نمونه‌هایی  عنوان  به  است.  گرفته  قرار  بررسی  مورد 
به مقاومت به خرابی بیشتر در کامپوزیت‌های بافته‌شده سه‌بعدی نسبت به 
نمونه‌های دو بعدی ]17[ و لایه‌چینی متقارن کامپوزیت‌های زمینه پلیمری با 

الیاف کربن4 نسبت به سایر لایه‌چینی‌ها ]18[ اشاره کرد.
 ،  19[ جداگانه‌ای  پژوهش‌های  در  همکاران  و  بلینگاردی  آن  از  پس 
20[ شاخص خرابی جدیدی را برای خرابی تجمعی در ضربات مکرر روی 
ورق‌های ضخیم چندلایه معرفی کردند و نرخ رشد و حد خرابی تجمعی پایدار 

را اندازه‌گیری کردند.
مورینیر و همکاران ]21[ در پژوهشی میزان رشد خرابی را در ضربات 
سرعت پایین مکرر روی کامپوزیت‌های هیبریدی فلز- الیاف شیشه5 آزمایش 
و بررسی کردند. نتایج نشان داد که میزان سختی ورق با ضربه‌های متوالی 
تغییر کرده و لایه‌های شیشه- اپوکسی که مقاومت کششی بالا داشته باشند، 
این‌که  دارند، علی‌رغم  از سوراخ شدن  را قبل  توانایی تحمل چندین ضربه 
در حوالی ضربه‌ها رشد لایه ‌لایه‌شدگی مشاهده می‌شود. لایه‌های آلومینیوم 
می‌کنند.  جلوگیری  لایه ‌لایه‌شدگی  بیشتر  گسترش  و  ضربه‌زننده  نفوذ  از 
انرژی  نتایج نشان داد که در بین تمام مودهای خرابی، بیشترین  همچنین 

جذب شده در ورق مربوط به تغییر شکل کلی آن است.
در پژوهشی دیگر، یارمحمد توسکی ]22[ و همکاران در یک کار تجربی 

1 Modal analysis
2 Stitched
3 Ultrasonic C-scan
4 CFRP
5 GLARE

به بررسی اثر فاصله ضربه‌زننده‌ها در پاسخ ورق‌های چندلایه فلزی و میزان 
خرابی ایجاد شده و انرژی جذب شده در ضربه سرعت پایین در آن‌ها پرداختند. 
از مهم‌ترین نتایج گزارش شده توسط آن‌ها می‌توان به افزایش میزان تغییر 
شکل پلاستیک، کار سختی و میزان نفوذ با افزایش تعداد ضربات اشاره کرد.

در این میان اثر پارامترهایی نظیر ضخامت لایه‌ها و جنس رزین نیز روی 
ورق‌های چندلایه در ضربات مکرر تا زمان سوراخ شدن سازه بررسی شده 
است ]23، 24[. در پژوهش نخست، ارتباط حد انرژی و تعداد ضربات تا زمان 
سوراخ شدن سازه توسط معادله‌ای بیان شد. پژوهش دوم بیانگر نقش اساسی 
خمشی  مقاومت  تخمین  است.  مکرر  ضربات  به  سازه  پاسخ  در  رزین  نوع 
باقیمانده چندلایه‌های کامپوزیتی و تشخیص شروع و رشد لایه ‌لایه‌شدگی 
نیز اخیراً مورد بررسی قرار گرفته است ]25، 26[. اثر دما در ضربات مکرر 
از جمله دیگر موضوعاتی است که مورد توجه محققان قرار گرفته است. در 
کار  اثر  دیگر  برخی  در  و  پایین  دماهای  اثر  سازه  پژوهش‌ها  این  از  برخی 

سختی حرارتی بررسی شده است ]27-29[.
علی‌رغم مطالعات تجربی متعدد در مبحث چند ضربه و ضربات مکرر، 
پژوهش‌های نظریه محدودی در این خصوص روی سازه‌ها صورت گرفته و 
به همین علت در ادامه به تمامی آن‌ها اشاره می‌شود. حل معادلات دینامیکی 
ورق مستطیلی چندلایه در ضربات هم‌زمان با استفاده از نظریه کلاسیک و 
با روش ریلی- ریتز از نخستین پژوهش‌ها در این زمینه است. وو و همکاران 
معادلات ورق  در  تماس  نیروی  اثر  اعمال  به منظور  پژوهش  این  در   ]30[
ساتیامورتی  و  لم  کردند.  استفاده  مودها  برهم‌نهی  روش  و  گرین  توابع  از 
]31[ برخورد هم‌زمان چند جرم سبک وزن را با یک تیر چند‌لایه با در نظر 
گرفتن نظریه مرتبه بالای برشی برای جابه‌جایی تیر و استفاده از قانون هرتز 
به‌دست  رابطه لاگرانژ  از  استفاده  با  بهبود‌یافته مدل کردند. معادلات حاکم 
آمد و برای حل معادلات از چند جمله‌هایی برای تقریب توابع شکل استفاده 
الیاف  با  چندلایه  کامپوزیتی  ورق  دینامیکی  پاسخ  دیگر،  پژوهشی  در  شد. 
کومار  و  چاکرابورتی  توسط  پایین  چند ضربه سرعت  اثر  تحت  پلاستیکی6 
به‌دست آمد ]32[. روش حل معادلات، اجزا محدود بوده و حل در حوزه زمان 
با روش نیومارک صورت گرفته است. روابط ارائه شده با در نظر گرفتن جرم، 

سرعت، زمان و مکان برخورد دلخواه ارائه شده است.
ملک‌زاده و همکاران ]33[ به بررسی برخورد هم‌زمان چند ضربه‌زننده 
پایین  سرعت  ضربات  با  ساندویچی  مستطیلی  پانل  یک  روی  وزن  سبک 
پرداختند. در این تحقیق از نظریه مرتبه بالای سازه‌های ساندویچی و قانون 
تماس هرتز برای مدل‌سازی ضربه‌ها استفاده شد. مقایسه نتایج حل تحلیلی 
با نتایج عددی و تجربی نشان‌دهنده صحت مناسب فرض‌های به کار گرفته 
شده، بود. ویسی و خلیلی ]34[ به تحلیل تیر ساندویچی با هسته از جنس 
مواد هدفمند7 تحت ضربه عرضی چند جرم ضربه‌زننده به کمک مدل نظریه 
مرتبه بالا برای تیر مورد نظر پرداختند. تحلیل مورد نظر در ناحیه الاستیک 

6 FRP
7 FGM
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که  است  ذکر  به  است. لازم  گرفته شده  نظر  در  تیر ساده  تکیه‌گاه  و  بوده 
استفاده  فنر  و  جرم  آزادی  درجه  دو  مدل  از  برخورد،  مدل‌سازی  برای  آنها 
کردند. دامنپاک و همکاران ]35[ با استفاده از یک روش اجزا ‌محدود جدید 
پرداختند.  ساندویچی  تیر  یک  روی  هم‌زمان  ضربات  دینامیکی  تحلیل  به 
اثرگذاری  و  استخراج شده  اصل همیلتون  از  استفاده  با  دینامیکی  معادلات 
هر ضربه‌زننده به کمک مدل جرم و فنر یک درجه آزادی با سختی متغیر به 

سازه اعمال شد.
لی و همکاران ]36[ تحلیل چند ضربه سرعت پایین روی ورق چندلایه 
کامپوزیتی تقویت شده و تخمین خرابی ایجاد شده در آن را به کمک مدل 
نظریه  به کمک  خرابی  دادند. شروع  انجام  و روش لایه‌ای  پیش‌رو  خرابی 
هشین1 سه‌بعدی و اثر خرابی‌های تجمعی به روش مکانیک خرابی محیط‌های 
پیوسته2 تخمین زده شده‌اند. در پژوهشی دیگر، ضربات سرعت پایین مکرر 
روی تیر فولادی در دو شرایط دمایی )دمای محیط و دمای زیر صفر( مورد 
آزمایش و مدل‌سازی عددی قرار گرفته است. در مدل‌سازی عددی، روابط 
تنش کرنش از نتایج تست کشش و روابط کرنش سختی از مدل‌های موجود 
تجربی  نتایج  با  مدل  در  شده  پیش‌بینی  خرابی  و  شده  استفاده  مقالات  در 
غیرهم‌زمان/  ضربات  دینامیکی  تحلیل  ادامه،  در   .]37[ است  شده  مقایسه 
مکرر سرعت پایین روی تیر چندلایه کامپوزیتی با استفاده از نظریه مرتبه 
بالای برشی توسط کاوسی و همکاران ]38[ انجام شد. با استفاده از روابط 
لاگرانژ و روش ریتز پاسخ دینامیکی برای انواع شرایط مرزی به‌دست آمد. 
نتایج مختلف گزارش شده به اهمیت نقش زمان برخورد در پاسخ اشاره دارد. 
ملک‌زاده فرد و ویسی ]39[ تحلیل دینامیکی ضربات هم‌زمان سرعت پایین 
روی پوسته‌های ساندوچی انحنادار ضخیم با شرایط مرزی ساده و گیردار را با 
استفاده از نظریه مرتبه بالای بهبودیافته پوسته‌های ساندویچی ارائه کردند. 
در این تحلیل از دو مدل جرم و فنر بهبود یافته خطی و مدل کامل استفاده 
پارامترهای هندسی پوسته‌ها نظیر  با یکدیگر مقایسه شده‌اند.  نتایج  شده و 
نسبت طول به عرض و ضخامت هسته به پوسته‌ها از جمله موارد بررسی 

1 Hashin criteria
2 Continuum damage mechanics

شده در این تحقیق است.
سایر پژوهش‌های صورت گرفته در زمینه تحلیل استاتیک، دینامیک و 
ارتعاشات بوده که در اینجا به آن‌ها اشاره نشده است. با وجود تحقیقات متعدد 
در زمینه تحلیل تک ضربه و ضربات هم‌زمان، پژوهش‌های بسیار محدودی 
در  آن‌که  حال  است.  گرفته  صورت  غیرهم‌زمان  ضربات  تحلیل  زمینه  در 

واقعیت امکان برخورد ضربات غیرهم‌زمان به سازه بسیار بالاست.
در این پژوهش، تحلیل دینامیکی ضربه‌های غیرهم‌زمان سرعت پایین 
روی ورق چندلایه کامپوزیتی با نظریه کلاسیک و فرض قانون تماس هرتز 
اصل  از  استفاده  با  آمده  به‌دست  دینامیکی  معادلات  است.  گرفته  صورت 
همیلتون به کمک بسط فوریه برای شرایط تکیه‌گاهی ساده حل شده است. 
تمامی مؤلفه‌های ضربه شامل جرم، سرعت، زمان و مکان برخورد دلخواه 
بوده و پس از بررسی صحت نتایج و همگرایی پاسخ، مثال‌های متعددی با 
تأکید بر پارامترهای زمان و مکان برخورد ارائه شده است. در انتها، آزمایش 
سقوط آزاد نیز به عنوان یک مثال کاربردی در راستای کاهش هزینه‌های 
آزمایش، مدل‌سازی شده است. لازم به ذکر است روابط ارائه شده با فرض 

صرف‌نظر از ایجاد هرگونه خرابی در سازه ارائه شده‌اند.

تحلیل دینامیکی ضربه‌های سرعت پایین-22
‏ شکل 1 شماتیک ورق مستطیلی چندلایه کامپوزیتی را تحت ضربه‌های 
می‌دهد. مشخصات  نمایش  مختلف  زمان‌های  و  مکان‌ها  در  پایین  سرعت 
هندسی ورق شامل طول، عرض و ضخامت به ترتیب با b ، a و h نمایش 
اتصال  با یکدیگر  ارتوتروپ3 است که  K لایه  از  داده شده و ورق متشکل 
 z محور  و  دارد  قرار  میانی  در صفحه  مختصات  دستگاه  مبدأ  دارند.  کامل 
 m1 , m2 , ... ,( جرم  با  ضربه‌زننده   N کلی  حالت  در  است.  آن  بر  عمود 
 )t1 , t2 , ... , tN( در زمان‌ها )v1 , v2 , ... , vN( و سرعت‌های دلخواه )mN

و مکان‌های دلخواه ))x1 , y1) , (x2 , y2) , ... , (xN , yN(( به ورق برخورد 
می‌کنند.

3 Orthotropic layers

Fig. 1. Geometry and coordinate system of the laminated composite plate subjected to low- velocity impacts

شکل 1: هندسه و دستگاه مختصات ورق چندلایه کامپوزیتی در برخورد با ضربه‌های سرعت پایین
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بیان مسأله و فرضیات-22-22
از تغییر شکل برشی  با فرض صرف‌نظر  میدان جابه‌جایی حرکت ورق 
عرضی و اینرسی دورانی علاوه بر کرنش عمودی عرضی )نظریه کلاسیک( 

به صورت رابطه ذیل بیان می‌شود ]40[:
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که در آن، u و v جابه‌جایی‌های درون صفحه‌ای و w جابه‌جایی عرضی 
نقطه )x , y , z( در زمان t هستند. زیرنویس 0 نیز نمایانگر مقادیر متناظر 

جابه‌جایی‌های ذکر شده در صفحه میانی است.
میدان  نظر گرفتن  در  با  و  الاستیک  تغییر شکل‌های کوچک  با فرض 

جابه‌جایی )1(، رابطه کرنش- جابه‌جایی خطی عبارتست از:

{ }

{ } { } { }

{ }

0

0

0

0

0

0

0 0
0

0

0 0

1 0
( , , )( , , , )

( , , , ) 0 1 ( , , )
( , , , ) ( , , )

0 0 1

;

( , , )

( , , )

( , , ) ( , , )

xx

yy

xy

z
x u x y tu x y z t

U v x y z t z v x y t
y

w x y z t w x y t

z

u x y t
x

v x y t
y

u x y t v x y t
y x

ε ε κ

ε
ε ε

γ

∂ − ∂     
∂    = = −    ∂       

 
  

= +

 ∂
∂ 

∂ = =   ∂ 
  ∂ ∂

+
∂ ∂

{ }

{ } { }

2
0

2

2
0

2

2
0

11 12 16

12 22 26

16 26 66

;

( , , )

( , , )

( , , )2

xx

yy

xy

k k k

xx
k k k

yyk
k k k

xy k

w x y t
x

w x y t
y

w x y t
x y

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

κ
κ κ

κ

σ
σ σ ε

τ


 
 
 


 
 
 
 
 ∂
− 

∂  
 ∂   = = −   ∂   

   ∂
− 

∂ ∂  

       = =         

(()

{ }

{ } { } { }

{ }

0

0

0

0

0

0

0 0
0

0

0 0

1 0
( , , )( , , , )

( , , , ) 0 1 ( , , )
( , , , ) ( , , )

0 0 1

;

( , , )

( , , )

( , , ) ( , , )

xx

yy

xy

z
x u x y tu x y z t

U v x y z t z v x y t
y

w x y z t w x y t

z

u x y t
x

v x y t
y

u x y t v x y t
y x

ε ε κ

ε
ε ε

γ

∂ − ∂     
∂    = = −    ∂       

 
  

= +

 ∂
∂ 

∂ = =   ∂ 
  ∂ ∂

+
∂ ∂

{ }

{ } { }

2
0

2

2
0

2

2
0

11 12 16

12 22 26

16 26 66

;

( , , )

( , , )

( , , )2

xx

yy

xy

k k k

xx
k k k

yyk
k k k

xy k

w x y t
x

w x y t
y

w x y t
x y

Q Q Q

Q Q Q

Q Q Q

κ
κ κ

κ

σ
σ σ ε

τ


 
 
 


 
 
 
 
 ∂
− 

∂  
 ∂   = = −   ∂   

   ∂
− 

∂ ∂  

       = =         

انحناهای   }κ{ و  میانی  کرنش‌های صفحه  بردار   }ε0{ رابطه،  این  در 
ترتیب کرنش‌های طولی و پیچشی درون  به   γxy و   εyy ، εxx متناظر است. 
و  خمشی  انحناهای  ترتیب  به   κxy و   κyy ، κxx و  میانی  صفحه  صفحه‌ای 

پیچشی است.
روابط تنش- کرنش برای تک لایه ارتوتروپ به صورت زیر خواهد بود:
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که در آن، σyy ، σxx و τxy تنش‌های عمودی و برشی درون صفحه‌ای در 
Qij معرف سختی‌های کاهش یافته انتقال یافته 

k ; i,j=1,2,6 ام و k زیرلایه
به صورت روابط )4( است.
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در این رابطه، θk ، زاویه الیاف نسبت به محور x در هر زیرلایه بوده و 
نمایش   Qij

k با  اساسی  در دستگاه مختصات  زیرلایه‌ها  الاستیک  ثابت‌های 
v21 نیز ثابت‌های الاستیک زیرلایه 

k و v12
k ، G12

k ، E2
k ، E1

k .داده شده‌اند
kام است ]41[.

با بیان ارتباط بین میدان تنش و منتجه‌های تنش به صورت روابط )5(، 
در نهایت رابطه بین منتجه‌های تنش و میدان کرنش به صورت رابطه )6( 

ارائه می‌شود.
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صفحه میانی است.
رابطه  براساس  ورق  و  ضربه‌زننده‌ها  بین  تماس  نیروی  مدل‌سازی 
هرتز و به صورت نیروی متمرکز و با صرف‌نظر از تغییر شکل و ارتعاشات 
ضربه‌زننده‌ها صورت گرفته است )رابطه )Fi .))7 نیروی تماس، Ki سختی 

تماس در محل ضربه و αi میزان نفوذ ضربه‌زننده i ام است ]40[.
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ترتیب ضریب پواسون، مدول الاستیسیته عرضی )در راستای ضخامت ورق( 
و جابه‌جایی عرضی ورق در محل تماس )xi , yi( است.

معادلات حرکت و روش حل-22-22
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همیلتون به‌دست می‌آید ]40[:
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کامپوزیتی متقارنI2=0 , Bij=0( 1(، جابه‌جایی‌های عرضی از جابه‌جایی‌های 
زیر  به شکل  ورق  معادلات حرکت عرضی  و  مستقل شده  درون‌صفحه‌ای 
درمی‌آید. برای حل مسأله، نیاز است تا معادلات حرکت ضربه‌زننده‌ها نیز به 

معادلات دینامیکی ورق افزوده شود.
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برای  فوریه  بسط  ترتیب ضرایب  به   Qmn(t( و   Wmn(t( روابط،  این  در 
میدان‌های جابه‌جایی و بارگذاری است و m و n نیز تعداد جملات سری را 
بیان  تعیین می‌کنند. برای مسأله فوق، مقدار )Qmn(t به شکل رابطه )16( 
بر  با قراردادن روابط )15( در معادلات )13(، معادلات دیفرانسیل  می‌شود. 
حسب زمان به‌دست آمده که به روش عددی رانگ- کوتا5 حل شده است. 
روابط روش رانگ- کوتا برای مسأله مقدار اولیه )y=f (t , y با شرایط اولیه  

1 Symmetric laminates
2 Heaviside unit function
3 Navier solution
4 Cross ply
5 Runge–Kutta numerical method
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 Δt هستند و tn+1 و tn به ترتیب مقادیر بردارها در زمان‌های yn+1 و yn

گام زمانی است. خطای برشی محلی این روش از مرتبه )O(Δt5 و خطای 
تجمعی کلی آن )O(Δt4 است.

با تغییر در روابط )13(، معادلات دینامیکی ارائه شده در این بخش قابلیت 
مدل‌سازی ضربات سقوط آزاد6 را نیز دارند. در این حالت تغییر در معادلات 
دینامیکی ورق در حضور گرانش را می‌توان با در نظر گرفتن نیروی گرانش 
به صورت یک نیروی گسترده با جهت ثابت علاوه بر نیروی برخورد، اعمال 
روابط  نتایج  نمونه‌ عددی  است.   9/81m/s2 برابر  و  گرانش  g شتاب  نمود. 

مذکور در آخرین مثال بخش 3 ارائه شده است.
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ارائه نتايج و بحث بر روي آن‌ها-33
به منظور بررسی کمی روابط ارائه شده در بخش قبل، در قالب چندین 
روی  پایین  دینامیکی ضربه‌های سرعت  پاسخ  در  مختلف  عوامل  اثر  مثال 
ورق‌های چندلایه کامپوزیتی ارتوتروپ بررسی شده است. مثال‌ها با تأکید بر 
موضوع پژوهش و در ضربات غیرهم‌زمان ارائه شده است، اگرچه روابط ارائه 
شده قابلیت ارائه پاسخ دینامیکی در برخورد با ضربات هم‌زمان را نیز دارند. 
در گام اول، اعتبارسنجی نتایج به کمک نمونه‌های مرتبط انجام شده در سایر 
پژوهش‌ها صورت گرفته است. پس از بررسی همگرایی پاسخ دینامیکی در 
در  برخورد  زمان  و  مکان  نظیر  مهمی  مؤلفه‌های  اثر  غیرهم‌زمان،  ضربات 
نمودارهای نیرو، جابه‌جایی عرضی/ سرعت ورق و ضربه‌زننده‌)ها( و میزان 
مدل‌سازی  است.  گرفته  قرار  تحلیل  مورد  ورق  توسط  شده  جذب  انرژی 
ضربات آزمایش سقوط آزاد نیز به عنوان یک مثال عینی در انتها ارائه شده 
است. لازم به ذکر است در نظر گرفتن خواص یکسان برای ضربه‌زننده‌ها 

6 Drop test

.
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در مثال‌های 1 تا 4، به دلیل بررسی اثر یک مؤلفه مستقل در هر مثال است 
و از عمومی بودن روابطه ارائه شده در بخش 2-2 نخواهد کاست. خواص 
مکانیکی ضربه‌زننده‌ها و ورق به تفکیک هر مثال در ‏جدول 1 ذکر شده است. 
شرایط مرزی نیز برای تمامی مثال‌ها از نوع تکیه‌گاه ساده است. نکته قابل 
ذکر دیگر، فرض عدم ایجاد هر نوع خرابی )اعم از نفوذ دائم( در سازه است 
که در تمامی مثال‌های ارائه شده به آن اشاره شده است. با توجه به گام زمانی 
0/1μs برای تمامی مثال‌ها، خطای محلی و تجمعی روش عددی به ترتیب از 

مرتبه 5μs-10 و 4μs-10 خواهد بود.

صحت‌سنجی پاسخ دینامیکی ورق چندلایه کامپوزیتی به دو ضربه -33-33
غیر هم‌زمان )مثال 1(

به منظور صحت‌سنجی نتایج به‌دست آمده، پاسخ دینامیکی ورق مستطیلی 
و   200×200×2/69mm ابعاد  با   T300/934 اپوکسی  گرافیت  جنس  از 
لایه‌چینی aaaaaaaaaa  به ضربه‌های غیرهم‌زمان توسط یک ضربه‌زننده 
مکانیکی  است. خواص  مقایسه شده  مقالات  سایر  نتایج  با  فولادی کروی 
ورق چندلایه و ضربه‌زننده در ردیف‌های 1 و 4 ‏جدول 1 ذکر شده؛ جرم، 
شعاع و سرعت به ترتیب برابر 3000mm/s ، 6/35mm ، 8/537g- بوده 
 8/394×108N/m2 و ضربه‌ها در مرکز ورق برخورد می‌کنند. سختی تماس

فرض شده است.
همانطور که از‏ شکل 2 مشاهده می‌شود، نتایج به‌دست آمده در پژوهش 
حاضر )با نظریه کلاسیک( بسیار نزدیک به مقادیر گزارش شده در مراجع 
در حدود 8/3  را  تماس  نیروی  ارائه شده، حداکثر  روابط  ]8، 43[ می‌باشد. 
درصد بیشتر و جابه‌جایی عرضی مرکز ورق را در حدود 10 درصد )به صورت 
میانگین( نسبت به حل اجزا ‌محدود لایه‌ای1 با نظریه الاستیسیته سه‌بعدی 
]43[ کمتر تخمین زده است. علت این مطلب را می‌توان با توجه به صلبیت 
اول  مرتبه  نظریه‌های  به  نسبت  نظریه کلاسیک  با  تحلیل  در  سازه  بیشتر 

برشی ]8[ و الاستیسیته سه‌بعدی ]43[ تفسیر نمود.
قابل ذکر است که با توجه بزرگتر بودن نسبت طول و یا عرض ورق به 
ضخامت آن )a/h( از عدد 50، فرض نظریه کلاسیک دقت قابل قبولی را در 

1 Layerwise FEM

نتایج ارائه نموده است ]44[ و همچنین به دلیل حجم بسیار کمتر محاسبات 
در نظریه کلاسیک نسبت به نظریه‌های هر دو مرجع فوق، استفاده از این 

نظریه منطقی است.

دو -33-33 به  کامپوزیتی  چندلایه  ورق  دینامیکی  پاسخ  همگرایی  بررسی 
ضربه غیر هم‌زمان )مثال 2(

پس از صحت‌سنجی نتایج به‌دست آمده، در این مثال همگرایی پاسخ 
 aaaaaaaaaa دینامیکی ورق مستطیلی 16 لایه کامپوزیتی با لایه‌چینی
از جنس گرافیت اپوکسی T300/934 به دو ضربه غیرهم‌زمان با تغییر تعداد 
 200×200×2/54mm بررسی شده است. ابعاد ورق n و m جملات تقریب

[0/90/0/90/0]s

Fig. 2. Verification of the obtained Results with those of refs [8, 43]:
a) Contact force history and b) displacement of plate center

شکل 2: صحت‌سنجی نتایج به‌دست آمده با نتایج مراجع ]8، 43[:
a( تغییرات نیروی تماس و b( جابه‌جایی مرکز ورق

مرجع شماره مثال
tply

(mm)
ρ

(kg/m3) v23 v12=v13
G23

(GPa)
G12=G13
(GPa)

E22=E33
(GPa)

E11
(GPa) ماده

[43] 1 - 7960 0/3 0/3 80/8 80/8 210 210 St

[32] 2، 3 و 4 - 2700 0/3 0/3 27 27 71 71 Al

[46] 5 - 7850 0/3 0/3 79 79 206 206 St

[43] 1 0/269 1580 0/3 0/3 5/5 5/5 7/9 120 T300/934

[32] 2، 3 و 4 0/15875 1535/68 0/3 0/3 5/68845 5/68845 9/99 145/4 T300/934

[46] 5 0/127 1560 0/5 0/3 3/7 5/9 9/7 132 AS4/3501-6

جدول 1: خواص مکانیکی ورق‌های چندلایه و ضربه‌زننده‌ها
Table 1. Material properties of the laminated plates and impactors

[0/90/90/0]2s
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می‌باشد و ضربات توسط دو ضربه‌زننده یکسان آلومینیومی با جرم، شعاع و 
وارد  سازه  به   -2500mm/s  ،  6/35mm  ،  2/8958g ترتیب(  )به  سرعت 

می‌شود.
و   )150  ,  100(mm و   )50  ,  100(mm برخورد  نقاط  مختصات 
مکانیکی  خواص  است.   t2=100μs و   t1=0μs آن‌ها  متناظر  زمان‌های 
به ترتیب در ردیف‌های 2 و 5 ‏جدول 1 ذکر شده‌اند.  ورق و ضربه‌زننده‌ها 
با نظریه  از نوع سبک وزن بوده )Mi /mp=0/0186( و فرض حل  ضربات 
دائم                                              نفوذ  حد  به  توجه  با   .]44[ است  برقرار  نیز   )a/h ≥ 50( کلاسیک 
)αcr= 8/0265×10-2mm ]32[( در چندلایه کامپوزیتی فوق، انرژی ورودی 
از ایجاد خرابی )Umax=21/8mJ( در  انرژی پیش  به سازه کمتر از حداکثر 
نظر گرفته شده است. لازم به ذکر است که حد نفوذ دائم، تابع خواص مواد 

و ضخامت چندلایه است ]40[.
همگرایی  برای   )n=m( جملات  تعداد  حداقل   4 و   3 شکل  مطابق‏ 
نمودارهای نیرو، جابه‌جایی عرضی ورق و سرعت ضربه‌زننده‌ها و ورق، مقدار 
در  اندک(  )هرچند  ورق  تغییر شکل  دیگر، وجود  ذکر  قابل  نکته  است.   20
محل ضربه‌زننده دوم و در زمان t2=100μs به دلیل ضربه اول در مختصات  
نتایج  mm)100 , 50( است )‏ شکل d( 3((. لازم به ذکر است که تمامی 

به‌دست آمده در مثال‌های آتی با رعایت همگرایی گزارش شده‌اند. همچنین، 
 t2=100μs تا زمان )d( 4 صفر بودن سرعت ضربه‌زننده دوم در نمودار‏ شکل
به معنای عدم اعمال ضربه دوم قبل از این زمان در معادلات حرکت ورق 

است.

ورق -33-33 دینامیکی  پاسخ  در  ضربه‌زننده‌ها  مکانی  فاصله  اثر  بررسی 
چندلایه کامپوزیتی به دو ضربه غیر هم‌زمان )مثال 3(

بر  ضربات  موج  اثرگذاری  میزان  در  که  عواملی  مهم‌ترین  از  یکی 
همین  برای  است.  ضربه‌زننده‌ها  بین  مکانی  فاصله  است،  مؤثر  یکدیگر 
منظور دو ضربه غیرهم‌زمان با فاصله زمانی t1=0 , t2=175μs) 175μs( در 
مختصات )x1 , y1( و )x2 , y2( به ورق مستطیلی چندلایه کامپوزیتی با ابعاد 

2/54mm×150×150  اصابت می‌کنند.

این  با  است،  شده  انتخاب   2 مثال  مانند  ضربه‌زننده‌ها  و  ورق  خواص 
تفاوت که جرم و سرعت ضربه‌زننده‌ها 5 گرم و 2000mm/s- است. در این 
نظر گرفته  در  یکدیگر  از  فاصله دو ضربه‌زننده  تغییر  برای  دو حالت  مثال، 
شده است. در حالت اول، فاصله مکانی دو ضربه‌زننده روی مسیر y=b/2 و 
مختصه x طبق x1=d , x2=d-a تغییر می‌کند. در حالت دوم مسیر نزدیک 
مشابه   x مؤلفه  تغییرات  و  بوده   y=x خط  یکدیگر،  به  ضربه‌زننده‌ها  شدن 
d فاصله  این دو حالت در‏ شکل 5 ترسیم شده است.  قبل است. شماتیک 
ضربه‌زننده‌ها از تکیه‌گاه ساده و مقادیر 15، 30، 45، 60 و 75 میلی‌متر برای 
آن در نظر گرفته شده است. در واقع برای هر دو حالت، فاصله ضربه‌زننده‌ها 
از تکیه‌گاه یکسان است و با توجه به جرم و سرعت یکسان آن‌ها، تنها مؤلفه 

تاثیرگذار، فاصله مکانی آن‌ها در ضربات غیرهم‌زمان است.
بوده                 وزن  سبک  نوع  از  ضربات   ،2 مثال  مشابه  نیز  مثال  این  در 
با نظریه کلاسیک )a/h ≥ 50( نیز برقرار  )Mi /mp=0/057( و فرض حل 
است. با توجه به عدم تغییر خواص مکانیکی و ضخامت ورق، حد نفوذ دائم 
و حداکثر انرژی ورودی به سازه مشابه مثال 2 بوده و خرابی در سازه ایجاد 

نمی‌شود ]40[.

Fig. 3. Convergence of contact force and transverse displacement of the plate at the impact locations under two asynchronous impacts

شکل 3: همگرایی نیروی تماس و جابه‌جایی عرضی ورق در محل‌های برخورد در دو ضربه غیرهم‌زمان
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نیروهای  حداکثر  در  غیرهم‌زمان  ضربه  دو  بین  مکانی  فاصله  اثر 
برخورد                محل‌های  در  ورق  عرضی  جابه‌جایی  حداکثر   ،)max F1,2( تماس 
)max w1,2(، حداکثر جابه‌جایی عرضی کل ورق )max w( و سرعت برگشت 
ضربه‌زننده‌ها )max vb1,b2( در حالت اول در ‏جدول 2 خلاصه شده است. به 
دلیل نوسانی بودن حرکت ورق، مقادیر حداکثر جابه‌جایی عرضی دارای تغییر 
علامت است و از نظر قدر مطلق بیشینه مقدار می‌باشند. به منظور بررسی 
اثر ضربه دوم، نتایج حالت تک ضربه در محل ضربه‌زننده اول نیز در جدول 
از  فاصله  افزایش  با  است. همانطور که مشاهده می‌شود،  ارائه شده  مذکور 
تکیه‌گاه )d(، حداکثر نیروی تماس در حالت تک ضربه روند نوسانی دارد. در 
حالی‌که همانطور که انتظار می‌رود، جابه‌جایی محل ضربه به صورت پیوسته 
در حال افزایش است )افزایش ‌‌51/2 درصدی با افزایش فاصله از 15 به 30 
از تکیه‌گاه کاسته  افزایش فاصله  با  افزایش  این  از میزان  اگرچه  میلی‌متر(؛ 

می‌شود.

برگشت  سرعت  و  عرضی  جابه‌جایی  نیرو،  حداکثر  مقادیر  مقایسه 
از  ضربه‌زننده  مختلف  فواصل  برای  ضربه  تک  حالت  در  ضربه‌زننده 
غیرهم‌زمان(،  ضربه  دو  )در  اول  ضربه  محل  در  متناظر  مقادیر  و  تکیه‌گاه 
حاکی از آن است که علی‌رغم حداکثر نیروی یکسان در دو حالت، مقادیر 
حالت                                     در  جز  )به  ضربه‌زننده  برگشت  سرعت  و  عرضی  جابه‌جایی  حداکثر 
از  d=15 mm و d=45 mm( متفاوت است. علت این مطلب را می‌توان 

مقایسه‏ شکل 6 با‏ شکل 7 و سرعت حرکت موج عرضی )Cf( دریافت.
و               d=30  mm حالت‌های  در  تنها   6 شکل  نمودارهای‏  به  توجه  با 
d=75 mm به هنگام برخورد ضربه دوم، ضربه‌زننده اول در تماس با ورق 

است؛ در نتیجه در این حالت‌ها موج ناشی از ضربه دوم به محل ضربه اول 
به حالت تک  اولی نسبت  تغییر سرعت برگشت ضربه‌زننده  رسیده و سبب 
شکل     نمودار‏  از  شد.  خواهد   )a(  7 نمودار  در  تماس  نیروی  ایجاد  و  ضربه 
a(7( نیز می‌توان استنباط نمود که در حالت d=60 mm موج ناشی از ضربه 

Fig. 4. Convergence of transverse velocities of the plate and impactors at the impact locations under two asynchronous impacts

شکل 4: همگرایی سرعت عرضی ورق و ضربه‌زننده‌ها در محل‌های برخورد در دو ضربه غیرهم‌زمان

Fig. 5. Schematics of asynchronous impacts on laminated composite plate in two paths: a) y=b/2 and b) y=x

  y=x (b و  y=b/2 (a :شکل 5: شماتیک ضربه‌های غیر هم‌زمان روی ورق چندلایه کامپوزیتی در دو مسیر
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دوم باعث برخورد مجدد ورق به ضربه‌زننده در حال فاصله گرفتن است و 
منجر به تغییر سرعت برگشت آن نسبت به حالت تک ضربه و ایجاد قله در 

نیروی تماس می‌شود.
براساس رابطه ارائه شده در مرجع ]45[، سرعت انتشار موج عرضی برای 
ورق چندلایه کامپوزیتی فوق 106mm/s×2/9592  به‌دست می‌آید؛ در نتیجه 
برای 5 حالت فاصله بین دو ضربه‌زننده، مدت زمان لازم برای اثرگذاری موج 
 10/1μs ، 20/3μs ، 30/4μs ، 40/6μs ضربه دوم روی ضربه اول به ترتیب
و 0μs محاسبه می‌شود. با تکیه بر این زمان‌ها می‌توان اثرگذاری بر مقادیر 
حداکثر نیرو، جابه‌جایی عرضی و سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها را تفسیر نمود.

بیشترین زمان لازم جهت رسیدن موج ضربه‌زننده اولی در محل ضربه 

دوم مربوط به d=15 mm و برابر 40/6μs است و به همین جهت، تمامی 
مقادیر ذکر شده در ‏جدول 2 برای ضربه دوم متفاوت با مقادیر متناظر در تک 
ضربه است و مفهوم آن برهم نهی موج ضربه اول بر روی ضربه دوم است.

افزایش و یا کاهش مقادیر ضربه دوم نسبت به ضربه اول تابع وضعیت 
ورق در حال نوسان و به معنی دقیق‌تر برهم‌نهی سازنده یا ویرانگر دو موج 
حاصله است و نوع این برهم نهی را سرعت انتشار موج و مشخصات موج 

ایجاد شده تعیین می‌کند.
به ازای تمامی فواصل بین ضربه‌ها، حداکثر نیروی ضربه دوم بزرگتر از 
حالت تک ضربه )با بیشینه و کمینه اختلاف 47/9 درصد و 8 درصد به ترتیب 
جابه‌جایی  حداکثر  مقادیر  آمد.  به‌دست   )d=45  mm و   d=15  mm برای 
تک  حالت  از  بزرگتر  غیرهم‌زمان  دو ضربه  حالت  در  نیز  ورق  کل  عرضی 
ضربه بوده و درصد اختلاف آن‌ها با افزایش فاصله ضربه‌زننده‌ها از تکیه‌گاه 
روند کاهشی و سپس افزایشی دارد. بیشینه این اختلاف 63/8 درصد برای         

d=75 mm و کمینه آن 46/1 درصد در حالت d=30 mm است.

از آنجایی که سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها در ضربات غیرهم‌زمان نسبت 
به سرعت برگشت در حالت تک ضربه )به جز حالت d=15 mm برای ضربه 
دوم( همواره بزرگتر از یک است، می‌توان نتیجه گرفت میزان انرژی جذب 
شده توسط ورق در هر کدام از ضربات اول و دوم کمتر از حالت تک ضربه 
است. علت این امر، جذب انرژی توسط ضربه‌زننده در برخورد با ورق در حال 
انرژی جذب  مجموع  اگرچه  است.  غیرهم‌زمان(  حالت ضربات  )در  ارتعاش 

شده در حالت ضربات غیرهم‌زمان بیشتر از حالت تک ضربه است.
بررسی اثر فاصله مکانی ضربه‌زننده‌ها در یک محیط دوبعدی مانند ورق 
نیازمند بررسی این پارامتر در مسیرهای مختلف است. از آنجایی که بی‌نهایت 
مسیر وجود دارد در این مثال، تنها یک مسیر دیگر )y=x( انتخاب شده است؛ 
گرچه به علت تقارن هندسی و بارگذاری، می‌توان ادعا نمود مجموعاً چهار 
مسیر )دو مسیر دیگر بر دو مسیر قبلی عمود هستند( در این مثال پوشش 

داده شده است.
نتایج برای این مسیر در ‏جدول 3 ارائه شده است. ابتدا وجه تشابه نتایج 
مسیر دوم با نتایج مسیر اول ذکر می‌شود: 1- با افزایش فاصله از تکیه‌گاه، 
حداکثر   -2 دارد  نوسانی  رفتار  ضربه  تک  حالت  در  تماس  نیروی  حداکثر 
مقادیر  برابر  غیرهم‌زمان(  دو ضربه  حالت  )در  اول  در ضربه  تماس  نیروی 
تک ضربه است 3- با افزایش پارامتر d درصد اختلاف حداکثر نیروی تماس 
ضربه دوم و تک ضربه ابتدا کاهش و سپس افزایش می‌یابد؛ با این تفاوت که 
 d=30 mm کمترین و بیشترین مقدار این اختلاف مربوط به y=x در مسیر
و d=75 mm است 4- حداکثر جابه‌جایی عرضی محل ضربه و کل ورق 
در حالت تک ضربه با افزایش فاصله از تکیه‌گاه پیوسته روند افزایشی دارد 
و درصد افزایش آن با افزایش d کاهش می‌یابد؛ با این تفاوت که در مسیر 
y=x تغییرات تدریجی‌تر از مسیر y=b/2 است 5- حداکثر جابه‌جایی عرضی 

در حالت دو ضربه با افزایش فاصله از تکیه‌گاه روند افزایشی دارد.
6- سرعت برگشت ضربه‌زننده در ضربات اول و دوم بزرگتر از حالت تک 

Fig. 7. Contact force time history for two asynchronous impacts with 
time interval 175μs versus distance from the supports (d); a) 1st impac-

tor and b) 2nd impactor

شکل 7: منحنی تغییرات نیروهای تماس در حالت دو ضربه غیرهم‌زمان با 
فاصله زمانی 175μs برحسب فاصله از تکیه‌گاه )d(؛ a( ضربه‌زننده اول و 

b( ضربه‌زننده دوم

Fig. 6. Contact force time history for single impact at (x1 = d , y = b/2) 
versus distance from the supports (d)

شکل 6: منحنی تغییرات نیروی تماس در حالت تک ضربه در
)d( با تغییر فاصله از تکیه‌گاه )x1=d , y=b/2(
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 )d=15 mm ضربه بوده و نسبت سرعت برگشت ضربه دوم به اول )به جز
همواره بزرگتر از یک است.

از: 1- حداکثر نیروی  با مسیر اول نیز عبارتند  نتایج مسیر دوم  تفاوت 
حالت تک ضربه به جز در d=45 mm در مسیر دوم بزرگتر از مسیر اول 
است 2- این روند برای حداکثر نیروی ضربه دوم )در دو ضربه غیرهم‌زمان( 
معکوس است 3- مقادیر بیشینه جابه‌جایی عرضی ورق در حالت تک ضربه 
برای   ،d=45 mm در  اول  در محل ضربه  به جز  و دو ضربه غیرهم‌زمان 
مسیر اول بزرگتر از مسیر دوم است 4- سرعت برگشت حالت تک ضربه و 
ضربه اول )به جز در d=60 mm( برای مسیر دوم بیشتر از مسیر اول است و 
سرعت برگشت ضربه دوم نیز برای فواصل d کوچک از روند فوق برخوردار 
معکوس  روند  این   )d ≤  45  mm( ورق  مرکز  به  نزدیک شدن  با  و  است 
شده تا در نهایت در مرکز ورق اختلاف به صفر برسد. از آنجایی که فاصله 
ضربه‌زننده‌ها از تکیه‌گاه‌ها در مسیر y=x کمتر از مسیر y=b/2 است، مقادیر 
جابه‌جایی‌های عرضی کمتر است. باید توجه نمود که فاصله ضربه‌زننده‌ها از 
یکدیگر در مسیر دوم 2√ برابر مسیر اول است و درنتیجه تأخیر در برهم‌نهی 

امواج منجر به تفاوت‌های مذکور شده است.

ورق -33-33 دینامیکی  پاسخ  در  ضربه‌زننده‌ها  زمانی  فاصله  اثر  بررسی 
چندلایه کامپوزیتی به دو ضربه غیر هم‌زمان )مثال 4(

فاصله زمانی بین برخوردهای وارد شده به یک سازه در کنار عامل فاصله 
مکانی، از پارامترهای تأثیرگذار در پاسخ دینامیکی سازه است. در همین راستا 
اثر فاصله زمانی در مثالی دیگر به صورت اختصاصی مورد پژوهش قرار گرفته 
است. خواص مکانیکی و هندسی ورق چندلایه کامپوزیتی و ضربه‌زننده‌ها 
انتخاب شده‌اند. ضربه اول در لحظه شروع حل در  کاملًا مشابه با مثال 3 
مختصات  در  و   t2(μs( زمان  در  بعدی  ضربه  و   )30  ,  75(mm مختصات 

mm)75 , 120( به ورق برخورد می‌کند.

مقادیر انتخاب شده برای زمان ضربه دوم براساس نمودار تک ضربه در 
مختصات mm)75 , 30( بوده و بیانگر ضربه هم‌زمان )0μs(، زمان حداکثر 
عرضی  جابه‌جایی  شدن  حداکثر  اولین  زمان   ،)34μs( تماس  نیروی  شدن 
ورق )140μs(، لحظه قطع تماس )232μs( و سه زمان دلخواه قبل و پس از 

جدایش ضربه‌زننده اول از ورق )175μs ، 15μs و 300μs( است.
سرعت انتشار موج عرضی در ورق چندلایه کامپوزیتی، مشابه مثال قبل 
بنابراین مدت زمان لازم جهت رسیدن  و برابر 106mm/s×2/9592 است؛ 

دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه y=b/2

vb2
(mm/s)

vb1
(mm/s)

vb1
(mm/s)

Max w
(mm)

Max w2
(mm)

Max w1
(mm)

Max w
(mm)

Max w1
(mm)

Max F2
(N)

Max F1
(N)

Max F1
(N)

d
(mm)

703/692 814/732 814/732 0/1648 0/0965 -0/0751 0/1033 0/0626 254/383 172/028 172/028 15
1017/817 645/091 644/178 -0/2051 0/1728 -0/1504 0/1404 0/1283 202/941 183/007 183/007 30
680/838 216/448 216/448 0/2508 0/2447 -0/2145 0/1698 -0/1547 196/697 182/112 182/112 45
1699/688 302/940 202/913 -0/2704 -0/2648 -0/2666 0/1768 -0/1733 241/919 182/249 182/249 60
1474/717 1067/613 372/254 -0/2959 -0/2964 -0/2964 -0/1807 -0/1810 268/207 182/212 182/212 75

جدول 2: اثر فاصله مکانی بین دو ضربه غیرهم‌زمان در حداکثر نیروهای تماس، جابه‌جایی عرضی ورق در محل‌های برخورد، جابه‌جایی عرضی کل ورق و 
)y=b/2 , t2=175μs سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها )حالت

Table 2. Effect of distance between two asynchronous impacts on maximum contact forces, transverse displacement of impact locations, transverse 
displacement of the plate and residual velocity of impactors (Case t2 = 175μs , y = b/2)

دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه دو ضربه غیرهم زمان تک ضربه y=x

vb2
(mm/s)

vb1
(mm/s)

vb1
(mm/s)

Max w
(mm)

Max w2
(mm)

Max w1
(mm)

Max w
(mm)

Max w1
(mm)

Max F2
(N)

Max F1
(N)

Max F1
(N)

d
(mm)

1195/423 1250/477 1250/477 0/0859 -0/0554 -0/0534 -0/0616 -0/0534 194/110 178/726 178/726 15
1164/531 720/960 720/960 0/1795 0/1413 -0/1220 -0/1102 -0/0884 164/144 184/066 184/066 30
304/029 280/243 245/672 0/2372 0/2258 -0/2205 -0/1516 0/1419 202/439 181/949 181/949 45
1198/481 302/505 302/505 -0/2629 -0/2615 -0/2469 0/1721 -0/1606 228/943 182/279 182/279 60
1474/717 1067/613 372/254 -0/2959 -0/2964 -0/2964 -0/1807 -0/1810 268/207 182/212 182/212 75

جدول 3: اثر فاصله مکانی بین دو ضربه غیرهم‌زمان در حداکثر نیروهای تماس، جابه‌جایی عرضی ورق در محل‌های برخورد، جابه‌جایی عرضی کل ورق و 
)y=x , t2=175μs سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها )حالت

Table 3. Effect of distance between two asynchronous impacts on maximum contact forces, transverse displacement of impact locations, transverse 
displacement of the plate and residual velocity of impactors (Case t2 = 175μs , y = x)
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موج ضربه دوم به محل ضربه اول 30/4μs به‌دست می‌آید. از آنجایی که 
حداکثر نیروی تماس در حالت تک ضربه در لحظه 34μs رخ می‌دهد، موج 
تنش ضربه‌زننده‌ها در حالت دو ضربه هم‌زمان روی نیروی تماس دیگری 
اثر گذاشته و منجر به تغییر حداکثر نیروی تماس در حالت دوضربه هم‌زمان 
مشاهده  همچنین   .)4 دوم ‏جدول  )ستون  است  شده  ضربه  تک  به  نسبت 
می‌شود برای فاصله زمانی‌های بزرگتر از 15μs موج تنش ضربه دوم روی 

حداکثر نیروی تماس ضربه اول تأثیر نگذاشته و مقادیر آن ثابت می‌شود.
نشان  ضربه  تک  حالت  با  اول  ضربه  تماس  نیروی  منحنی  مقایسه 
است  شده  شروع   45/4μs حدود  در  زمانی  از  منحنی  دو  انحراف  می‌دهد، 
)‏ شکل a( 8((. همچنین حداکثر جابه‌جایی عرضی و سرعت ورق در محل 
انرژی  و  است  ضربه  تک  و  اول  ضربه  از  بزرگتر  دوم  ضربه  برای  ضربه 
بیشتری به سازه منتقل شده و در نهایت ضربه‌زننده دوم با سرعت کمتری 

نسبت به ضربه‌زننده اول سازه را ترک می‌کند.
غیرهم‌زمان            ضربه  دو  در  ضربه‌ها  محل  در  ورق  عرضی  جابه‌جایی 
)t2= 15μs( در نمودار‏ شکل 9 به صورت جداگانه ترسیم شده است. نوسانات 
میدان  برای  سینوسی  بسط  گرفتن  نظر  در  از  ناشی  شده  مشاهده  کوچک 

جابه‌جایی است.
بررسی بیشتر ‏جدول 4 بیانگر رفتار نوسانی حداکثر نیروی تماس در محل 
ضربه دوم، حداکثر جابه‌جایی عرضی ورق در مکان‌های برخورد و در کل ورق 
با افزایش فاصله زمانی بین دو ضربه است که علت آن برهم‌نهی سازنده1 و 

1 Constructive

یا ویرانگر2 موج‌های تداخل‌کننده است. نکته دیگر کمتر شدن حداکثر نیروی 
تماس در ضربه دوم نسبت به ضربه اول و تک ضربه در بعضی از فواصل 
زمانی است؛ در حالی‌که جابه‌جایی عرضی همواره از حالت تک ضربه بیشتر 
می‌باشد. عدم تغییر مشاهده شده در سرعت برگشت ضربه‌زننده اول نسبت 
به حالت تک ضربه برای t2 ≥ 232μs به مفهوم کوچک بودن ارتعاشات ناشی 

از ضربه دوم در محل ضربه اول است.
اول، دوم،  توسط ورق در محل ضربه  انرژی جذب شده  میزان  نمودار 
مجموع آن‌ها و حالت تک ضربه در‏ شکل 10 و درصد انرژی جذب شده به 
انرژی ورودی در هر حالت )E/E0( در نمودار‏ شکل 11 آمده است. E0 مقدار 
دو ضربه  حالت  در  و   10mJ تک ضربه  حالت  در  که  است  ورودی  انرژی 

غیرهم‌زمان 20mJ است.
بررسی نمودار‏ شکل 10 نشان می‌دهد انرژی جذب شده در حالت تک 
ضربه بیشتر از مقادیر انرژی جذب شده در هر کدام از ضربه‌های اول و دوم 
در ضربات غیرهم‌زمان )به جز در حالت t2=140μs( است. علت این امر آن 
است که در حالت تک ضربه، تمام انرژی ورق از ضربه‌زننده حاصل می‌شود 
)با توجه به این نکته که ضربات ثانویه در این حالت وجود ندارد(. در حالی‌که 
در ضربات غیرهم‌زمان، ضربه دوم به سازه در حال نوسان وارد می‌شود و با 
توجه به برهم‌نهی سازنده و یا ویرانگر امواج، تبادل انرژی بین ضربه‌زننده و 
هدف صورت می‌پذیرد. در نهایت در اکثر موارد میزان انرژی جذب شده در 
ورق )در هر کدام از ضربه‌های اول و دوم( کمتر از حالت تک ضربه به‌دست 

2 Destructive

Fig. 8. Comparison between time histories of single and two asynchronous impacts (t2 = 15μs); a) Contact force time history, b) Transverse plate 
velocities history at impact locations, c) Transverse plate displacement history at impact locations and d) Residual velocity of impactors

 )c ،منحنی سرعت عرضی ورق در محل ضربه‌ها )b ،منحنی نیروی تماس )a ؛)t2=15μs( شکل 8: مقایسه منحنی‌های تک ضربه و دو ضربه غیرهم‌زمان
منحنی جابه‌جایی عرضی ورق در محل ضربه‌ها و d( سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها
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آمد. گرچه مجموع انرژی در حالت ضربات غیرهم‌زمان بیشتر از حالت تک 
ضربه و بیشترین مقدار آن در t2=140μs رخ داده است.

درصد انرژی جذب شده به انرژی ورودی نیز در حالت تک ضربه بیشتر 
از اکثر حالت‌های ضربات غیر هم‌زمان است. در اینجا نیز این درصد برای 
بیشترین مقدار  140μs بین دو ضربه،  با فاصله زمانی  ضربات غیرهم‌زمان 
را داراست )‏ شکل 11(. روند نوسانی هر دو نمودار مذکور )با افزایش فاصله 
زمانی بین دو ضربه غیرهم‌زمان( مؤید تبادل انرژی متناوب بین ضربه‌زننده 

و هدف است.

مدل‌سازی آزمایش سقوط آزاد )مثال 5(-33-33
آزمایش سقوط آزاد یکی از رایج‌ترین آزمایش‌هایی است که به منظور 
اندازه‌گیری خواص و صحت‌سنجی نتایج مدل‌سازی‌ها به‌کار می‌رود. در این 
ضربه‌زننده  یک  آزاد  سقوط  آزمایش  غیرهم‌زمان  ضربات  مدل‌سازی  مثال 
سبک وزن )Mi /mp=0/06( فولادی با شعاع تماس mm 3 و سرعت برخورد 
اولیه mm/s 2000- در مرکز ورق مستطیل شکل صورت گرفته است. ورق 
و   200×200×3/81mm ابعاد  با   AS4/3501-6 اپوکسی  گرافیت  از جنس 
لایه‌چینی aaaaaaaaaa ساخته شده است. خواص مکانیکی ضربه‌زننده و 

vb2 (mm/s) vb1 (mm/s) Max w (mm) Max w2 (mm) Max w1 (mm) Max F2 (N) Max F1 (N) t2 (μs)

- 644/178 0/1404 - 0/1283 - 183/007 تک ضربه
949/961 949/961 -0/2567 -0/1614 -0/1614 183/017 183/017 0
857/927 988/262 -0/2537 -0/1659 0/1656 184/309 183/006 15
683/646 957/654 -0/2438 -0/1722 0/1723 182/924 183/007 34
286/873 624/836 -0/2216 0/1888 0/1548 224/273 183/007 140
1017/817 645/091 -0/2051 0/1728 -0/1504 202/941 183/007 175
1453/307 644/178 0/1940 0/1723 -0/1535 153/863 183/007 232
1041/095 644/178 -0/2064 -0/1742 -0/1616 158/276 183/007 300

جدول 4: اثر فاصله زمانی بین دو ضربه غیرهم‌زمان در حداکثر نیروهای تماس، جابه‌جایی عرضی ورق در محل‌های برخورد، جابه‌جایی عرضی کل ورق و 
)y=b/2 , d=30mm سرعت برگشت ضربه‌زننده‌ها )حالت

Table 4. Effect of time interval between two asynchronous impacts on maximum contact forces, transverse displacement of impact locations, trans-
verse displacement of the plate and residual velocity of impactors (Case d = 30mm , y = b/2)

Fig. 9. Transverse plate displacement histories at impact locations 
under two asynchronous impacts (t2 = 15μs)

شکل 9: منحنی‌های جابه‌جایی عرضی ورق در محل ضربه‌ها در دو ضربه 
)t2=15μs( غیرهم‌زمان

Fig. 10. Variation of absorbed energy by the plate versus time interval 
increment between two asynchronous impacts in comparison with 

single impact

شکل 10: تغییرات انرژی جذب شده توسط ورق با افزایش فاصله زمانی 
بین ضربه‌ها و مقایسه با حالت تک ضربه

Fig. 11. Variation of percentage of absorbed energy by the plate versus 
time interval increment between two asynchronous impacts in com-

parison with single impact

شکل 11: تغییرات درصد انرژی جذب شده توسط ورق با افزایش فاصله 
زمانی بین ضربه‌ها و مقایسه با حالت تک ضربه

[02/902]7 /02
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ورق )به ترتیب( در ردیف‌های 3 و 6 ‏جدول 1 ارائه شده است.
نسبت طول به ضخامت ورق مذکور 52/5 انتخاب شده و حل با نظریه 
کلاسیک دارای جواب قابل قبولی است. سطح انرژی ورودی به سازه بسیار 
کمتر از حد ایجاد لایه‌لایه شدگی )2023mJ( است ]46[؛ بنابراین در سازه 
خرابی رخ نخواهد داد و فرض تغییر شکل‌های الاستیک برقرار است. در بازه 
زمانی 100ms در نظر گرفته شده برای مدل‌سازی، دو ضربه رخ می‌دهد که 

نتایج در ‏جدول 5 خلاصه شده است.
دوم  ضربه  در  ورق  مرکز  عرضی  جابه‌جایی  و  تماس  نیروی  حداکثر 
برخورد  اولین  در  آن  مقدار  برابر   0/64 و   0/58 ترتیب  به  و  یافته  کاهش 
است. برخورد دوم در 69/59ms و زمانی که ورق بالای محور z قرار دارد 
)0/0241mm( رخ می‌دهد. در اولین برخورد، 97/09 درصد انرژی ضربه‌زننده 
به ورق منتقل می‌شود؛ در حالی‌که در برخورد دوم، انرژی جذب شده توسط 
ورق 6/637mJ- به‌دست آمده است. در واقع انرژی از ورق به ضربه‌زننده 
منتقل شده و سرعت برگشت ضربه‌زننده افزایش می‌یابد. به دلیل صرفه‌نظر 
از میرایی، انتقال انرژی بین دو جسم به صورت متناوب رخ می‌دهد.‏ شکل 
12 مدل‌سازی حرکت ورق و ضربه‌زننده را در این آزمایش نمایش می‌دهد. 
با  یافته است.  افزایش  با ضربه دوم  ارتعاشات ورق  مشاهده می‌شود بسامد 
 )max wi /h( ورق  به ضخامت  عرضی  جابه‌جایی  حداکثر  نسبت  به  توجه 

فرض تغییر شکل‌های کوچک )بخش 2-1( برقرار است ]40[.

نتیجه‌گیری-44
ضربه‌های  برخورد،  پدیده  مسائل  کاربردی‌ترین  از  یکی  که  آنجایی  از 

ضربات  دینامیکی  تحلیل  پژوهش  این  در  است؛  سازه  به  غیرهم‌زمان 
ارتوتروپ  کامپوزیتی  چندلایه  ورق‌های  روی  پایین  سرعت  غیرهم‌زمان 
این راستا اغلب  صورت پذیرفته است. سایر پژوهش‌های صورت گرفته در 
تجربی بوده و لزوم حل با استفاده از روابط نظریه ضروری به نظر می‌رسد. 
همچنین لازم به ذکر است حل مسأله به روش نظریه می‌تواند باعث کاهش 
هزینه‌های آزمایش شده و به کمک نتایج آن تخمینی نسبت به نتایج آزمایش 
نیز  آزاد  آزمایش سقوط  نتایج  این راستا در تحقیق حاضر،  حاصل نمود. در 
به روش نظریه مدل‌سازی شده است. معادلات دینامیکی با استفاده از اصل 
همیلتون و با فرض نظریه کلاسیک و تغییر شکل‌های کوچک برای ورق و 
قانون تماس هرتز به‌دست آمد. با استفاده از حل فوریه دوگانه برای تکیه‌گاه 
و  زمان  مستقل  مؤلفه‌های  گرفتن  نظر  در  با  دینامیکی  تحلیل  نتایج  ساده، 
پاسخ، اهم  اعتبارسنجی و همگرایی  از  ارائه شده است. پس  مکان برخورد 

نتایج به شرح ذیل بیان می‌شود:
در فاصله زمانی ثابت بین ضربات غیرهم‌زمان، فاصله مکانی بین  	•
بر  مستقیم  تأثیر  امواج،  انتشار  به سرعت  توجه  با  دو ضربه‌زننده 
نتیجه  امواج تداخل‌کننده دارد. در  یا ویرانگر  برهم‌نهی سازنده و 
تمامی خروجی‌ها رفتاری نوسانی دارند. چنانچه مدت زمان رسیدن 
موج بین مکان‌های برخورد بیشتر از حدی باشد، نیروی تماس و 
میزان انرژی جذب شده در هر کدام از ضربات غیرهم‌زمان مشابه 

حالت تک ضربه خواهد بود.
امواج  ویرانگر  سازنده/  برهم‌نهی  در  کلیدی  نقشی  برخورد  زمان  	•
کاملًا  سازه  دینامیکی  پاسخ  نتیجه  در  دارد؛  غیرهم‌زمان  ضربات 
زمانی  فاصله  تغییر  با  دیگر  عبارت  به  است.  پارامتر  این  از  متأثر 
قابل  الگوی  تغییرات تمامی خروجی‌ها  بین ضربات غیرهم‌زمان، 

پیش‌بینی ندارند.
مقدار  یک  از  غیرهم‌زمان  ضربات  بین  زمانی  فاصله  افزایش  با  	•
حدی )در هر فاصله مکانی ثابت(، ضربات بعدی تأثیری در نیروی 
تماس و انرژی جذب شده توسط سازه در ضربات قبلی نخواهند 

داشت.
حداکثر نیروی تماس در آزمایش سقوط آزاد در اولین ضربه حاصل  	•

می‌شود و بسامد ارتعاشات با ضربات بعدی افزایش می‌یابد.

Fig. 12. Plate and impactor displacements modelling in drop test

شکل 12: مدل‌سازی حرکت ورق و ضربه‌زننده در آزمایش سقوط آزاد

f (Hz) E/E0 Ep (mJ) Max wi /h w0i(ti) (mm) ti (μs) vb (mm/s) v1 (mm/s) Max w1 (mm) Max F1 (N) شماره ضربه

446/43 97/09 27/697 0/0706 0 0 341/30 -2000 -0/269 350/97 اول
466/74 23/26 -6/637 0/0454 0/0241 69590 1022/31 -338/4 -0/173 204/70 دوم

جدول 5: ضربات غیرهم‌زمان در آزمایش سقوط آزاد
Table 5. Asynchronous impacts in drop test
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