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چکیده: نوسان‌کننده‌هاي دوطرفه نوسان‌گر‌هايي هستند که خاصيت ارتجاعي آن‌ها در فشار و تنش، فنريت‌هاي متفاوتي دارند. 
در اين مقاله يک مورد خاص از نوسان‌کننده دوطرفه، يعني نوسان‌کننده برخوردي که سختي فشردگي آن نامحدود است، بررسي 
مي‌شود و مجموعه ويژه زمان‌هاي برخورد که مجموعه راه‌حل معادله همگن )نوسان‌کننده بدون نيروي تحريک( هستند، تحليل 
مي‌شوند. اين مجموعه و زيرمجموعه‌هاي آن با توجه به تنوع شرايط اوليه پايدار هستند. معادلات ديناميکي اين نوسان‌گر با در 
نظر گرفتن مبدأ به عنوان نقطه گذر ناگهاني، به صورت نيمه‌تحليلي و همچنين با روش عددي رانگ کوتاي مرتبه چهارم تحليل 
نيروي تحريک، مجموعه  با دوره  به‌علاوه، در ميان همه مجموعه‌هاي متناوب زمان‌هاي برخورد متناسب  غيرخطي شده‌اند. 
بايد  نيز  تشديدها  بقيه  کند.  پشتيباني  را  چندهارمونيکي  تشديدهاي  مخصوصاً  تشديد‌ها  مي‌تواند  که  است  موردي  تنها  ويژه 
مجموعه‌هاي غيرمتناوب زمان‌هاي برخورد را توليد کنند. اين پديده نشان مي‌دهد فرض معمول که زمان‌هاي بين برخوردها با 
دوره نيروي تحريک متناسب هستند، هميشه برقرار نيست. همچنين نشان داده خواهد شد که براي اولين تشديد نيم‌هارمونيک 
مجموعه زمان‌هاي برخورد نزديک به مجموعه ويژه است و پوش نوسان‌ها در اين تشديد، برخلاف افزايش خطي تشديدهاي 

چندهارمونيک به‌صورت مجذور ريشه زمان است.
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مقدمه-11
فنريت  ميزان  که  هستند  نوسان‌کننده‌هايي  دوطرفه1،  ‌نوسان‌گرهاي 
آن‌ها در فشار و کشش متفاوت مي‌باشد. محققين با استفاده از ‌شبيه‌سازي 
‌پديده‌هاي طبيعي و مهندسي که شامل نيروهاي برگشتي است و دامنه‌هاي 
مختلفي در تنش و فشار دارند، به وسيله روابط اين ‌نوسان‌گرها، به تحليل و 
بررسي ديناميک اين‌گونه مسائل مي‌پردازند. يکي از مکانيزم‌هاي اصلي چنين 
تفاوتي، وجود تماس‌هايي است که با الاستيسيته سيستم در مقابل حرکت در 
يک جهت مقاومت مي‌کند، درحالي‌که حرکت در جهت ديگر شامل مقاومت 
بالاي اضافي جسم در تماس است. به طور مثال شاخص هر فرآيند برش 
اين است که حرکت ابزار برش در جهت قطعه کاري، نيروهاي تماسي بالايي 
ايجاد مي‌کند، درحالي‌که حرکت برعکس آن براي نگه‌دارنده ابزار، مقاومت 
کمي دارد. اين مسئله با عنوان درگيري متناوب بين قطعه کاري و ابزار عنوان 
‌مي‌شود و مخصوصاً به اين دليل که موجب افت پايداري ديناميک شده و نرخ 
حذف ماده مخصوصاً در سرعت‌هاي بالا را محدود مي‌کند، مهم است ]1[. 
يک نمونه خاص ديگر تقابل بين سنگ و سر مته دريل است. درعين‌حال 
که چرخش‌هاي ابزار برش سر مته، نيروي تحريک را متناوب يا شبه متناوب 
اما از سوي ديگر، دسته دريل بلند است و سختي کلي کمي دارد  مي‌کند، 

1  Bilinear oscillator
 ppirali@mut.ac.ir :نویسنده عهده‌دار مکاتبات

ديگر  مثال‌هاي  مي‌کند.  مقاومت  دريل  مته  سر  حرکت  مقابل  در  سنگ  و 
عبارت هستند از اتصالات واگن‌ها در قطارها، ترک‌هاي نازک در سيستم‌هاي 
مهندسي ]2, 3[، خطوط و برج‌هاي اسکله، پل‌هاي معلق، سازه‌هاي پيوسته 
توپولوژيک ]4[ که اجزا از طريق مهارهاي جنبشي به هم متصل نگه داشته 
مي‌شوند ]5-7[. آنچه در اين کاربردها مهم است، امکان تشديد در سيستم 
کاهش  به  مي‌تواند  نوسان  از  حاصل  اصطکاک  کاهش  طريق  از  که  است 

پايداري منجر شود ]8[.
يکي از خصوصيات نوسان‌کننده دوطرفه، وجود مناطق ناپايداري و رفتار 
ناپايداري‌هاي حل  آشفته2 است ]9-13[. مخصوصاً اين ويژگي، خود را در 
عددي نشان ‌مي‌دهد ]8[. شاو و هولمز تحليل پايداري ‌نوسان‌گرهاي دوطرفه 
و برخوردي را انجام دادند ]14[. ويستون اين تحليل را به مورد نوسان گر 
دوطرفه با بار اوليه گسترش داد ]15[. آناليز اين پژوهش بر اساس اين فرض 
 )x<0 به   x>0 از  متوالي  گذرهاي  بين  زمان  )يعني  پرواز3  زمان  که  است 
متناسب با دوره تناوب نيروي تحريک متناسب است. گذر ناگهاني از يک عدد 
سختي به عددي ديگر، هموار بودن راه‌حل را کاهش ‌مي‌دهد، مخصوصاً اگر 
نقطه گذر x≠0 باشد. در نتيجه، نوسان‌کننده دوطرفه را برخي محققين با صاف 

کردن منحني‌هاي جابه‌جايي-نيرو )تنش-کشش( مدل‌سازي کردند ]16[.

2  Chaotic
3  Flight time
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)يعني  برخورد  زمان‌هاي  دوطرفه،  ‌نوسان‌گرهاي  ويژگي  مهم‌ترین 
زمان‌هاي عبور از نقطه گذر( مي‌باشد. مطالعات نشان داده‌اند که در ميان همه 
مجموعه زمان‌هاي برخورد با دوره متناسب با دوره نيروي تحريک، مجموعه 
ويژه )زمان‌هاي عبور از نقطه گذار بدون وجود نيروي تحريک خارجي( تنها 
موردي است که مي‌تواند ‌تشديدها مخصوصاً ‌تشديدهاي چندهارمونيکي را 
زمان‌هاي  غيرمتناوب  بايد ‌مجموعه‌هاي  نيز  بقيه ‌تشديدها  کند.  پشتيباني 

برخورد را توليد کنند ]14[.
تنها راه‌حل‌هاي تحليلي شناخته شده تاکنون براي اين ‌نوسان‌گرها، به مورد 
محدودکننده ∞→_ω يعني نوسان‌کننده برخوردي1 )شکل 1 )ج(( مربوط 
مي‌شوند که ‌تشديدهاي چندهارمونيک2 در حل تحليلي آن‌ها يافت ‌مي‌شود. 
همکاران  و  ديسکين  دارند.  نامحدود  سختي  فشردگي  در  اين ‌نوسان‌گرها 
]17[ به بررسي نقاط سکون و تشديد در زنجيره ‌نوسان‌گرهاي دوطرفه چند 
درجه آزادي پرداختند. ژيانگ و همکاران ]18[ براي ‌نوسان‌گرهاي برخوردي 
همراه با قيدهاي الاستيک که تحت نيروهاي سايشي هستند، روابطي براي 
همکاران  و  ژونگ  کردند.  استخراج  سيستم‌ها  اين  انشعاب  نقاط  استخراج 
همراه  غيرخطي  سيستم‌هاي  ارتعاشات  تحليل  به  نوين  پژوهشي  در   ]19[
معادلات  حل  براي  آن‌ها  پرداختند.  هيسترزيسي  دوطرفه  با ‌نوسان‌گرهاي 
مرتبه  کوتاي  رانگ  عددي  روش  از  آزادي،  درجه  دو  و  يک  سيستم‌هاي 
همکاران  و  ليا  کردند.  استفاده  بالانس  هارمونيک  تحليلي  روش  و  چهارم 
انشعاب نوسان‌هاي برخوردي تحت تحريک هارمونيک را  پايداري و   ]20[
به منظور استخراج سختي معادل با روش‌هاي عددي و آزمايشگاهي مورد 
پاسخ‌هاي  پايداري،  نيز   ]21[ همکاران  و  يين  دادند.  قرار  بررسي  و  تحليل 
پريوديک و پاسخ‌هاي شبه پريوديک را در دمپرهاي برخوردي مورد تجزيه 
نوين  روش  از  استفاده  با   ]22[ ماکارنکوف  و  نيومن  دادند.  قرار  تحليل  و 

ميانگيري به تحليل رزونانس در ‌نوسان‌گرهاي برخوردي پرداختند.
بررسي‌هاي بالا نشان مي‌دهند انجام تحليل‌هاي بيشتر به منظور تعيين 
راه‌حل‌هاي شکل بسته و تحليل ‌نوسان‌گرهاي دوطرفه و برخوردي ضروري 
نوسان‌کننده‌هاي دوطرفه در ساده‌ترين شکل  مقاله معادلات  اين  در  است. 

1  Impact oscillator
2  Multi-harmonic

آن يعني نوسان‌کننده برخوردي، ابتدا به وسيله بي‌بعدسازي و فرموله کردن 
با  سپس  مي‌شوند.  استخراج  برخوردي  عمومي ‌نوسان‌گرهاي  خصوصيات 
برخورد  زمان‌هاي  تحليل  همچنين  و  برخورد  زمان‌هاي  مجموعه  بررسي 
چندهارمونيک،  در ‌تشديدهاي  تحريک  تناوب  دوره  با  متناسب  متناوب 
و  رزونانس  رخداد  بر  ويژه  مجموعه  تأثير  زيرهارمونيک،  و  نيم‌هارمونيک3 
از ‌تشديدها بررسي ‌مي‌شود. در نهايت نيز پاسخ و رفتار مجانبي4  پشتيباني 
سيستم تحت تشديد نيم‌هارمونيک سينوسي و کسينوسي بررسي و تحليل 
‌مي‌شود. به همين منظور نتايج اصلي تحقيق با روش نيمه‌تحليلي استخراج 
مي‌شوند. همچنين با رسم نمودارهاي پاسخ زماني، دياگرام فاز و طيف توان 
نتايج  بررسي  و  به تحليل  نيروي تحريک خارجي،  ازاي شرايط مختلف  به 
)رانگ  عددي  روش‌  از  استفاده  با  اين  بر  و علاوه  پرداخته ‌مي‌شود  حاصله 
کوتاي مرتبه چهارم( به صحه‌سازي و نتايج حل معادلات ديفرانسيل پرداخته 

‌مي‌شود.

نوسان‌گر دوطرفه-22
يک نوسان‌گر دوطرفه )شکل 1 )الف و ب(( بعد از بي‌بعدسازي با معادله 

زير توضيح داده ‌مي‌شود ]14[:
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که x(t) جابجايي نوسان‌کننده و α ضريب ميرايي است. ويژگي اصلي 
تقسيم  مجزا  منطقه  دو  به  فاز5  فضاي  که  است  اين  دوطرفه  نوسان‌کننده 
‌مي‌شود که در آن‌ها رفتار نوسان‌کننده خطي است، درحالي‌که غيرخطي بودن 
را  تشديد6  فرکانس  رخ ‌مي‌دهد.  بين حالات خطي  مرز  از  عبور  با  سيستم، 
مي‌توان با جمع زمان‌هايي که نوسان‌گر در هر يک از حالات خطي صرف 

مي‌کند، به دست آورد ]14[:

3  Half harmonic resonance
4  Asymptotical behavior
5  Phase space
6  Resonat frequency

)الف()ب()ج(
Fig. 1. schematic of the system and forces in (a) bilinear and (b) impact oscillators

شکل 1: )الف( شماتيک سيستمي و نيرويي فنرهاي )ب( دوطرفه و )ج( برخوردي
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با در نظر گرفتن مبدأ به عنوان نقطه گذار براي نوسان‌کننده برخوردي، 
تناوب  دوره  برابر  چند  يا  مساوي  تناوبي  دوره  برخورد،  زمان‌هاي  مجموعه 
فرکانس  با  تحريک  نيروهاي  براي  اين فرض   .]23[ دارند  تحريک  نيروي 
چند برابر فرکانس ويژه نوسان‌کننده )ω = nΩr( معتبر است و هر انحراف 
جزئي از چنين فرکانسي، زمان‌هاي برخورد غيرمتناوب توليد مي‌کند ]10[. به 
طور مثال همان‌گونه که در شکل 2 براي يک نوسان‌گر دوطرفه )معادله )1(( 
مشاهده ‌مي‌شود درحالي‌که در آغاز حرکت )شکل 2)الف(( به نظر مي‌رسد 
که فواصل بين برخوردهاي متوالي مساوي دوره تناوب نيروي تحريک است 
ديناميکي  پاسخ  بودن  تناوبي  غير  )شکل 2)ب((  زماني  فاصله  پايان  در  اما 
نوسان‌کننده آشکار ‌مي‌شود و مي‌توان به اهميت موضوع زمان‌هاي برخورد 

در ‌نوسان‌گرهاي دوطرفه پي برد.

نوسان‌کننده برخوردي و ويژگي‌هاي آن-33
با در نظر گرفتن ∞→_ω، معادله )1( به معادله زير تبديل ‌مي‌شود ]14[:

)3(( )2'' 2 '  ,        0x x x f t xα ω++ + = >

 )k = 0,1,...( tk هستند که در زمان‌هاي )نقاط گذر1 )برخورد x(t)=0 نقاط
اتفاق مي‌افتند )tk مجموعه زمان‌هاي برخورد است(:

)4(( ) ( ) ( )0 ,   ' 0 ' 0k k k kx t x t x t V= + = − − =

در معادله )4( Vk سرعت‌هاي برخورد هستند. معادلات )3( و )4( را مي‌توان 
مرحله به مرحله با شروع با شرايط اوليه در t0 و با استفاده از راه‌حل مرسوم 

1  Transition points

معادله خطي حل کرد که معادله )3( با آن در فاصله )t0, t1( رفتار مي‌کند. 
در  )t1,t2(، سرعت  فاصله  براي  و  تعيين ‌مي‌شود   x(t1(=0 معادله  از   t1 نقطه 
کار  به  راه‌حل مرسوم  دوباره  و  به دست مي‌آيد   )4( معادله  از   t1+0+ نقطه 
مي‌رود. بنابراين براي شرايط اوليه مشخص، راه‌حل )3( و )4( وجود دارد و 

منحصربه‌فرد است.
به منظور ساده کردن بيشتر تحليل، فرض ‌مي‌شود ميرايي وجود ندارد. 
با تنظيم α = 0 و نوشتن مجدد معادله‌هاي )3( و )4( به‌صورت متغير زماني 
، معادله ديفرانسيل زير  f  به جاي 

2/f ω+ بدون بعد +t →tω و قرار دادن 
به دست مي‌آيد:

)5(( )''x x f t+ =                          x>0  

که باز هم با شرايط برخورد )4( حل ‌مي‌شود. فرکانس تشديد معادله )5( با متغير 
زماني بدون بعد، Ωr=2 است؛ همين‌طور فرکانس تشديد چندهارمونيکي‌ها 
نيز مساوي 2n هستند. به سادگي مي‌توان ديد اگر )f(t به‌صورت نامحدود قابل 
مشتق‌گيري باشد، راه‌حل )x(t در فواصل )tk,tk+1( به‌صورت نامحدود قابل 
،m= ...,2,1 برخورد، همه مشتق‌هاي فرد  مشتق‌گيري است. در زمان‌هاي 

و همه مشتق‌هاي   x(t( راه‌حل،  گسسته هستند، درحالي‌که خود   x(2m+1)(t(

زوج يعني...,x(2m)(t), m= 1,2 ، پيوسته هستند.
لازم به ذکر است ‌که با اينکه عملگر ديفرانسيل در طرف چپ معادله 
اجازه ‌مي‌دهد،  را  محدب2  ترکيب  از  محدودي  حالت  است،  غيرخطي   )5(
و  f)t(  =  x”+x معادله  ترتيب  به   )x(t),y(t(<0(   y(t( و   x(t( اگر   يعني 
 )tk( را برآورده سازند و زمان‌هاي برخورد مساوي y > 0 ,g)t( = y” + y

وجود داشته باشد، پس در نتيجه براي هر α,β<0 که αx+β = z، معادله 
زير برقرار است:

)6(( ) ( )''  ,     0z z f t g t zα β+ = + >

اين ويژگي از اين واقعيت پيروي مي‌کند که هم )x(t و هم )y(t منفي نيستند 
است،  مثبت  که  آن‌ها  محدب  ترکيب  پس  دارند،   )tk( مساوي  و صفرهاي 

همان صفرها را دارد و معادله )6( بين آن‌ها برقرار است.
از اين خصوصيت مي‌توان ديد مجموعه زمان‌هاي برخورد نقش اساسي 
در ساختار راه‌حل‌هاي سيستم )5( با روابط )4( را ايفا مي‌کند. با استفاده از 
اين خصوصيت مي‌توان پيشنهاد داد که نوسان‌کننده برخوردي را مي‌توان با 
بررسي مجموعه زمان‌هاي برخورد و سرعت‌هاي برخورد مربوطه تحليل کرد 

که البته اين نقاط، نقاط نمودار پوانکاره3 براي x=0 هستند.

زمان‌هاي برخورد-44
با در نظر گرفتن )Θ(tk به عنوان يک مجموعه از زمان‌هاي برخورد4، 
مبدأ به اولين زمان برخورد منتقل خواهد شد به‌گونه‌اي که t0=0. به همين 
که   Θ=πk, k = 0,1,... که  انتخاب ‌مي‌شود  خاص  مجموعه  يک  دليل 

2  Convex combination
3  Poincare map
4  Impact times
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Fig. 2. numerical solution of equation (1) and non-periodic impact 
times for 2 2/ 20ω ω− + =   , α=0 and ω=1.01Ωr

شکل 2: حل عددي معادله )1( و رخداد زمان‌هاي برخورد غيرمتناوب
) 1.01 rω = Ω 2 و α=0 و  2/ 20ω ω− + = (
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مجموعه زمان‌هاي برخورد براي راه‌حل‌هاي معادله همگن1 معادله )7( است:
)7(0    ,       0x x x+ =′ >′

با شرايط اثر )4( و شرايط اوليه زير:
)8(( ) 00x V=      ،    ( )0 0x =    

که V0 سرعت اوليه است. با نامگذاري مجموعه Θ0 = πk به عنوان مجموعه 
ويژه، راه‌حل معادله )7( با شرايط برخورد )4( و شرايط اوليه )8( را مي‌توان 

به‌صورت زير بيان کرد ]14[:
)9(( ) ( ) ( )0 0 sin   ,     1  x t V t k k t kπ π π= − ≤ ≤ +                                              

 Θ0 = πk با مجموعه زمان‌هاي برخورد  x جواب معادله )5(  اگر  قطعاً 
باشد، پس x + x0 جواب ديگر است )اما با يک سرعت اوليه متفاوت(. بنابراين 
مجموعه  با   )5( معادله  ناهمگن  معادله  جواب‌هاي  در  خنثي  جزء  نقش   x0

بين  مرتبط  معادله  شبيه  اين  مي‌کند.  ايفا  را   Θ0 = πk برخورد  زمان‌هاي 
معادلات ديفرانسيل خطي همگن و غير همگن است. 

حال به بررسي برخي ويژگي‌هاي معادلات )4( و )5( مرتبط با مجموعه 
زمان‌هاي برخورد پرداخته ‌مي‌شود:

و   f)t(  =  x”+xشرط  ،   )y≠x) y>0 و    x>0 اگر   :1  ويژگي 
⊅Θ برآورده سازد، با  Θ0 را با زمان‌هاي برخورد يکسان g)t( = y”+y

فرض f,g≠0 به دست خواهد آمد: f≠g. به عبارت ديگر، تفکيک جواب به 
جمع يک جواب کلي معادله همگن و يک جواب خصوصي نمونه، تنها براي 
Θ0 = πk راه‌حل‌هاي با زمان‌هاي برخورد يکسان متعلق به مجموعه ويژه

ديفرانسيل  معادلات  نمونه  برخلاف   ،Θ⊄ Θ0 اگر  بنابراين  است.  ممکن 
خطي، جواب معادله ناهمگن را نمي‌توان بدون تغيير نيروي تحريک به جواب 

معادله همگن مربوطه اضافه کرد.
دليل  به  پس   .g=f است،  صادق  قضيه  عکس  کنيد  فرض  اثبات: 
،x')tk(≠y')tk(  ،k هر   براي   )5( و   )4( معادلات  جواب  بودن   انحصاري 

اين  در  که  کنيد  فرض  بود.  خواهند  منطبق   y و   x صورت  اين  غير  در   

فاصله در  که  آنجايي  از   .Vk <Wk و   y’(tk)=Wk و,   x’(tk)=Wk  معادله 
همان  با   )7( خطي  ديفرانسيل  معادله  همان   y هم  و   x هم   ،)tk, tk+1(

جواب  يک   y)t(–  x)t(  =  z)t( معادله  اين  در  يعني  هستند،  راست  طرف 
 معادله همگن مربوطه در )tk, tk+1( با شرايط اوليه z(tk)=0  و همچنين

است:  مشخص  جواب  اين  شکل  است.   z’(tk)=Wk-Vk 

z(t)=(Wk-Vk) sin t. از آنجايي که x و y صفر بعدي را در tk+1 دارند، اين 

نقطه بايد يک صفر z باشد. پس tk+1 = tk+πsk که sk عدد صحيح است و 
⊇Θ. اين مسئله اثبات را خاتمه ‌مي‌دهد. تعبير ديگري  Θ0 نشان ‌مي‌دهد
راست مشخص که سرعت  با طرف  معادله  بيان مي‌کند که   )1( ويژگي  از 
اوليه را تغيير ‌مي‌دهد به تغيير در مجموعه زمان‌هاي برخورد Θ به ميزان 0

⊇Θ مي‌انجامد. Θ

1  Homogeneous equation

تشديد نيم‌هارمونيک-44-44
با توجه به اينکه Θ0 مجموعه زمان‌هاي برخورد براي جواب کلي معادله 
همگني است که با )4( مطابقت دارد، مي‌توان تصور کرد ويژگي )1( براي هر 
  Θبه کار مي‌رود، اما اين‌گونه نيست، چون ‌مجموعه‌هاي Θ ≠ Θ0 مجموعه
وجود دارد که تغيير سرعت اوليه حداقل در فاصله‌اي خاص برΘ تأثير ندارد. 

اين مسئله با مثال زير نشان داده ‌مي‌شود.
مثال: به مجموعه زمان‌هاي برخورد زير توجه کنيد:

)10({ } 0 0 1

             2
 :  0   ,   

1           2 1
k

m k k
k

s m k n
s s s

s k n
π +

+ =
Θ = ⊂ Θ = =  + = +

همچنين يک گروه از توابع زير را در نظر بگيريد ]23[:

)11(( ) 2sin cos cos
1 1

tx t A t
m m

π π+
= − +

+ +                                            
همه اين توابع، Θm را به عنوان يک مجموعه از ريشه‌هاي خود دارند و در 

ساير نقاط آن‌ها معادله )5( را با معادله زير برآورده مي‌کنند.

)12(( ) ( )( )
( )2

3 5 2cos cos
1 11

m m tf t
m mm

π π− + +
= +

+ ++

فاکتور A در هر فاصله بين زمان‌هاي برخورد به نحوي انتخاب ‌مي‌شود تا 
اطمينان حاصل شود که جواب به دست آمده معادله )5( و )12( منفي نيستند. 
به منظور رعايت اين مسئله، در نظر گرفته ‌مي‌شود که مجموعه Θm دوره 
تناوب  )1+m(T = π دارد. بخش اول معادله )11( )جواب معادله يکنواخت 
 V0 فرد يا زوج دارد. با فرض k به ترتيب براي T2 يا T در مورد خطي( دوره

به عنوان سرعت اوليه )در t=0(. به دست خواهد آمد:

)13(
( )

0

0

2 sin                     0
1 1

2 sin        1
1 1

V t m
m mA

V m t m
m m

π π

π π π

 + ≤ ≤ + += 
− + ≤ ≤ +
 + +

برابر خواهد  اوليه  m+1)π ≤ 2(m+1)π( ، سرعت  براي فاصله بعدي 
بود:

)14(0
1

0

4 sin    ,           2
1 1

      ,                     2 1

V m n
V m m

V m n

π− + == + +
 = +

تشديد زيرهارمونيک44-44-2
بعدي فاصله  براي  تنها  اوليه  سرعت  است،  زوج   m که   زماني 

m+1)π ≤ t ≤ 3(m+1)π( 2 مساوي V0 ‌مي‌شود که اين واقعيت را منعکس 

مي‌کند که در اين مورد دوره تناوب m(π+1(2 است. شکل‌هاي )3( و )4( 
توابع )11( و )13( را به ترتيب براي m = 2, 3  نشان مي‌دهند. اين توابع 
جواب‌هاي معادلات )5( و )12( را با زمان‌هاي برخورد Θm براي برخي مقادير 

2  Sub-harmonic
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سرعت اوليه مي‌دهند. بااين‌وجود، همه مقادير V0 جواب‌هاي )5( و )12( با 
) است  )0 *V V m< مجموعه زمان‌هاي برخورد Θm را نمي‌دهند. شرط لازم 
) و براي  ) ( )( ) ( )( )* 4 / 1 sin / 1V m m mπ= + + که براي m زوج، 
 ( ) ( )( ) ( )( )* 4 / 1 sin / 1V m m mπ= + + ،m (3)* است. براي ساير اعداد فرد 1 3 2 / 4V = +  ،m = 3
، جواب‌هاي  ( ) ( )( ) ( )( )* 4 / 1 sin / 1V m m mπ= + از + بيشتر   V0 براي مقادير  در جدول )1( موجود است. 
)نامنظم(  مختلف  شامل ‌مجموعه‌هاي  اما  دارد  وجود   )12( و   )5( معادلات 

زمان‌هاي برخورد ‌مي‌شود.

 ( )1m π+ لازم به ذکر است که براي m=3 دوره تناوب برابر است با 
که با دوره تناوب نيروي تحريک تطابق دارد. براي m=2، اين دوره تناوب، 
نشان  بررسي  مورد  نمونه   .2 ( )1m π+ با  است  برابر  يعني  است،  برابر  دو 
زمان‌هاي  تناوب‌هاي  دوره   ،]15  ,14[ در  موجود  فرض  برخلاف  ‌مي‌دهد 
ممکن  حتي  برخورد  )زمان‌هاي  نيستند  منطبق  تحريک  نيروي  و  برخورد 
تحريک  نيروي  و  برخورد  زمان‌هاي  مجموعه  يعني  باشند(.  متناوب  است 
 )4( و   )3( شکل‌هاي  در  همان‎طور  دارند.  مشترک  دوره  يک  و  متناوب‌اند 
مشاهده ‌مي‌شود شرايط اوليه در ‌تشديدهاي زيرهارمونيک تأثيرگذار مي‌باشد 
و براي رخداد رزونانس متناسب با دوره نيروي تحريک، حتماً سرعت اوليه 
نوسان‌گر مي‌بايست مقداري کمتر از مقدار مرزي مشخص شده داشته باشد.

زمان‌هاي برخورد متناوب متناسب با دوره تناوب تحريک: -55
‌تشديدها

اگر فرض شود مجموعه Θ زمان‌هاي برخورد، با دوره تناوب T است و 
.f)t+T(= f)t( نيروي تحريک نيز همان دوره تناوب را دارد، به اين معني که 

بايد  برخورد  زمان‌هاي  تشديد،  وقوع يک  براي يک  زير  ويژگي  پس طبق 
مطابق با مجموعه ويژه Θ0 باشند:

ويژگي )2(: اگر جواب x معادله)5( با زمان‌هاي برخورد Θ، يک تشديد 
.Θ=Θ0 است، پس

ويژگي )2( يک شرط لازم تشديد در يک مجموعه متناوب زمان‌هاي 
برخورد است. با اين ‌وجود همان‌طور که با آناليز معادله )17( نشان داده شده 

اين شرط کافي نيست. به طور مثال در معادله )15( :
)15(sin        ,        0x x nt x+ =′ >′

اينجا 2π/n است. وقتي n فرد باشد، دوره  دوره تناوب نيروي تحريک در 
تناوب مجموعه ويژه Θ0 )مساوي π است( مساوي يا چند برابر 2π/n است. 

پس تشديد ممکن و شکل آن مشخص است ]5, 14[:

)16(
( )

( )

2

2

1sin sin   ,        
1

1cos cos
1

k k

k

x t A t nt
n

x t A t nt
n

= −
−

=′ −
−

)17(( ) 2  1
1

k
k k

nA V
n

 = − + − 
,
  1 2

2
1k k

nV V
n−= +

−

جواب‌هاي   )5( است. شکل  آغاز يک چرخه  در  برخورد  Vk>0 سرعت  که 
معادلات )16( و )17( را براي n=2,4,6  نشان ‌مي‌دهد. همانطور که مشاهده 
‌مي‌شود اين پديده يک تشديد چندهارمونيک با افزايش خطي دامنه و سرعت 
است(.   2 برابر   )15( نوسان‌گر  اصلي  زاويه‌اي  فرکانس  )چون  است  برخورد 
 Vk-Vk-1 بيشتر شود، رشد سرعت  هرچه مرتبه چندهارمونيکي معادله )15( 
با n/ 2 کاهش ميي‌ابد. همانطور که در نتايج و مراجع  کوچک‌تر است که 
نشان داده شده است با افزايش مرتبه چندهارمونيکي، دامنه‌ها و سرعت‌هاي 

برخورد کاهش ميي‌ابند ]5, 24, 25[.

جدول 1: مقادير مرزي سرعت اوليه وجود پاسخ Θm براي معادلات )5( و )12(
Table 1. boundary values for existence of Θm for equations (5) and (12)

151311975m
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Fig. 3. analytical solution of equations (11) and (13), subharmonic 
resonance with various initial condition (m=2)

شکل 3: حل تحليلي معادله )11( و )13(، تشديد زيرهارمونيک با 
)m=2( شرايط اوليه متفاوت
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 Fig. 4. analytical solution of equations (11) and (13), subharmonic
)resonance with various initial condition (m=3

شکل 4: حل تحليلي معادله )11( و )13(، تشديد زيرهارمونيک با 
)m=3( شرايط اوليه متفاوت
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با اين حال هنگامي که n فرد باشد، فقط دو برابر مجموعه Θ0، برابر و 
يا مضربي از 2π/n است، در حالت کلي، وضعيت لازم و ضروري تشديد ارضا 
زمان‌هاي  با  راه‌حل  اين  نشان مي‌دهند که  اما محاسبات مستقيم  ‌مي‌شود، 

برخورد Θ0 به صورت زير است:

)18(

( )

( )

( )

2

2

2

1sin sin
1

cos cos
1

1
1

k k

k k

k
k k

x t A t nt
n

nx t A t nt
n
nA V

n

= −
−

= −
−

= − +
−

?

و معادله زير به دست مي‌آيد: 
)19(1k kV V −=

اين  اين حال  با  )الف((.  پايدار رخ خواهد داد )شکل 6  پس نوسانات حالت 

 ،Θ0 علاوه بر اجزاي مجموعه xk(t( موقعيت تنها تا زماني معتبر است که
ريشه‌اي نداشته باشد. از معادله 20 معادلات زير را براي ريشه‌هاي اضافي 

به دست مي‌آيد:

)20(
( )

2 2 2
12 :  sin sin 0  ,

1 1
  2 2 1

p
nk p V t nt

n n
p t pπ π

 = + − = − − 
< < +

)21(
( ) ( )

2 2 2
1 2 1: sin sin 0  ,

1 1
 2 1 2 1

p
nk p V t nt

n n
p t pπ π

 = + − + − = − − 
+ < < +

از آنجايي که Vk<0  ، معادله )22( ريشه‌اي در فاصله )2pπ,2pπ+π( ندارد 
و Vk را مي‌توان به صورت يک پارامتر بررسي کرد که با شروع از يک عدد 
به دست   ،)t*( اضافي  ريشه  آمدن يک  پديد  تا  آن  کاهش  و سپس  بزرگ 

خواهد آمد.
( ) ( )* *' 0k kx t x t= = که رخ ‌مي‌دهد  نقطه‌اي  در  قطعاً  ريشه  اين 

جايگزيني  از  بعد  که  روابط ‌مي‌شود  از  سيستم  يک  به  منتهي  حالت  اين 
/ ‌مي‌دهد: 2    / 2π ξ π− ≤ ≤  ، *    2   3 / 2t pξ π π= + +

)22(
( ) ( )

( ) ( )

2 2 2

2 2 2

1
cos cos 0    ,   2 1

1 1

1
' sin sin 0

1 1

m

p

m

p

nx V n n m
n n

nnx V n
n n

ξ ξ ξ

ξ ξ ξ

− = − + = = + − − 

− = − + = − − 

براي ...,n= 5,7 معادله )24( به معادله زير کاهش ميي‌ابد:
)23(tan tann nξ ξ=

که شرط وجود ريشه‌هاي اضافي به شرح زير است:

)23(( )2 2
1 cos1    ,

1 cos
2 1

m
k p max

nV V V n
n

n m

ξ
ξ

 
= ≤ − − −  
= +

سرعت‌هاي  براي  بالا  مرزهاي  عددي،  به‌صورت   )23( معادله  حل  با 
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 Fig. 5. solution of equations (16) and (17), even resonance proportion
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شکل 5: حل معادله )16( و )17(، ‌تشديدهاي زوج متناسب با دوره 
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Fig. 6. solution of equation (15), odd resonance proportion with periodic of excitation (n=3) for (a) V0=0.51 and (b) V0=0.45

V0=0.45 )ب( V0=0.51 )( به ازاي )الفn=3( تشديد فرد متناسب با دوره تحريک ،)شکل 6: حل معادله )15
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برخورد در جدول )2( استخراج شدند. به عنوان مثال، شکل 6)ب( جواب‌هاي 
 Θ0 که به زمان‌هاي برخورد(  V0=0.51 و  n=3 را براي حالت )معادله )17
برخورد  )زمان‌هاي    V0=0.45 همچنين  و  مربوط ‌مي‌شود(  6)الف(  شکل 
انتخاب  نحوي  به  اعداد  اين  مي‌دهند.  نشان  )ب((   6 Θ0 شکل  با  متفاوت 
مي‌شوند که اولين آن‌ها بزرگ‌تر از Vmax=0.5  باشد و دومي کوچک‌تر از 
آن باشد. اولين نمودار مسير حرکت، طبق معادله )18( است. نمودار دوم نيز 
به‌صورت عددي و با استفاده از روش رانگ کوتاي درجه چهارم1 براي حل 
معادله نوسان‌گر دوطرفه معادله )1( با نقاط ω-/ω+ =α=0 ،  2×104  و 
نقاط 220 در فاصله )0,30π( حل شده است. تفاوت در رفتار براي سرعت‌هاي 
)شکل  ( ) 2

 S ω  
اوليه مختلف نيز در دياگرام فاز2 )شکل 7( و طيف قدرت3 

)  تبديل فوريهx(t( 4 است. همانطور که در ]10,  )S ω 8( ديده ‌مي‌شود که 
17, 26, 27[ اشاره شده است دياگرام‌هاي فاز يک حرکت منظم تکرارشونده 
پيک‌هاي  نيز  متناوب  برخورد  زمان‌هاي  با  جواب  اين  و  مي‌دهند  نشان  را 
به ‌سرعت  دامنه  فرکانس،  افزايش  با  که  مي‌دهند  نشان  را  منظمي  طيفي 
پيک‌هاي  با  وسيع‌تر  طيف  يک  با  ديگر  راه‌حل  درحالي‌که  ميي‌ابد،  کاهش 

طيفي بسيار کوچک‌تر نامنظم مشخص ‌مي‌شود.
شکل )9( نمونه ديگري را نشان ‌مي‌دهد و در آن هم‌زمان به مقايسه 
حل تحليلي و عددي پرداخته شده است که نمايانگر دقت روش ذکر شده 

1  Forth-order Runge Kutta method
2  Phase portrait
3  Power spectra
4  Fourier transform

است )n=9 و V0=0.139(. پس تنها ‌تشديدهاي با زمان‌هاي برخورد متناوب 
متناسب با دوره تناوب نيروي تحريک خارجي، موارد معادلات )16( و )17( 
 Θ0 برخورد  زمان‌هاي  ويژه  مجموعه  با  مرتبط  غير  حال ‌تشديدهاي  است. 

بررسي مي‌شوند که ‌تشديدهاي نيم‌هارمونيک هستند.

زمان‌هاي برخورد دوره‌اي مجانبي-66
تشديد نيم‌هارمونيک سينوسي-66-66

براي تحريک در فرکانس نيم‌هارمونيک مي‌توان نوشت: 
)25(sin    ,  0x x t x+ =′ >′

معادله  اين  که  داده‌اند  نشان   ]28  ,14  ,6  ,5[ عددي  ‌شبيه‌سازي‌هاي 
Θ  به عنوان مجموعه‌اي  { }kt= داراي تشديد است. حال با در نظر گرفتن 
) مي‌توان راه‌حل )25(  )1,k kt t + از زمان‌هاي برخورد، براي هر فاصله زماني 

را به‌صورت زير نوشت ]23[: 

)26(
( ) sin cos cos

2k k k
tx t A t B t t= + −

( ) 1' cos sin sin
2 2k k k

tx t A t B t t = − − + 
 

kV شناخته  kt  و هم سرعت برخورد‌  فرض کنيد که هم‌زمان برخورد 
kt و زمان ضربه  t> شده هستند. بنابراين معادله‌ي )26( حرکت را براي 
)  يافت شود. اين معادله  )1 0k kx t + = 1kt از معادله‌  + بعدي ارائه ‌مي‌دهد، 

، مي‌توان به شکل زير نوشت:
1k k kt tξ += − را با معرفي 

)27(
costan

cos 2
k

k k
k k

t
t V

ξ ξ=
+

اين معادله به‌صورت تحليلي حل‌پذير نيست، اگرچه که خطوط مجانب 
مي‌توان  را  هستند  متناظر  نيم‌هارمونيک  تشديد  با  که   kV بزرگ  مقادير 

به‌صورت زير يافت:
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Fig. 7. diagram phase of equation (15), odd resonance proportion with periodic of excitation (n=3) for (a) V0=0.51 and (b) V0=0.45

V0=0.45 )ب( V0=0.51 )( به ازاي )الفn=3(تشديد فرد متناسب با دوره تحريک ،)شکل 7: دياگرام فاز معادله )15

جدول 2: سرعت‌هاي بحراني معادله )15( که به ازاي مقادير کمتر از آن‌ها، 
زمان برخورد با Θ0 متفاوت خواهد بود

 Table 2. critical velocities of equation (15) which at lower of these
values, impact time is different with Θ0

151311975n
0/0820/0950/1120/1380/180/26( )maxV n
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)28(
cos

cos 2
k

k
k k

t
t V

ξ=
+

مي‌توان  را   )27( مجانب  راه‌حل   ، 1k kV α 

بيان  با  هم‌چنين 
به‌صورت زير نوشت: 

)29(
( ) ( )

( )

2

2

1      ,          

cos 0
2

k k k

k
k k

k

O

t V
V

ξ π α

α −

= + ∝ +

= +

kV بزرگ ، دوره‌ي زمان ضربه به π نزديک بوده و مجموعه  بنابراين در 
0θ نزديک است.  } به‌صورت مجانب به مجموعه  }ktθ = زمان‌هاي ضربه 
) نشان داد.  )'

1 1k k kV x t+ += − مي‌توان سرعت را براي چرخه بعدي همانند 
پس از عمليات جبري، به معادله‌ زير استخراج ‌مي‌شود: 

)30(( ) ( )2
1 sin 2sin 0

2k k k k k kV V t tπ π α α+  = + + + + 

kt به kπ نزديک است، اما به منظور نشان دادن تمايز به‌سرعت چرخه 
. سپس در مرحله بعدي معادله زير به دست خواهد  ( )1kV − قبلي نياز است 

آمد: 

)31(( )
2

2
2

cos sin 2
2 0

2

k k

k k k
k

t t
V V V

V

π
π −

+

 +  = + +

که  گفت  مي‌توان  تخمين،  اين  از  استفاده  با 
و   ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

2 2 2 1 0k k k k k k k kV V t t V t V t Vπ α −
+ + ′− = = +′− +

2k و جايگزين کردن صورت  kt t+ − با توجه به زمان‌هاي بسيار بيشتر از 
کسر در معادله )31( با مقدار ميانگين آن‌که با a نشان داده شده است، معادله 

tV به دست خواهد آمد: ديفرانسيلي زير را براي خطوط مجانب 

)32(( )20dV a V
dt Vπ

−= +

، به‌صورت زير است: ( )0 0V = که راه‌حل آن در کنار اين فرضيه که 

)الف(

)ب(

Fig. 8. power spectrum of equation (15), odd resonance proportion with periodic of excitation (n=3) for (a) V0=0.51 and (b) V0=0.45

V0=0.45 )ب( V0=0.51 )( به ازاي )الفn=3( تشديد فرد متناسب با دوره تحريک ،)شکل 8: طيف نوسان‌کننده معادله )15
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 )n=9( تشديد فرد متناسب با دوره تحريک ،)شکل 9: حل معادله )15
V0=0.139 به ازاي
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)33(
( )tV b t=

) به دست آمده از طريق  )x t′ که پارامتر b يک ثابت است. شکل )10( 
جواب عددي معادله 27 با شرط اوليه V0=0  را نشان ‌مي‌دهد. براي رسم 
شکل )10( از مرحله انطباقي روش رانگ کوتاي درجه چهارم1 )حل عددي( 
،  /ω ω− + = 2×104 نقاط  با   )1( معادله  دوطرفه  نوسان‌گر  معادله   براي 

نشان  نمودار مجانب  است.  استفاده شده   )400،0( فاصله  در   220 و   α = 0

‌مي‌دهد که ثابت b با ساختن معادله )33( به‌صورت پوشش نمودار سرعت 
براي  پوششي  توان  قانون  نشان ‌مي‌دهد همان   )11(  تعيين ‌مي‌شود. شکل 
)x(t را نيز فراهم مي‌کند. در هر دو مورد اين واقعيت که راه‌حل عددي اجازه 

مجانب‌هاي )33( را ‌مي‌دهد نشان ‌مي‌دهد براي اين اعداد پارامترها، جواب 
عددي دقيق است. شکل‌هاي )12( و )13( دياگرام فاز و طيف توان را نشان 
‌مي‌دهد. همانطور که در مراجع شاره شده است ]10, 17, 26, 27[ هم دياگرام 
فاز و هم‌طيف توان يک کاراکتر منظم دارند که طيف توان پيک‌هاي منظم 
قوي را نشان ‌مي‌دهد. اين به اين دليل است که مجموعه زمان‌هاي برخورد 
و  مي‌رسند   Θ0 به  برخورد  سرعت  افزايش  با  و  منظم‌اند  مجانب  به‌صورت 
نشان دهنده يک حرکت منظم تکرار شونده هستند و اين جواب تکرار شونده 
نيز منجر به توليد پيکهاي طيفي منظم مي‌شوند که در شکل )13(  منظم 

نشان داده شده‌اند.

تشديد نيم‌هارمونيک کسينوسي-66-66
به  دارد.  بستگي  تحريک  نيروي  فاز  به  هارمونيک  تشديد  نصف  وجود 

عنوان نمونه معادله زير در نظر گرفته ‌مي‌شود:
)34(cos      ,  0x x t x+ =′ >′

) به‌صورت زير  )k k 1t , t + براي هر فاصله زماني  راه‌حل کلي آن  که 
است ]23[: 

)35(
( ) sin

2k k
tx t A t = − 

 

( ) 1' cos sin
2 2k k
tx t A t t = − − 

 

چون  است،   Θ0 آزمايش،  براي  برخورد  زمان‌هاي  دقيق   مجموعه 
مجموعه   )35( معادله  باشد،   kπ در  برخورد  سرعت   Vk اگر   .  xk(kπ(=0  

جواب‌هاي زير را توليد مي‌کند:

)36(

( ) ( )1 sin    ,    
2

    ,      0

k
k kx t V

t k

τ τ

τ π τ π

 = + − 
 

= − ≤ ≤

	( ) ( ) ( )1
1 cos sin

2 2

k
k

k kx t V t tτ − = + − − 
 

?

1  Runge-Kutta

)37(( )1 21   ,     
2

k
k k k kV V V Vπ
+ += + − =

لازم است وجود جواب‌هاي اضافي xk(t(=0 بررسي شود. بدين منظور 
اولين معادله )36( را به‌صورت زير بازنويسي ‌مي‌شود:

)38(

( )

( )

sin      ,  2
2

sin   , 2 1
2

     ,     0

k k

k k

x t V k p

x t V k p

t k

τ τ

τ τ

τ π τ π

 = + = 
 
 = − = + 
 

= − ≤ ≤

براي k زوج، تنها جواب‌ها kπ هستند. براي k فرد نيز جواب‌هاي اضافي 
اولين  به عبارت ديگر،  باشد.   Vk ≤ π/2 تنها در صورتي ممکن هستند که 
معادله )37( مي‌گويد براي k فرد، Vk ≥ Vk-1 + π/2 ≥ π/ 2 . بنابراين تنها 
 جايي که جواب‌هاي ديگر ممکن است، V0 =0. پس يک زمان برخورد در 

t = π /2 وجود دارد.
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Fig. 10. velocity of equation (25), sin half harmonic

شکل 10: سرعت نوسان‌کننده معادله )25(، تشديد نيم‌هارمونيک 
سينوسي
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Fig.11. displacement of equation (25), sin half harmonic

شکل 11: جابجايي نوسان‌کننده معادله )25(، تشديد نيم‌هارمونيک 
سينوسي
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پس براي هر سرعت اوليه V0>0 ، معادله )34( فقط جواب‌هاي متناوب 
 ،  V0=0 اگر  بااين‌وجود  دارد.   Θ0 متناوب  برخورد  زمان‌هاي  با  پايدار  حالت 
مي‌توان زمان را با π/2 منتقل کرد تا مبدأ به اين زمان برخورد اضافي منتقل 
شود. اين کار معادله )34( را به معادله )25( تبديل کرده و تحليل مربوطه به 
کار مي‌رود. شکل‌هاي )14( و )15(، سرعت و جابه‌جايي مربوطه را در مقابل 
همانطور  مي‌دهند.  نشان  را  مجانب‌ها  همان  پوش‌ها  مي‌دهند.  نشان  زمان 
دادند برخلاف ‌تشديدهاي چندهارمونيک که پوش منحني  نشان  نتايج  که 
جابه‌جايي و سرعت برحسب زمان به صورت خطي مي‌باشد، در ‌تشديدهاي 
افزايش  زمان  با  مجذور  صورت  به  کسينوسي  و  سينوسي  نيم‌هارمونيک 

ميي‌ابند.

 بحث و نتيجه‌گيري-77
يعني  خود  شکل  ساده‌ترين  به  دوطرفه،  نوسان‌گر  مقاله  اين  در 

نوسان‌کننده برخوردي )سختي نامحدود در فشار( با گذر سختي در جابجايي 
صفر همراه با نيروي تحريک هارمونيک بررسي شد. اين ‌نوسان‌گرها طيف 
تا  گرفته  کانالي  خطوط  و  منفک  سازه‌هاي  نوسانات  از  از ‌پديده‌ها  وسيعي 
مته‌ها در ابزارهاي برش را در برمي‌گيرند. مسير نوسان‌گر برخوردي هميشه 
غير منفي است و فقط در نقاط خاص به نام زمان‌هاي برخورد )نقاط گذر يا 
پرواز( صفر ‌مي‌شود. سرعت‌ها در زمان‌هاي برخورد تغيير علامت مي‌دهند، 
برگشت  )ضريب  مي‌مانند  باقي  تغيير  بدون  آن‌ها  سرعت  اندازه  درحالي‌که 
پاسخ  در  نقش مهمي  برخورد  زمان‌هاي  است(. ‌مجموعه‌هاي  مساوي يک 
براي  مبنايي  عنوان  به  و  مي‌کنند  ايفا  برخوردي  ديناميکي ‌نوسان‌گرهاي 
تحليل ‌نوسان‌گرهاي برخوردي استفاده مي‌شوند. در ميان همه ‌مجموعه‌هاي 
تلقي ‌مي‌شود  ويژه  عنوان مجموعه  به  مورد خاص  برخورد، يک  زمان‌هاي 
بدون  يعني  معادله همگن  به جواب  مربوط  برخورد  زمان‌هاي  که مجموعه 
نيروي تحريک است. با رسم پاسخ‌هاي زماني، دياگرام‌هاي فاز و طيف توان 
نوسان‌گر نشان داده شد که اين مجموعه و زير‌مجموعه‌هاي آن تنها مواردي 
شرايط  براي  برخوردي  نوسان‌گر  مختلف  حرکات  از  مي‌توانند  که  هستند 
اوليه مختلف پشتيباني کند. همچنين در اين مقاله نشان داده شد که تنها 
در حالتي که زمان‌هاي برخورد يکسان براي دو معادله وجود دارد مي‌توان 
پاسخ‌هاي آن‌ها را باهم ترکيب کرد. هر تغييري در سرعت اوليه زمان‌هاي 
از  آمدند.  به دست  بحراني  و مرزهاي سرعت‌هاي  تغيير ‌مي‌دهد  را  برخورد 
بنابراين  دارد،  مورد مشخص وجود  براي چند  تنها  راه حل صريح  آنجا که 
شد.  گرفته  کار  به  نيز  عددي  مدل‌سازي  نتايج  تحليل  و  براي صحه‌سازي 
با اين ‌وجود وقتي ترکيب‌هاي پارامترها به‌گونه‌اي باشد که نوسان‌گر رفتار 
تصادفي از خود نشان ‌دهد، ‌شبيه‌سازي عددي کاملًا پايدار نيست و مي‌بايست 
بازه‌هاي زماني حل را کوچک در نظر گرفت. يک ويژگي مهم ديگر نوسان‌گر 
برخوردي، وجود ‌تشديدهاي نيم‌هارمونيک و چندهارمونيک است. مجموعه 
اينجا  در  همگن(  معادله  برخورد  زمان  )مجموعه  برخورد  زمان‌هاي  ويژه 
نقش خاصي ايفا مي‌کند. نتايج نشان دادند که در ميان همه ‌مجموعه‌هاي 

Fig.13. power spectrum of equation (25), cos half harmonic
شکل 13: طيف قدرت نوسان‌کننده معادله )25(، تشديد نيم‌هارمونيک سينوسي
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Fig.12. diagram phase of equation (25), sin half harmonic

شکل 12: دياگرام فاز نوسان‌کننده معادله )25(، تشديد نيم‌هارمونيک 
سينوسي
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زمان‌هاي برخورد متناسب با دوره تناوب نيروي تحريک، مجموعه ويژه تنها 
موردي است که به ازاي شرايط اوليه سرعت متفاوت مي‌تواند از رزونانس 
پشتيباني کند. علاوه بر اين نشان داده شد که وجود ‌تشديدها قوياً به شرايط 
مثال محدوده‌هاي  به طور  دارد.  بستگي  برخورد(  اوليه سرعت  )دامنه  اوليه 
زمان‌هاي  ويژه  مجموعه  با  نوساناتي  که  دارد  وجود  اوليه‌اي  سرعت‌هاي 
ديگر  عبارت  به  مي‌کند،  توليد  آن‌ها(  متناوب  زير‌مجموعه‌هاي  )يا  برخورد 
خارج از اين محدوده‌ها زمان‌هاي برخورد تناوب را از دست مي‌دهند. ضمناً 
نشان داده شد که ‌تشديدهاي چندهارمونيک مورد تائيد مجموعه هارمونيک 
هستند و بقيه ‌تشديدها، ‌مجموعه‌هاي غيرمتناوب زمان‌هاي برخورد هستند. 
تشديد(  فرکانس  )نصف  نيم‌هارمونيک  تشديد  اولين  تحليل  با  براين  علاوه 
مشخص شد که زمان‌هاي برخورد متناوب نيستند؛ بااين‌وجود از نظر مجانبي 
نزديک مجموعه ويژه مي‌باشند. در نهايت پاسخ‌هاي تحليلي نشان دادند که 
برخلاف ‌تشديدهاي چندهارمونيک، پوش نوسانات و سرعت در اين تشديد، 

به‌صورت  هستند،  به صورت خطي  که  چندهارمونيک  برعکس ‌تشديدهاي 
مجذور ريشه زمان افزايش ميي‌ابد.
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