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ارتعاشات آزاد غیرخطی در تیرهای منعطف با بخش میانی صلب و جرم نوک

اکبر دواق، حمید معین فرد*، مجید معاونیان

دانشکده مهندسی مکانیک، دانشگاه فردوسی مشهد، مشهد، ایران

چکیده: یک روش معمول به منظور بهینه کردن سفتی درجه آزادی یک سازوکار منعطف استفاده از یک جسم صلب میانی 
در تیرهای منعطف آن است. هدف این مقاله، بررسی ارتعاشات آزاد غیرخطی یک تیر منعطف با بخش میانی صلب است که در 
انتهای آن یک جرم متمرکز وصل شده است. به منظور تعیین معادلات دیفرانسیل جزئی غیرخطی حاکم بر رفتار تیر از اصل 
همیلتون استفاده می‌شود. سپس شکل مدهای خطی شده و بی‌بعد تیر منعطف به روش تحلیلی محاسبه می‌شود و با نتایج 
حاصله از نرم‌افزار آباکوس مقایسه می‌گردد. به کمک شکل مد اول سازوکار و معادلات لاگرانژ، معادلات دیفرانسیل دینامیکی 
حاکم به‌دست می‌آید. آنگاه این معادلات به صورت عددی به کمک نرم‌افزار متلب حل می‌گردد. تبدیل فوریه گسسته پاسخ‌های 
دینامیکی نشان می‌دهد که پاسخ دینامیکی عرضی تنها یک بسامد اصلی دارد؛ در حالی که پاسخ‌های محوری دینامیکی دارای 
سه بسامد اصلی می‌باشد. مشاهده می‌شود که این بسامدها، همان بسامدهای طبیعی سامانه خطی است که به صورت تحلیلی 
با فرم بسته قابل ارائه هستند. رويکرد ارائه شده در این پژوهش می‌تواند براي تحلیل و بهینه‌سازی رفتار ديناميکي سازوکارهاي 

منعطف مورد استفاده قرار بگيرد.
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مقدمه-11
سازوکارهای منعطف1 در سامانه‌های دینامیکی از جمله تشدیدکننده‌های 
تک محوره2 ]1[ تشدید کننده‌های چند محوره3 ]2[، اسکنرهای سرعت بالا4 
]3[، ابزارهای برداشت انرژی5 ]4[، سامانه‌های نانو/میکرو موقعیت‌دهی6 ]5[ 
کاربرد دارد. این سازوکارها به جای این‌که از مفصل‌های غلتشی یا لغزشی 
استفاده کنند، حرکت را با استفاده از تغییر شکل اجسام کنترل می‌کنند. این 

ویژگی آنها باعث می‌شود تا دقت سامانه بیشتر باشد.
ساختمان اصلی این سازوکارها از تیرهای منعطف تشکیل شده است. به 
منظور این‌که بازه حرکتی سامانه بیشتر شود باید تغییر شکل بزرگتری را به 
سازوکار وارد کرد که این قضیه سبب می‌گردد سامانه از نظر هندسی به حوزه 
غیرخطی وارد شود. اثرات غیرخطی، رفتار دینامیکی سامانه را تغییر می‌دهد. 
مدل خطی اين سامانه‌ها جوابگوی تعيين مشخصات دینامیکی تجربی نبوده 
است ]6[؛ بنابراین ضروری است تا مدل‌سازی براساس رفتار غیرخطی سامانه 

انجام گیرد.
بلند  طول  دارای  هندسی  لحاظ  از  منعطف  تیرهای  که  آنجایی  از 

1 Flexure mechanisms
2 Single resonators
3 Multi-axis resonators
4 High speed scanners
5 Energy harvesting devices
6 Nano/micro positioning systems
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استاتیکی،  رفتار  می‌تواند  اویلر-برنولی  نظریه  می‌باشند،  کم  ضخامت  با 
دینامیکی و ارتعاشاتی آن‌ها را با موفقیت مدل‌سازی کند. بر طبق این نظریه، 
صفحه عرضی تیر و محور خنثی آن بعد از تغییر شکل سازوکار، بدون تغییر 
باقی می‌ماند ]7[. این نظریه در هر دو حالت خطی و غیرخطی مورد استفاده 

قرار می‌گیرد.
مدل‌سازی نظری و آزمایشی ارتعاشاتی دامنه بزرگ تیرها، پيش از اين 
 ]8[ موک8  و  نایفه7  مثال  عنوان  به  است.  شده  انجام  گسترده‌ای  طور  به 
ارتعاشات غیرخطی تیرها را مدل‌سازی و تحلیل نمودند. کرسپو دا سیلوا9 ]9[ 
معادلات غیرخطی را برای حرکت تیرهای اويلر-برنولی در حالت ارتعاشات 
پیچشی به‌دست آوردند. همچنین کرسپو دا سیلوا ]10[ یک روش تحلیلی 
کاهش مرتبه برای دینامیک غیرخطی یک سازوکار چند تیره ارائه کرد. معین 
فرد و اوتر10 ]11[ ارتعاشات غیرخطی یک تیر منعطف با یک جرم انتهایی 
را مدل‌سازی کردند و عباراتی تحلیلی برای جابه‌جایی عرضی و محوری تیر 

فراهم نمودند.
در سازوکارهای منعطف، لازم است با دقت کردن به سفتی درجه آزادی 
و درجه قیدی سامانه، بهترین عملکرد را برای سازوکار ایجاد نمود. معمولًا 
سفتی در راستایی که درجه آزادی وجود دارد، باید دارای کمترین مقدار و در 
راستای درجه قیدی بیشترین حد را داشته باشد. اگرچه همیشه روي دادن 

7 Nayfeh
8 Mook
9 Crespo da silva
10 Awtar
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این حالت‌ها به صورت همزمان، ممکن نیست، اما راه‌هایی وجود دارد که به 
سازوکار کمک می‌کند تا بهینه‌ترین حالت حادث شود. یکی از رایج‌ترین و 
این است که یک جسم  این مقصود  به  برای رسیدن  مناسب‌ترین روش‌ها 
صلب در میانه تیر قرار گیرد. کاربرد این نوع طراحی در پژوهش‌های مختلفي 
بررسی شده است ]12[. رفتار استاتیکی تیرها با جسم صلب میانی به صورت 
تا جایی که  اما   .]13[ است  انجام گردیده  اسلوکوم  و  اوتر  توسط  غیرخطی 
نویسندگان می‌دانند، رفتار دینامیکی و ارتعاشاتی این نوع تیر هنوز بررسی 
نشده است. یک تیر با بخش میانی صلب و جرم نوک را می‌توان به عنوان 
یک سامانه چند عضوی در نظر گرفت )دو عضو منعطف به‌علاوه یک جسم 
صلب میانی و یک جرم متمرکز در انتها(. حرکت این اعضا به شرایط بین 

آن‌ها مرتبط می‌باشد.
هدف از این مقاله بررسی رفتار دینامیکی یک تیر منعطف با بخش میانی 
صلب و جرمی متمرکز در انتهای آن است. به منظور به‌دست آوردن شرایط 
مرزی و معادلات حاکم از اصل همیلتون بهره گرفته می‌شود. به علاوه شکل 
با  و  تحلیلی محاسبه می‌شود  به صورت  سامانه  بسامدهای طبیعی  و  مدها 
مقادیر به‌دست آمده از نرم‌افزار آباکوس مقایسه می‌شود. با استفاده از شکل 
محاسبه  سامانه  دینامیکی  دیفرنسیل  معادلات  معادلات لاگرانژ،  و  اول  مد 

می‌شود و این معادلات با تبدیل فوریه گسسته1 تحلیل می‌گردد.

تعریف مسأله و مدل‌سازی ریاضی-22
همانطور که گفته شد سازوکارهای منعطف از ماژول‌های متنوعی ساخته 
شده‌اند؛ بنابراین برای تحلیل یک سازوکار نیاز است تا هر یک از این ماژول‌ها 
مورد تجزیه و تحلیل قرار گیرد. یک نمونه از این ماژول‌ها، تیر منعطفی است 
که با توجه به شکل 1 در وسط آن یک جسم صلب قرار دارد و همچنین یک 

جرم متمرکز نقطه‌ای در انتهای آن قرار گرفته است.
طول تیر مطابق شکل 1 برابر L و طول هر قسمت الاستیک آن، a است 
که به صورت متقارن در دو طرف جسم صلب قرار دارد. ضخامت تیر برابر 
H و عرض آن b می‌باشد و همچنین عرض تیر، حدود ده مرتبه نسبت به 

ضخامت آن بیشتر می‌باشد.
برای تحلیل این تیر از روش انرژی استفاده می‌شود، زیرا برای استفاده از 
روش نیوتن نیاز است تا اجزا تیر را از هم جدا نمود و نیروهای داخلی را نیز 
به حساب آوریم که این قضیه باعث پیچیدگی محاسبات و معادلات ریاضی 
نیاز به محاسبه نیروهای داخلی نیست. مزیت  انرژی  اما در روش  می‌شود؛ 
دیگر استفاده از روش‌های انرژی، این است که شرایط مرزی حاکم بر رفتار 

مسأله نیز همراه با معادلات حاکم، به دست می‌آیند.
برای استفاده از روش‌های انرژی و به صورت ویژه اصل همیلتون، ابتدا 
لازم است انرژی پتانسیل و جنبشی کل تیر را به‌دست آورده و ساده‌سازی‌های 
لازم را انجام داد تا در مراحل بعد بتوان از آن‌ها استفاده کرد. این موضوع در 

قسمت بعدی مقاله مورد بررسی خواهد گرفت.

1 Discerete Fourier Transform(DFT)

به‌دست آوردن انرژی‌های تیر منعطف-22-22
جابه‌جایی در راستای X و Z را به ترتیب با U و W و شیب را با θ نشان 
وارد   MY و گشتاور   FZ ،FX نیروهای  تیر  انتهای  بر جرم  چنانچه  می‌دهیم. 
یا    UL ترتیب  به  وارد شده  بارهای  راستای  در  تیر  انتهای  جابه‌جایی  گردد، 

)WL ،(Utip یا )Wtip( و θL یا )θtip( خواهد شد.

نمی‌دهد؛  شکل  تغییر  و  بوده  صلب  تیر  وسطی  قسمت  که  آنجایی  از 
بنابراین می‌توان براساس هندسه، مطابق ذیل رابطه‌ای بین جابه‌جایی‌های 

دو سر جسم صلب به‌دست آورد.
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به‌دست آوردن انرژی پتانسیل تیر-22-22-22
گرفته  نظر  در  افقی  صفحه‌ای  در  و  بعدی  دو  صورت  به  تیر  حرکت 
می‌شود؛ بنابراین انرژی پتانسیل گرانشی در محاسبات ظاهر نمی‌شود. تنها 
انرژی پتانسیلی که مد نظر قرار می‌گیرد، انرژی پتانسیل کرنشی خواهد بود. 
تنها  تیر  پتانسیل کرنشی  انرژی  به شرایط حرکتی، فرض می‌شود  توجه  با 
 ،εXX غیرخطی  کرنش  باشد.   X محور  راستای  در  عمودی  کرنش  از  ناشی 
کرنش یک  جزء دلخواه از بخش ارتجاعی تیر است که به فاصله Z از تار 

خنثی قرار دارد. این کرنش در رابطه زیر نشان داده شده است.

Fig. 1. Deformed and un-deformed configuration of a flexure beam 
with an intermediate rigid element and a tip mass

شکل 1: تیر منعطف با بخش میانی صلب
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انرژي پتانسيل کرنشي ذخيره شده V در بخش ارتجاعي تير را مي‌توان 
به صورت زير به دست آورد:
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که در اين معادله، E مدول الاستيک مادۀ تير و A مساحت سطح مقطع 
تير است.

ساده‌سازي‌ها،  برخي  انجام  و   )7( معادله‌  در   )6( معادله‌  دادن  قرار  با 
مي‌توان به معادله‌ ذيل رسيد.
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از  کوچکتر  مرتبه  يک  تير  نقاط   X راستاي  جابه‌جايي  که  صورتي  در 
جابه‌جايي راستاي Z آن نقاط باشند، مي‌توان فرض کرد که کرنش تار خنثي 
در طول تير ثابت مي‌ماند ]8[. چنانچه در تير مورد بررسي نيز چنين باشد، 
εXX=U'+(W')2/ 2 در طول تير ثابت است و لذا با انجام عملیات ریاضی و 

با توجه به معادله )2( که از هندسه تیر به‌دست آمده است، انرژی پتانسیل تیر 
را به صورت زیر خواهیم داشت:
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به‌دست آوردن انرژی جنبشی تیر-22-22-22
قسمت  جنبشی  انرژی  قسمت  سه  از  شده  ذکر  تیر  جنبشی  انرژی 
الاستیک، قسمت صلب میانی و جرم انتهایی تیر تشکیل شده است. انرژی 
و  انتقالی  جنبشی  انرژی  می‌شود:  تقسیم  بخش  دو  به  قسمت  هر  جنبشی 
انرژی جنبشی دورانی. می‌توان نشان داد که نسبت بین انرژی جنبشی دورانی 
به انرژی جنبشی انتقالی برای قسمت الاستیک یک جزء تیر تقریباً از مرتبه 
H⁄L)2( است که H ضخامت تیر و L طول تیر می‌باشد ]8[. در نتیجه، با 

 ،)H<<L( توجه به اینکه ضخامت تیر نسبت به طول آن بسیار کوچکتر است
می‌توان از انرژی جنبشی دورانی قسمت الاستیک تیر در مقایسه با انرژی 
جنبشی انتقالی تیر صرف‌نظر نمود. علاوه بر این در یک تیر منعطف، بزرگی 
لذا   .)U(X,t)=O(W(X,t)2(( است   W(X,t( بزرگی  دومِ  مرتبه  از   U(X,t(

انرژی جنبشی ناشی از حرکت محوری قسمت الاستیک جزء تیر چهار مرتبه 
بنابراین  می‌باشد؛   آن  عرضی  حرکت  از  ناشی  جنبشی  انرژی  از  کوچکتر 
می‌توان انرژی جنبشی انتقالی محوری بخش الاستیک را نیز نادیده گرفت. 
اما انرژی جنبشی انتقالی عرضی برای دو قسمت الاستیک اول و دوم تیر 

قابل صرف‌نظر نیست و به ترتیب به صورت J1 و J2 نشان داده خواهد شد.
انرژی جنبشی جسم صلب میانی دارای دو قسمت انرژی جنبشی انتقالی 
و انرژی جنبشی دورانی می‌باشد. انرژی جنبشی انتقالی دارای دو مؤلفه است. 
این دو مؤلفه شامل انرژی جنبشی انتقالی در راستای X و راستای Z هستند. 
برای محاسبه انرژی جنبشی انتقالی از سرعت خطی نقطه میانی )مرکز جرم( 
جسم صلب استفاده می‌شود. انرژی جنبشی انتقالی محوری، عرضی و دورانی 

جسم صلب میانی به ترتیب با J4 ، J3 و J5 بیان خواهند شد.
از آنجایی که جرم نوک تیر، متمرکز )نقطه‌ای( فرض شده است، از انرژی 
جنبشی دورانی آن صرف‌نظر می‌کنیم؛ بنابراین جرم انتهای تیر تنها دارای 
 J7 و J6 خواهد بود که به ترتیب با Z و X انرژی جنبشی انتقالی در راستاهای

نشان داده خواهند شد؛ لذا:
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∫ 
IM ،جرم جسم صلب میانی M ،چگالی جرمی ماده تیر ρ ،در این روابط

ممان اینرسی حول مرکز جرم جسم و ME اندازه جرم نوک تیر است.

تحلیل ارتعاشاتی تیر منعطف با بخش میانی صلب-33
در این بخش بسامدها و شکل مدهای تیر مورد مطالعه به‌دست می‌آیند. 
آن  از  استفاده  با  که  می‌شود  استفاده  همیلتون  اصل  از  منظور  این  برای 
می‌توان معادلات و شرایط مرزی را محاسبه نمود. اصل همیلتون به شکل 

زیر می‌باشد.
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∫
در معادله )22(، V انرژی پتانسیل است که در رابطه )8( در بخش قبل 
محاسبه   )14( رابطه  در  قبلًا  که  است  جنبشی  انرژی  نیز   T آمد.  به‌دست 
گردیده است و WExt کار نیروهای خارجی است. از آنجایی که برای محاسبه 
بنابراین  گیرد؛  قرار  مطالعه  مورد  ناميرا  آزادِ  ارتعاشات  باید  طبیعی،  بسامد 

نیروهای خارجی و کار آن‌ها مدنظر قرار نخواهند گرفت.
همانطور که در بخش‌های قبل ملاحظه شد، انرژی پتانسیل از 4 قسمت 
محاسبه  برای  بنابراین  است؛  شده  تشکیل  قسمت   7 از  جنبشی  انرژی  و 
تغییرات انرژی جنبشی و پتانسیل می‌توان عملگر تغییرات را جداگانه به  همه 

قسمت‌های آن اعمال نمود. بدین ترتیب داریم:
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∫

حال چنانچه معادلات )23( و )24( در معادله )22( قرار گیرد و تغییرات 
حاکم  معادلات  و  مرزی  شرایط  گردند،  منفک  هم  از  مختلف  متغیرهای 
به‌دست خواهد آمد. از آنجایی که معادلات به صورت بی‌بعد شده مناسب‌تر 
خواهند بود، می‌توان شرایط مرزی و معادلات حاکم را با استفاده از رابطه‌های 

زیر بی‌بعد کرد.
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که B در معادله )28( به صورت زیر تعریف می‌شود.
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با استفاده از پارامترهای بی‌بعد معرفی شده، معادلات حاکم به صورت 
بی‌بعد شده زیر به‌دست می‌آیند.
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همچنین شرایط مرزی بی‌بعد نیز به صورت زیر خواهند بود.
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 ωk ام با بسامد طبیعیk چنانچه فرض شود که تیر منعطف در شکل مد
ارتعاش می‌کند، آنگاه پاسخ تیر منعطف به صورت زیر خواهد بود.
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در این معادلات βk به صورت زیر تعریف می‌شود.
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حل معادلات )45( و )46( به صورت ذیل است.
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با جایگذاری معادلات )56( و )57( در شرایط مرزی )47( تا )54( یک 
زیر  شکل  به   c8(k( تا   c1(k( حسب  بر  همگن  خطیِ  جبریِ  معادله  سری 

به‌دست می‌آید.
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که:
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همچنین  می‌باشد.  ترانهاده  معنای  به   T بالانویس  معادلات  این  در 
A(k)]8×8([ ماتریس ضرایب Ck می‌باشد. برای حل غیربدیهی معادله )58( 

باید دترمینان ])A(k[ را برابر صفر قرار داد که بی‌نهایت جواب خواهد داشت. 
که این ریشه‌ها همان βkهایی هستند که با استفاده از رابطه )55(، بسامد‌های 
طبیعی تیر منعطف را نتیجه می‌دهند. همچنین با استفاده از بردارهای ویژۀ 
ماتریس ])A(k[، شکل مدهای سامانه نیز به‌دست می‌آیند. قسمت میانی تیر، 
جسم صلب است که در شکل مد به صورت یک خط راست بدون تغییر شکل 
خواهد بود و انتهای قسمت الاستیک اول را به ابتدای قسمت الاستیک دوم 

وصل می‌نماید.
نتایج روش دقیق را می‌توان توسط روش عددی اجزا محدود تأیید نمود. 
بدین منظور تیر مورد نظر، با مشخصات ذکر شده در جدول 1 با روش ارائه 
شده و همچنین با نرم‌افزار آباکوس تحلیل می‌گردد و بسامدهای طبیعی و 
شکل مودهای آن محاسبه می‌شود. در جدول 2 مقایسه بین نتایج حل دقیق 

و حل اجزا محدود انجام گرفته است.
در جدول 2 درصد خطا به این شکل تعریف می‌شود:
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همانطور که در جدول 2 ملاحظه می‌گردد، درصد خطا بین بسامدهای 
حل دقیق و عددی بسیار کم و حتی برای بسامد اول تا سه رقم اعشار، صفر 
تیر منعطف رسم شده  تا سوم  اول  نمودارهای شکل مد  ادامه  می‌باشد. در 

است در هر نمودار شکل مد حل دقیق با حل عددی مقایسه شده است.
با بررسی شکل 2 تا شکل 4 می‌توان ملاحظه کرد که شکل مدهای دو 
روش حل با درصد خطایِ کمی مشابه یکدیگر می‌باشند. این قضیه از خطایِ 

کم بین بسامدهای طبیعی قابل پیش‌بینی بود. 

تحلیل دینامیکی تیر منعطف با بخش میانی صلب-44
در این قسمت به مدل‌سازی رفتار دینامیکی تیر منعطف پرداخته می‌شود. 
به این صورت است که پاسخ دینامیکی، به صورت ترکیبی از شکل مدهای یک روش رایج برای مدل کردن سامانه‌های دینامیکی خطی و غیرخطی، 

سامانه در نظر گرفته شود. می‌توان نشان داد که در بسیاری از سامانه‌های 
شامل  را  دینامیکی  پاسخ  از  توجهی  قابل  درصد  اول  مد  شکل  دینامیکی، 
بررسی،  مورد  منعطف  تیر  در  موضوع  این  از  استفاده  با   .]15،14[ می‌شود 

داریم:
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در معادله )φ(X( ،)61 شکل مد اول سامانه و )W(L,t جابه‌جایی عرضی 
نوک تیر در زمان t می‌باشد.

انرژی  می‌توان   )14( و   )9( روابط  در   )61( معادله  کردن  جایگزین  با 
پتانسیل و جنبشی تیر منعطف با بخش میانی را برحسب شکل مد اول نوشت. 
فرض می‌شود که بخش‌های منعطف تیر دارای میرایی باشند و میرایی 
آن بصورت Ct بر واحد طول تعریف می‌شود. کار مجازی نیروی میرایی بر 

δWc نشان داده می‌شود و بر حسب )φ(X داریم:
(e( روی سامانه با

مقدار پارامتر مقدار پارامتر

93/6 M, g 0/3 L, m

15/6 ME, g 0/09 a, m

113/1 IM , kg.mm2 1 t, mm

7800 ρ , kg/m3 10 b, mm

200 E, GPa 8/333 I, mm4

جدول 1: مشخصات تیر منعطف با بخش میانی صلب
Table 1. Properties of flexure beam with intermediate rigid part

بسامد طبیعی 
rad/s ،سوم

بسامد طبیعی 
rad/s ،دوم

بسامد طبیعی 
rad/s ،اول نوع حل

9/886 3/885 0/448 دقیق
9/806 3/865 0/448 اجزا محدود
0/8 0/5 0/0 خطا

جدول 2: مقایسه دو روش حل دقیق و اجزا محدود
Table 2. Comparison of exact solution and finite element results

Fig. 2. Comparison of the analytical and numerical prediction of the 
first mode shape of the system

شکل 2: شکل مد اول، مقایسه روش حل دقیق با حل عددی

Fig. 3. Comparison of the analytical and numerical prediction of the 
second mode shape of the system

شکل 3: شکل مد دوم، مقایسه روش حل دقیق با حل عددی

Fig. 4. Comparison of the analytical and numerical prediction of the 
third mode shape of the system

شکل 4: شکل مد سوم، مقایسه روش حل دقیق با حل عددی
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((6)

همچنین اگر بر نوک تیر نیروی FZ در راستای Z وارد شود، کار مجازی 
آن به شکل زیر بیان می‌گردد.
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بنابراین کار کل مجازی انجام شده روی سامانه بدین صورت می‌باشد:
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با جایگذاری معادلات )62( و )63(  در معادله )64( داریم:
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از در نظر گرفتن کار مجازي  توجه داشت که هدف  نکته  اين  به  بايد 
ناشي از نيروي ميرايي، بررسي ارتعاشات آزاد ميرا بوده است. از طرفي، در 
نظر گرفتن نيروي Fz، به منظور بررسي ارتعاشات اجباري سامانه نيست. بلکه 
صرفاً هدف ارائه يک فرمولاسيون کامل‌تر، و همچنين کمک به يافتن يک 
شرط اوليه مناسب براي تحليل ارتعاشات آزاد سامانه است. در اين مورد در 

قسمت يافتن پاسخ ارتعاشات آزاد بيشتر توضيح داده خواهد شد.
به جهت سهولت در نوشتار، پارامترها را بی‌بعد می‌کنیم:
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برای به‌دست آوردن معادلات دینامیکی از روش لاگرانژ استفاده می‌شود. 
روی  انجام شده  مجازی  کار  و همچنین  سامانه  جنبشی  و  پتانسیل  انرژی 
سامانه همگی تابعی از ut ، uα و wt می‌باشند؛ بنابراین با استفاده از رابطه 

لاگرانژ معادلات حاکم بی‌بعد شده به صورت زیر به‌دست می‌آید:
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که τ و fz به صورت ذیل می‌باشند و ضرایب cij نيز در پیوست آمده است.
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پارامتر P که در  ωn در معادلات )73( و )74( به صورت زير برحسب 

معادله )76( ارائه شده، تعريف می‌شود.
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بايد دقت داشت که ωn بسامد طبیعی اول سامانه در حالت بابعد می‌باشد 
که در راستای عرضی اتفاق می‌افتد. با توجه به نحوه بي‌بعدسازي معادلات، 

بسامد طبیعی اولِ بي‌بعد سامانه در راستای عرضی، برابر با یک می‌باشد. 
در تحلیل ارتعاشات آزاد، از عبارت‌های تحریک نیرویی در معادله )72( 
به فضای حالت  را  ديناميکي  آنگاه معادلات دیفرانسیل  صرف‌نظر می‌شود. 
حل  را  آن‌ها  متلب  نرم‌افزار  در   ode45 دستور  از  استفاده  با  و  داده  انتقال 
می‌کنیم. باید دقت داشت که برای حل معادلات )70( تا )72(، نیاز به 6 شرط 
اولیه هست که سه شرط اولیه آن سرعت اولیه )uα(τ) ،ut(τ و )wt(τ می‌باشد 
که صفر فرض می‌شود. سه شرط اولیه جابه‌جایی نیز از حالت خیز استاتیکی 
با مشخصات جدول 1 و نیروی عرضیِ fz برابر با 0/125 مورد استفاده قرار 
معادلات  در  زماني  مشتقات  شامل  عبارت‌هاي  حذف  با  واقع  در  می‌گیرد. 
ديناميکيِ )72(-)70( و جايگذاري 0/125 به جاي fz ، مقادير عددي درجات 

آزادي به صورت ذيل به دست مي‌آيند.
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عرضيِ      نيروي  )با  شده  ذکر  اولیه  شرایط  با  حاکم  معادلات  چنانچه 
fz=0 (، حل شود، می‌توان نمودارهای ارتعاشی ut ، uα و wt را بر حسب زمانِ 
بي‌بعد، به ترتیب مطابق شکل 5، شکل 6 و شکل 7 رسم نمود. با دقت در 
این نمودارها مشاهده می‌شود هنگامی که wt از مقدار بیشینه به مقدار کمینۀ 
دامنه خود حرکت می‌کند، ut و uα فاصله بین مقدار کمینه به صفر و از صفر 
به کمینه را طی می‌کند. این بدان معنی است که هر نیم سیکل wt با یک 
سیکل کامل ut و uα همزمان می‌باشد. به عبارت دیگر بسامد اصلی ارتعاش 

در راستای محوری دو برابر بسامد ارتعاش در راستای عرضی است.
به منظور مشاهده بسامدهایِ بالاترِ پاسخ دینامیکی، می‌توان نمودارهای 
آن را بزرگ‌نمایی کرد. نمودارهای بزرگ شده در شکل 8، شکل 9 و شکل 
10 نمایش داده شده است. این شکل‌ها نشان می‌دهد که بسامدهای ارتعاشی 
بالاتر دامنه بسیار کمی دارند و بنابراین می‌توان بدون کاهشِ محسوسِ دقت 

)به ویژه در پاسخ ارتعاشات عرضی(، از آن‌ها صرف‌نظر نمود.

فوریه  تبدیل  دینامیکی،  پاسخ  بسامدهای  محتوای  بررسی  منظور  به 
گسسته یک طرفۀ ut ، uα و wt که با |)Ut (ω)| ، |Uα (ω| و |)wt (ω| نشان 
داده خواهد شد به ترتیب در  شکل 11 تا شکل 15رسم شده است. شکل 15 
نشان می‌دهد که دامنه بسامد اصلی wt برابر با  1/049 می‌باشد و همانطور 
که انتظار می‌رفت به یک بسیار نزدیک است. یعنی چنانچه معادله دیفرانسیل 
مؤید  که  می‌شود  یک  برابر  آن‌ها  بسامد  شود،  تشکیل   )72( رابطه  خطی 
صحت پاسخ wt می‌باشد بسامدهای بالاتر در راستای عرضی بسیار کم دامنه 
هستند، به‌طوری‌که می‌توان از آن صرف‌نظر کرد. تبدیل فوریه گسسته یک 
طرفه uα و ut نيز در شکل 11 تا شکل 14نشان داده شده‌اند. همانطور که 
قبلا نیز گفته شد، مشاهده می‌شود که بسامد اصلی پاسخ دینامیکی محوری 
دو برابر بسامد اصلی پاسخ دینامیکی عرضی است. علاوه بر این اگر به نمودار 
در بسامدهای بسیار بالاتر توجه شود، به دو قله برمی‌خوریم که مقدار بسامد 
بسامدهای  بسامدها،  این  است.   1405/02 و   479/12 با  برابر  آن‌ها  بی‌بعد 

Fig. 5. Dimensionless axial response of flexure beam at x = α

x = α شکل 5: پاسخ محوری بی‌بعد تیر منعطف در

Fig. 6. Dimensionless axial response of flexure beam at x=1

x = 1 شکل 6: پاسخ عرضی بی‌بعد تیر منعطف در

Fig. 7. Dimensionless transverse response of flexure beam at x=1

x = 1 شکل 7: پاسخ عرضی بی‌بعد تیر منعطف در

Fig. 8. Dimensionless axial response of flexure beam with magnification 
at x= α

x = α شکل 8: پاسخ محوری بی‌بعد تیر منعطف با بزرگنمایی در

Fig. 9. Dimensionless axial response of flexure beam with magnification 
at x= 1

x = 1 شکل 9: پاسخ محوری بی‌بعد تیر منعطف با بزرگنمایی در

Fig. 10. Dimensionless transverse response of flexure beam with magni-
fication at x= 1

x = 1 شکل 10: پاسخ عرضی بی‌بعد تیر منعطف با بزرگنمایی در
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طبیعی اول و دوم سامانه در راستای طولی می‌باشند که در راستای عرضی 
در راستای عرضی دامنه قابل توجهي نداشتند. حال چنانچه دو بسامد طبیعی 
از معادلات خطی شده روابط )70( و )71( به‌دست آید با این دو بسامد با قله 
بیشینۀ حاصل از نمودار طيف فرکانسي تقریباً برابر می‌باشد. برای نشان دادن 

صحت این ادعا، حالت همگن خطی این دو معادله دیفرانسیل به صورت زیر 
ارائه شده است.
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که ') ( علامت مشتق نسبت به τ است.
 )81( معادله  با حل  آسانی  به   )80( معادله  در  بسامدهای سامانه خطی 

به‌دست می‌آید.
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را  هارمونیک(  پاسخ  فرض  )با  ماتریس ضرایب  دترمینان  منظور  بدین 
بسامدهای  همان  آن  ریشه‌های  می‌دهیم.  قرار  برابر صفر  و  آورده  به‌دست 

طبیعی تیر منعطف می‌باشد.
مقادیر ω=479/714 و ω=1402/68 از حل این رابطه به‌دست می‌آید 
که تقریباً برابر با مقادیری است که از نمودارها به‌دست آمد. این نتایج نشان 
می‌دهد که می‌توان با دقت بسیار مناسبی بسامدهای اصلی تیر منعطف شکل 
1 را به روش تحلیلی به‌دست آورد؛ بنابراین برای به‌دست آوردن دو بسامد 
نرم‌افزار  از  استفاده  و  عددی  روش  به  نیاز  محوری  دینامیکیِ  پاسخ  بالای 

نیست و می‌توان این دو بسامد را از روابط زیر به‌دست آورد.
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نتیجه‌گیری-55
برای  منعطف  سازوکار  یک  غیرخطی  دینامیکی  رفتار  از  درست  درک 
مانند  اثراتی  حال  هر  به  است.  ضروری  و  لازم  آن  بهینه‌سازی  و  طراحی 
این مطالعه  پیچیده  و شرایط مرزی  الاستیکی  هندسه غیرخطی، کشیدگی 
مدل  دینامیکی  رفتار  حاضر  مقاله  در  است.  کرده  غیربدیهی  و  پیچیده  را 
غیرخطی یک تیر منعطف با بخش میانی صلب و جرم انتهایی متمرکز ارائه 

Fig. 11. Dynamic responses of DFTs of uα(τ) at low frequencies

شکل DFT :11 های مربوط به پاسخ دینامیکی )uα(τ در بسامد پایین

Fig. 12. Dynamic responses of DFTs of uα(τ) at high frequencies

شکل DFT :12 های مربوط به پاسخ دینامیکی )uα(τ در بسامد بالا

Fig. 13. Dynamic responses of DFTs of uα(τ) at low frequencies

شکل DFT :13 های مربوط به پاسخ دینامیکی )ut(τ در بسامد پایین

Fig. 14. Dynamic responses of DFTs of uα(τ) at high frequencies

شکل DFT :14 های مربوط به پاسخ دینامیکی )ut(τ در بسامد بالا

Fig. 15. Dynamic responses of DFTs of wt(τ)

wt(τ( های مربوط به پاسخ دینامیکی DFT :15 شکل
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گردید. شکل مدهای دقیق با حل عددی تأیید شد. پاسخ‌های دینامیکی این 
تیر مطالعه شد و تبدیل فوریه گسسته یک طرفۀ این پاسخ‌های دینامیکی 
نشان داد که بسامدهای اصلی حرکت با بسامدهای طبیعی سامانه خطی که 
از روش تحلیلی به‌دست آمدند، برابر هستند. روش و رویکرد ارائه شده در این 
مقاله می‌تواند به خوبی برای درک شفاف و مطالعه دقیق تأثیر پارامترهای 
مختلف طراحی، روی کارایی دینامیکی سازوکارهای منعطف و ماژول‌های 

سازندۀ آن مورد استفاده قرار بگیرد.
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